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MARIA ANTONIETTA BARATTA (%)

Sopra un problema cilindrico non lineare

di propagazione del calore. (*%

1. —~ Introduzione.

In un recente lavoro [1] (%), al quale mi richiamo per considerazioni gene-
rali e notazioni, mi sono occupata di un problema di ripartizione del calore
fra due mezzi semiinfiniti, isotropi ed omogenei, riempienti rispettivamente due
semispazi aventi in comune il piano origine, nell’ipotesi che fra le due super-
ficie, in contatto diretto, esistesse una distribuzione di sorgenti di calore va-
- riabii col tempo e una «resistenza termica di contatto » funzione, oltre che
di altri parametri, della differenza @(t) delle temperature dei due corpi sulla su-
perficie in contatto.

Assumendo come incognita ausiliaria questa differenza di temperatura,
sono riuseita, facendo uso della trasformata di LAPLACE, a ricondurre il pro-
blema analitico, connesso al problema fisico, alla risoluzione di un’unica equa-
zione integrale, non lineare, singolare, di tipo di VorLrerra, nell’incognita
funzione @(1).

Nella presente Nota trattero, fisse restando le altre ipotesi, il caso non lineare
unidimensionale offerto da due mezzi omogenei e termicamente isotropi riem-
pienti rispettivamente un cilindro ed un manicotto cilindrico coassiale, entrambi
rotondi ed indefiniti.

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universita, Parma, Italia.

(**) Comunicazione tenuta al 5° Congresso della « Unione Matematica Italiana »
(Pavia-Torino, 6-12 ottobre 1955).

(*) T numeri in parentesi quadra si riferiscono alla Bibliografia posta alla fine del
lavoro.
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Anche in questo caso mi ¢ stato possibile, con metodo analogo, ridurre il
problema alla determinazione della funzione @, mediante una equazione inte-
grale, non lineare, singolare, di VOLTERRA.

11 problema cilindrico qui risolto ha notevole interesse dal punto di vista
fisico-tecnico in quanto, sia pur con le dovute schematizzazioni ed ipotesi sem-
plificatrici, puo servire a determinare la ripartizione del calore in pezzi cilindrici
di macchine, in moto relativo 'uno rispetto ‘ﬂl’altro, sia nel caso di contatto
diretto che lubrificato.

2. - Impostazione del problema.
Siano 8, ed 8, i due mezzi omogenei e termicamente isotropi, riempienti
rispettivamente il cilindro rotondo, indefinito, di ragg'o a ed il manicotto eci-
lindrico coassiale di raggi ¢ e b (a <<b).

- Frale due superficie a contatto penseremo.generata, ad esempio-per-attrito,

una distribuzione di sorgenti di calore di rendimento specifico variabile col
tempo ed una «resistenza termica di contatto» funzione della differenza di
temperatura superficiale di S; ed §,. Penseremo nulle le temperature iniziali
in 8; e cosi pure quella dello strato di sorgenti, generate, per ¢ > 0, sulla super-
ficie comune di S; (i =1, 2).

Fissato un sistema di coordinate cilindriche, con asse 1’asse comune ai due
corpi, penseremo le temperature in S, in ogni istante, funzioni del posto sol-
tanto tramite la distanza » del punto considerato dall’asse comune ai due corpi
(problema unidimensionale).

Fissiamo ora i simboli che useremo nel seguito e le relative ipotesi principali.

1°) Sara sempre 7 =1, 2 e il tempo ¢ > 0.

20) U= U“(r, #) indicano le temperature in S, funzioni limitate per
ogni 0 <r<b, continue assieme alle loro derivate prime e seconde rispetto
ad » e alle loro derivate prime rispetto a ¢.

@ = U®(a, t)-— U(a, t) &1l salto termico per r =: a, funzione continua
e limitata, positiva.per >0, nulla per { = 0.

f indica la «resistenza termica », funzione continua e positiva di @.

3% T == 1T'@) é la temperatura dello strato di sorgenti, funzione continua
e limitata per ogni 7> 0, nulla per t = 0.

4°) 1., hy, Ay B sono rispettivamente i coefficienti di conducibilitd e di
conducibilith mutua di §; e dello strato di sorgenti; €, costanti dipendenti
dalla natura delle superficie a contatto; F, (> 0) &il flusso costante attraverso



SOPRA UN PROBLEMA CILINDRICO NON LINEARE DI... 391

la superficie esterna del manicotto cilindrico; &% & la diffusivitd termica di S,
che supporremo uguale all’unita.

o TrB RO e o _ Uw U
59 UL, UL, UY indicheranno rispettivamente le derivate 5 e
r. r?
UM . . , : .
= ki, k' rvispettivamente A,/h;, A'/h'.

I1 problema di trovare la temperatura in ogni punto di S; porta, com’s
ben noto, alla risoluzione dei seguenti sistemi (cfr.: [1], pag. 365; [2], pag.
178):

UL 4 g = g, in 8, t>0,

(e b = f[CT— kUM, r=a, t>0,
U == 0, : in 8, {==0;

[ UR -+ 0P = UP, in 8, >0

\ - (I) | ‘:‘:.’f-‘[(?gT + KUY, re=a, 1>0,

() kUP = — T, | r=2>5 t>0,
U =0, : cin 8., t=0.

Consideriamo 1a funzione
(1) B G =z (I)/f .

In base alle ipotesi formulate, la ¢ risulta, manifestamente, funzione conti-
nua di @, positiva, nulla per @ = 0, ed inoltre, essendo 1/f limitata qualungque
sia @, la G risulta sicuramente lipschitziana.

Dopo le posizioni fatte, & conveniente, per il seguito, serivere i sistemi (&)
e (8) nella forma ‘ '

( U:-lr) g1 U(rl) e I(tl), in S” 1> 0,
@ kUP = 0,7 — @, r=a, 1>0,
2 % =0, in 8, 1=0;
FUR P = TP, inS,, t>0,
EU? = G-—(C,7T, re=a, >0,
, : ; )

(&)
( e By US = Fy, . =0 1>0,
U® =0, . in 8,, =0
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3. — Espressione della temperatura in S,

in funzione della differenza delle loro temperature superficiali.

Applicando ai sistemi (4') e (') il noto metodo della trasformazione di
LAPLACGE, posto

+ ¢ o

+ w0
TH9= U9 = fe—w U9d, T =230 = f et T dt, G = G = [er6a,
) 1]

L]

si ottengono i seguenti sistemi ([2], pag. 273):

o (TEST T s

< g klﬁf.n — G'T 7 = a,

g U2 4 r=1T® = p T, in 8,,

(EI) klﬁf) = a_‘ GzT.- r==a,
— 7

{ ---kEU‘r?’:—?-)ﬁ, , re=b.

12 noto ([2], pag. 278) che la soluzione generale del]e prime equazioni dei
sistemi (d') e ($B') ha P’espressione

UP= A I0s) + B Kyrs) (s = /p),

con 4 e B costanti rispetto ad » e funzioni del parametro s, essendo I, e
K, le ben note funzioni di Brsser di argomento immaginario, di ordine »
(n =0, 1, 2, ...).

Si vede facilmente che soddisfano ai sistemi (&'y e (R') rispettivamente le
funzioni: :

(C,T — G) Iyirs) . C,T— @G

2 Fo _ -
o v ky s I(as) v kys pla, 7, 8),
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(3) T (O, T — @)[I{l(l)s) Lo(rs) 4 I,(bs)y Ky(rs)] . Py Ky(as) Iy(rs) -+ I (as) Ky(rs) .
' o ¢! s [l (as) L (bs) — K, (bs) I,(as)] Iy 83 K y{as) I,(bs) — I, (bs) I1(as) o
(' ¥ii T [ N ! l,”o . b N )
mmm e s y)(a.., b, 1, 8} — s ylay, by, 7, ).

Giovera rilevare che come funzioni di s le wla, b, r, 8) e y(a, b, v, s} risultano
continue e positive. Per questa affermazione basterd provare che, fissato a,
non esiste nessun valore reale di b > a, e, fissato b, nessun valore reale 0 << a << b,
tale da aversi

I (as) I,(bs) = K, (bs) I,(as) .

Infatti si puo facilmente constatare ([3], pag. 101) che si ha sempre

8i puo inoltre vedere che le funzioni ¢(a, », ), w(a, b, », 8), z(a, b, r, s) visul-
tano singolari per s = 0 ¢ nulle per s — co. I evidente che

181_1')13 pla, r, §) = -+ oo,

essendo [,(0) = 1, I;(0) == 0.
Ricordando ([4], pag. 349) per le funzioni K,(z), I,(z) gli sviluppi in serje:

(8) K, (=) = (— 1)1 I(2) { log (2/2) + v} +
(— L 2 (z2)rin [nEr 1 »z "(2/2)- (n— r— 1)!
+ = 120“ T <m§1 ml - Z m- ) 5 g (— 1)r(2/f e

dove 3 & la costante di HULERO-MASCHERONI,

(z/z)n-fﬂf

(9) » L&) = 2 ST
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e le loro espressioni asintotiche:

(1()) ]\'"(Z) == (_7[/2'@)1«:3 eR V(ZZ’).
I e? e~z [ndain]a )
(11) a(2) = o Uz) - e TG
dove
— dn2— 32 ! (dn2— 12) (dn2— 32) ?
l/ (0) ~ 17 8s T 31 (S:}‘-’- e s
V(z) ~1 = 4n2— 1:2 N (4n?— 12) (4n2— 3‘%) L

118z 21 (82)2

si hanno 1 limiti:
Iy (bs) Iy(rs) + Iy(bs) I y(rs)

li b1 8) = i —
1y L wles by vy 8) = R s T,(bs) — Ity (b) T(as)

i I (bs) Fy(rs) {log (bs/2) - y} — I;(Ds (,(n {log (v/2) -+ 2}
=g Iy(as) I,(bs){ log (as/2) + y} — Ij(as) I;(bs){ log (bs/2) -+~ y}

— lim 1,(bs) Lo(rs) log (br) _logofr lim Io(rs) — & oo,
=0 [ {bs) I;(as) log (a/b) lon afr >0 [ (as)

II) im y(a, b, 7, 5) =

im I (as) Iy(rs){ log (as/2) 4 y} — I (as) Io( (r8){ log (r5/2) + »}
=0 [ {as) I bs ){ log (as/2) + y} — I (as) Io(rs){ log (bs/2) 4 y}

o ) L) Tog (@) ogapr T

=0 [, (as) I,(bs) log (afb) log a/b - s=0 I (bs)
Consideriamo ora i tre Hmiti:

Hmgpa, r,s),  lim (e, b, 7, 8), L g(a, b, r, s).

Se 00
Per il primo si ha:

. , (2nas)1/2-e‘cp (7s)
lim p(a, r, s) = lix

PR A SRR lim exp {(r — a)s} =0
s——>co (2."5.)112 exp ((lb) \/(L/) Sc0 (\]) {() 0)8} ()
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essendo a>r. Per il secondo limite ¢

. . I (bs) Iy(rs) -+ Iy(bs) Ky(rs)
l {8 t, §) == l ! o
SRyl by 8) = T o) — T (bs) T, (ao)

. (dmrbs?ylR fexp {(r — b)s}i+ exp {(b— r)s}]
= lm = .
5= (dabs?)=1? [exp {(b — a)s} — exp {(a — b)s}]

Ricordando che in 8, ¢ ¢ <<r<b, si ha:
lim (e, b, 7, §) = +/ajr lim exp {(a;w.- r)st =0.

Per il terzo limite, infine, &

Tin (@, b, §) = it Kvl(as) Lolrs) . ,{f((zs) K(rs) —
e s=a I (as) I,(bs) — K,(bs) I(as)

. (deras®y1® [exp{(r — a)s} + exp{(a — r)s}] .
m _ =1 . —0.
}Lm (47abs?)~1 [exp {(b — a)s} — exp{(a — b)) = /b1 lim exp (r—=5) =0,

essendo ancora & <<r <b.

Le osservazioni precedenti sulle funzioni ¢, u, y ci assicurano ([8], pag.
226; [4], pag. 65) che sono antitrasformabili e che le loro antitrasformate sod-
disfano -alle limitazioni

(12) lipla, 1y s) < Ay e (13) ipla, by T, 8) < A, 6
(14) L7, by vy 8) << Ay ™,

con &, &, & costanti positive, comunque fissate.
T possibile quindi scrivere ([2], pag. 243)
“+ @

— u?

1 1 : .
S“llg ola, 7, s)} = ﬁ_/ exp — [ tpla, 1y 8)]my dat,
V]

+

1 1 — u?
et N 1/)<a'3 by 7y 8)| = ﬁ exp ’Zt"“ £y(a, b, 7, 3)]¢=.u du;
: pu
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¢ quindi, ponendo per brevita,

. ,
B, r, 1) = 53“’1[; Pla, 7, 8)] ; Via, b, r, t

ed invertendo la (2) e la (3) mediante il teorema di BoreL ([6], pag. 224; [7],

pag. 33) si ottengono le soluzioni dei sistemi (&)

dotto integrale:

(15) T® — /*1 (G — s Fla, ry 1),

e (®') sotto la forma di pro-

(16) U9 = k'~ (C,1 — &)= Via, b, 1, t)— k' Fy Z(a, b, r, t),

0, ¢i0 che é lo stesso, nella forma:

¢ +

G T — G(Dla,t)) [
17 U == / { 1 —— / exp
(17) WAl =1 At —

0 0
I Cyl vy — G(D )) S
Tty —- G(Dla, 7)) [
18 U¥= i / exp
(a8 f L\/’r(i—r . 14(1
0

— k7P Fy Z(a, b, 1, 1)

—
7) '[S’—I(p(a” 7y S)]t——m du } dr s

[_2 tyla, b, 1y §)}imu du}dr-

Le (17) e (18) danno la legge di distribuzione delle tenipemt-ure in 8, in fun-

zione del salto termico @.

4. - Relazione per il salto termico .

Dalle (15) e (16), calcolando rispettivamente U® e U™ in punti P, di S,
e P, di 8, dello stesso raggio e simmetrici rispetto.alla superficie r = a, si ha

(19) UP— UD= k=1 (C,T — @)+ V(a, by 1, t) — b

! (O — )= Fla,r, t) —

— kN Py Z(ay by 1y 1)
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Poiche, per ipotesi, le U? sono continue rispetto ad r e la @ ¢ indipendente
da 7, passando al limite in entrambi i membri della (19) per » — « si ottiene:

D = |1 (C,T — @) *}_i_g} e, b, », t)—

— TG — G)xlim Fa, b, 1, 1) — k7t lim Za, b, r, 1).
D’altra parte, risultando le funzioni #a, r, £), V(a, b, v, 1), Z{a, b, r, ) continue
rispetto ad » ({ > 0), si ha:

-

T K

lrl—lg} Fla, v, t) ==lm ¢~ {» ola, 1, 8)] = Fla, a, 1),

. . 1
lrl_g} ¥(a, b, 7, t) = 1}}}(} £ L- wla, b, 1, -S’)J = V{a, b, a, t),

im Z(a, b, r, t) = lim ¢! [

—ra

=

gla, b, 7, S‘)} = Z(a, b, a, 1).

3

Ricordando le (17) e (18) si ha per il salto termico @ la seguente espressione:
P g

t
) CC, T(t) — GP(a, 7))
20 (])::/ = s h(a, b, t— 1) dt-—
(20) POy (a, b, )
0
¢
O — @ , T
— 1) ﬂ i2) gla, t—7) dr— k' Fy Z{a, b, @, 1),
gVt — ) ) i
4
con
e \
(21) Ma, b, 1) = / exp 4(;_ T)-[,Q“lqp(av, by §)]imn ity
0
4 co
29 o e - o1 .
(22) gla, 1) = f exp s [$7( )]eew
0
Posto
k2
. T I -1 7

(23) ula, b, t) ::/ Vi )g(a/, b, t—-t)ydr—k;* Iy Z(a, b, a, ),

il — T
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con
ola, by t— 1) = {Cy by Ma, b, t—1)— CL K gla, t—71)}[(k E'),

la (20) si pud serivere

1

T G(Dla, T))

24 D = ula, b, t) - / = o(a, b, t-—1) dr,
(24) ) ) | Vi (a,

a
con

ola, by, t—1) = {k' gla, t—1)—k hla, b, t—10)}/( k') .

La (24) ¢ quindi, nella funzione incognita @, un’equazione integrale, singo-

_Jlare, non lineare, di Vorrerra di seconda.specie,.come.facilmente. si. onSEAL Ry

risultando la o(a, &, t—7), e quindi la o(a, b, t—7), insieme a @, funzioni limi-
tate per ogni ¢ finito.

Come in [1] si dimostra che la condizione (24) ¢ anche sufficiente per la vi-
soluzione del nostro pioblema.
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