Rivista Mat. Univ. Parma 6, 321-348 (1955)

ANTONTIO MAMBRIANI (¥)

La pluriderivazione

e una classificazione delle equazioni differenziali. (**)

§ 1. - Iniroduzione.

CTERC = Assegnate o tunzioni X =X (@, L @), oy XL =X (wy, L @),
delle n variabili indipendenti =, ..., #,, resta individuato l’operatore

C]
I
i

)
—Xl_ ”%‘"' +Xﬂ- o~
Oy

alle derivate (parziali, certamente se # >>1) del primo ordine, lineare e omo-
geneo. Intendo mostrare che agli operatori aventi la forma di ® spetta un posto
fondamentale nell’Analisi. Chiamo brevemente pluriderivatori tali operatori
e pluriderivazione la corrispondente operazione.

Si constatano facilmente (cfr. n. 2-2) i seguenti due fatti di rilievo:

1°) Le regole di pluriderivazione sono quelle siesse della derivazione.

2% Combinando linearmente, con coefficienti funzioni delle variabili w,,
oy @y un numero findto di pluriderivatori con queste variabili, si ottiene ancora
un pluriderivatore con tali variabili.

Ne segue che, nello spazio delle n variabili @y, ..., %,, se al derivatori 9/0w,,
., 0/0x, e ai corrispondenti antiderivatori (9/0xz,)~1, ..., (0/0x,)~*si associano

(*) Professore o. della Universith di Parma. Indirizzo: Istituto di Matematica,

Universita, Parma, Italia.
(**%) Comunicazione tenuta al 5 Congresso della « Unione Matematica Itahana, »

(Pavia-Torino, 6-12 ottobre 1955).
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gli infiniti possibili pluriderivatori ® e gli eventuali loro inversi ®~! [antipluri-
derivatori (cfr. § 3)], Iordinario Caleolo differenziale e integrale viene ad ampliarsi
¢ a potenziarsi dando luogo ad un pilt generale Calcolo pluriderivazionale
antipluriderivazionale che mi sembra importante di trattare.

Nel presente lavoro cerco, appunto, di fissare le basi di questo Caleolo am-
pliato.

1-2. — Nel § 2 studio la pluriderivazione. Mi giovo di un utile risultato ot-
tenuto dalla Signorina MANFREDI (1), dal quale si deduce che ogni plurideri-
vatore

avente un coefficiente X, equale all’unita, pud riguardarsi come wn operatore la
eut-parte-derivazionale ¢ data-solo-dal-dervivatore 019z, .- A-un-tale.operatore ho-—

trovato appropriato il nome di derivatore plurimo rispetto ad w, (cfr. n. 2-4).
Risulta poi che in generale un pluriderivatore é il prodotto (ordinato) di wn deri-
vatore plurimo per wna funzione.

Nel § 3 studio la antipluriderivazione. Chiamo aniiderivatore plurimo 1’in-
verso di un derivatore plurimo (1-2), [efr. n. 3-3]: in esso la parie antideriva-
zionale ¢ data solo dall’ antiderivatore (0/0x,)~t. Risulta poi che in generale un
antipluriderivatore ¢ uguale al prodotto (ordinato) dv una funzione per un antideri-
vatore plurimo. TFisso i concetti di costanti pluriderivazionali per D e di costante
pluriderivazionale arbitraria per ®. Inoltre fisso il concetto di variabile pluri-
derivazionale indipendente per D, la quale ha per D lo stesso ufficio della varia-
bile indipendente @ per il derivatore D = d/de.

1-3. — Nel §4 introduco per la totalitd delle equazioni differenziali (ordi-
narie e alle derivate parziali), qualunque sia il numero delle variabili indipen-
denti, il concetto di specie, stabilendo per tali equazioni la classificazione in
equazioni differenziali di prima specie, equaziont differenziali di seconda specie,
ecc. . Questa classificazione si unisce a due conseguenze notevoli:

(M) B. MANFREDI, Decomposizione in prodotio di operazioni elementari delle espressioni
alle derivate parziali, del primo ordine e totalmente lineari, Boll. Un. Mat. Ital: (3) 4, 381-
390 (1949). In tale lavoro la MANFREDI completa alcune ‘questioni della sna Tes1 d1 laurea
(anno accad. 1940-1941), della quale sono stato il relatore. :
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18 Conseguenza. Ciascuno dei vari noti teoremi di esistenza e UNACTER
delle equazioni differenziali (ordinarie e alle derivate parziali) si puo applicare,
con qualche opportuna variante, ad wna classe enormemente pit vasta di equa-
zioni differenziali.

22 Conseguenza. Ciascuno dei noti metodi risolutivi delle varie classi
di equazions differenziali (ordinarie e alle derivate parziali) risolubili in termini
finiti si puo applicare, con qualche opportuna variante, ad wna classe enorme-
mente piw vasta di equazioni differenzicli.

Tali due conseguenze conducono a formulare una

3% Conseguenza. La pluriderivazione rende possibile una trattazione
delle equaziont differenziali senza dovere precisare il numero delle variabili indi-
pendents.

Circa la prima conseguenza rimando a prossimi Iavori miei e di collaboratori;
‘della seconda conseguenza i oceipo nel §5; vinviando ad altte occasioni sva-
riati completamenti.

§ 2. - La pluriderivazione.

2:1. - Date (in un certo campo) n funzioni X,;= X (z, ..., @), ...,
X,= X.(@, ..., @,), resta individuato l’operatore

0

0
D = X @y ey ) =— oo A X,y oony 2,) Fry
. R )

0z,

alle devivate (parziali, certamente se n >>1) del primo ordine, lineare e omoge-
neo. Chiamo brevemente tale operatore ® un pluriderivatore: 90w, ..., /0%,
sono i derivatori di D, e Xy, ..., X, sono 1 coefficients (o i moltiplicatori interni)
di ©. L’operazione corrispondente a D si dird la pluriderivazione secondo ©
od anche la D-pluriderivazione; e se &

Df (@1, vevy By) == F(Byy oney @)

si dird che la D-pluriderivata di f(2,, ..., @,) ¢ la funzione F(2, ..., x,) . In par-
ticolare si ha

(21) Day= X (@1 ooy Lu)y ooy D= X, (24, ..., ¥,),
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ciot: 1 coefficienti di D sono, ordinatamente, le D-pluriderivate delle variabili
indipendenti. Ne segue che in generale si pud scrivere:

‘ F
(2-1), D = (Day) o e A (DE) o

Ty B;an
Un esempio notevole di pluriderivatore ¢ dato dal differenziatore

0 0
== &2y) — . ) _—
d (dT1) aml i T (dCb,,) 6:n,, 3

altro esempio interessante &

xl R
9y "o,

che dird il pluriderivatore di Fuler per la considerazione fattane da Eurer
relativamente alle funzioni omogenee.

~Un termine non-nullo-di-®D, ossia un-operatore-del-tipo

9

.JY’-(:I;I, ceny wﬂ> 5‘— s
2,

formato dal prodotto (ordinato) del derivatore rispetto ad «, per il coefficiente
X (g, ..y ) 7= 0, si dird un monoderivatore di variabile derivazionale x,: fino

N . . . ; d .
da ABEL ¢ stato considerato il monoderivatore x D = » 7 La somma di due

ax
termini non nulli di ® come
d d

Xy, ey ®a) — + Xy(@y, ..oy 3,) P
2

ox, (rs#s, X.#0, X;%0)

si dird un biderivatore di variabili derivazionali x, ¢ x,. E cosl via. Infine, ®
stesso, se nessuno dei coefficienti ¢ identicamente nullo, si preciserd chiamandolo
un n-derivatore di. variabili derivazionali @, ..., %, .

2-2. — L’importanza della pluriderivazione si avverte subito notando le
due seguenti sue proprieta, facili a vericare.

1% Le regole di pluriderivazione sono quelle stesse della derivazione. Preci-
samente, sotto ipotesi manifeste per le funzioni

| =@y -y @)y g = G @1y «oey Tn), D(Uyy veey Um),

1= @By ey Tu)y ey Pp= Q{1 vy Bn)
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[indicando con D(uy, ..., )y ..., DulUy, ..., u,) ordinatamente le derivate di
Dty ..., w,,) vispetto ad u;, ..., Uy, risulta:

D £9) = Df £ Dy,

—

D(f-g) = (DN g + 1 (Dg), Dflg) ={(Df)-g—f(Dg) }/g*

@d)((}?u ey (pm) == ®1(‘P1> '-'}‘(pm) ‘@991 '.;" ane 'T‘ (pm((plp ey (pm) ‘@‘Pm,
formule esprimenti, ordinatamente, le regole di pluriderivazione della somma
e della differenza, del prodotto, del rapporto, della funzione composta.

29) Una combinazione lineare, con coefficientt funzioni delle variabili
Dyy oery T, G4 un numero finito di pluriderivatori con queste variabili, é ancora un
pluriderivatore con tali variabili.

2:3. — Per un pluriderivatore vale una utile scomposizione in fattori,
indicata dalla Signorina MANFREDI (%), precisamente:

Un pluriderivatore, sotto ipotesi alquanto generali, si pud seomporre,
qualunque sia il numero delle variabili indipendenti, nel prodotto ordinato
di quattro operatori elementari.

Eecco, su cid, vari chiarimenti e complementi.
Il pluriderivatore
? e ‘, )

D = Xy( @1, By, ..oy -71/'")5;1 e Xo(y, @gy oory @) o, T T X (@, @y oeny 2,) P

abbia uno dei suoi coefficienti, ad esempio il primo X,(2,, #,, ..., ¥.), mai nullo
nel campo che si considera. Formiamo il sistema differenziale ordinario (din—1
equazioni)

) duy, Xy, @y, oony @y,) ’
@-3), D Sl Tay o B9 5 ),

dwy, — Xy(@ty, @gy ey @)
e supponiamo che esso sia risolubile e che la sua soluzione generale sia

(2-3), Bp== pil@yy Coy vy ) (B =2, 3, ..., W)

() Cfr. loe. cit- in (V)
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con ég, ...y G, costanti arbitrarie. Le (2-3), 1‘1solute rispetto a ¢, ..., ¢, diano
(2-3), Cr=wi{®y, Bay ..., B,) (k =2, 38, ..., n).
Sard allora, identicamente,
(2:8)s == yal@1, @(Byy ooy Ba)y cry @@y, .oy ) (F=2,3, .., 2).
Iﬁsulta pure identicamente, sostituendo le (2-3), nelle (2-3),,

er=wp(r, Va1, Cay ey €4)y ey Yuly, €ay ..., €n)) (l. =2, 3, ..., n),

e quindi anche, scrivendo ordinatamente @, ..., z, in luogo di ¢,, ey Cpy

A2:3)s = 0x(@ry Y@ ey )y ey Pal@yyeeny 22)) (Bo==2,.8, iep-m):

i
Per ragioni che risulteranno poi, le funzioni
(2-3)s Vel@1y eory Bn)y  oeny Valiy, .ony @)

si chiameranno generatrici di ® relative ad z, ¢ il loro insieme si dird un sistema
completo di generatrici di D relative ad @;; cosl pure, le funzioni

(2‘3)7 (Ug(.’,vl, ...,‘.’L‘n), veey wn(ml, ceey a?n)

si chiameranno costanti pluriderivazionali per D relative ad x, od anche costanti
D-pluriderivazionali relative ad w,, e il loro insieme si dird un sistema completo
di costanti D-pluriderivazionali relative ad x,. L’operatore che alle variabili
@y, ..., X, Sostituisce ordinatamente le funzioni (2-3)¢ si divd wna sostituzione
completa di generatrici di D relative ad z, e si indicherd con il simbolo

{ e o ! oppure, pitt brevemente { - }

H ? *
‘y?.(ml’ Tty mn) %1(1'?1, Tty i""n)I AR @,1
Analogamente, I’operatore che alle variabili @, ..., @, sostituisce ordinatamente
le funzioni (2 -3), si dird una sostituzione completa (lz (’oataom D-plurider wazwnah
relative ad x, e si indicherd con il simbolo

2, }
Wo(@y;y vovy By) oo p(y, e, Ty)
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In virtld delle (2-3), e (2:3); si constata che le due precedenti sostituzioni sono
fra loro inverse: possiamo quindi scrivere

(2-3)s 1(03(:751, sy :1:,;) o @l ey ) } - { }@,1‘

La scomposizione annunciata per © ¢ allora la seguente (di verifica facile
ed istruttiva):

. IR et S A (P
(2-,5)9 @ ::X]_{ }Q’lé;;{"‘}@,} )

dove la sottolineatura orientata vuole ricordare 1’ordinato susseguirsi, da destra
verso sinistra, delle quattro operazioni indicate, e cioé:

1°) una sostituzione completa di generatrici di ® relative ad z,

201y derivazione rispettoad @y .
39 1la sostituzione inversa della sostituzione precedente,
49 la moltiplicazione per il coefficiente X, di D,

La (2-3), si pud anche scrivere, manifestamente, nella forma

S ' ' 9 (]
(2-3)y D = { }‘,E} . X1(w17, Pil®iy ey Bp)y oery Va5 oy {L‘.,,)) P { }59'1 .

, Oy

Osservazione. Un simile pluriderivatore ® ha infiniti sistemi completi
di generatrici relative ad #, ed infiniti sistemi completi di costanti plurideriva-
zionali relative ad 2; . Ad ogni sistema completo di generatrici di D relative ad
@, si pud associare un sistema completo di costanti pluriderivazionali relative
ad 2, in modo che le corrispondenti sostituzioni considerate precedentemente
siano fra loro inverse. '

Esempi. Supponiamo che la funzione
.
o a .
w(t) =. | — . -{a costante
0 f R )
sia invertibile, e diciamo w(t) la sua inversa. Per il pluriderivatore

D = (1) — + o+ @)

0x,,

Oz
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vale allora la scomposizione (2-3), con
J' } { }"1 { Iy i, 1
L Jon L 20 Un(wlen) — wiay) o () —p)) [
e in particolare ¢

/ y 12 Y
<P(95) 7 + o) 5 o = 7@ { P(v@ — ) J o { #(v) ~ yy) }

Abbiamo cosi:

(2-3) Jd , 0 iy e Ty J &y e a2,
. — e L e e —_— N
0 Py ' ox, By Ly e By— @y | Oy | e @y,

e in particolare

. 2 9 y 12 vy
(2-3)y =y _,.j e
o oy z—y | ox l:z,—-g/
N ] , 4 7} Ly o 0 J' o &y
2 @ -+ - Ty = : —
@3)u ! v o, = @y [y €1/, § Oy 1 @y /ey [,

2, 8 (y)lafy
(2:3) " Y oy ¢ zly ;’);Jla;/y ’
2 . 2 9 Lot g —
(4‘5)12 w1 aml "}— e T 'a—b—n o

" Iy PR Ty Ly [ E,
= g? 1 1 1 1 _8_[ 1 1 1 1 ,
Nl D) amp-2) - 1/(;_,;)]
o 1 n 51 2 U1 n

e in particolare

2-3), vl L e ly n 2 1:‘/ 1
(“i )2 P y oy 1/(——-—-) ox 1/(-————) :
: ‘ z oy oy,
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2-4. — L’operatore, figurante in (2-3),,

o A

applicato ad una funzione f(wy, o, ..., @,) ¢l da

-l ] .
1. }3 o f@n va(@iy ooy @20)y ey Valy, ooy ),

dove come operatori derivazionali figura solo 9/dw,; ma, per effetto della so-

gtituzione I che muta la funzione Lyy Loy eauy iy, nella funzione composta
1 D PR T
e ) 1
¥

F@yy yal@yy ooy @)y oony Yal@y ...y @), tale derivatore 9/0w, fa intervenire nella sua

applicazione tutte le derivate di f(#y, @, ..., @,) rispetto ai suoi argomenti.
Per questa ragione sembra assai appropriato per Voperatore (2-4), il nome di
derivatore plurimo rispetto ad x,, e si ha: :

; (1™t 2] _ @2 Xa X, 0
(2-4). 1. D, 9r; { e Dy Oy, X, O, T X, By,

In generale abbiamo quindi che ¢ derivatori plurimi rispetto ad una variabile
(b =1, 2, ..., n) sono i pluriderivatori con il coefficiente X, identico all’ unitd,
¢ possono riguardarsi come operatori la cwi parte derivazionale ¢ data solo da
o] 0wy, . : )

Risulta che in generale un pluriderivatore, qualungue sie il numero delle va-
riabili indipendenti, ¢ il prodotto (ordinato) di un derivatore plurimo, rispetto ad
una delle variabili indipendenti, che sia variabile derivazionale, per una funzione
i tali variabili.

2-5. — Per le iterate del pluriderivatore D si hanno subito da (2-3),, le seguenti
scomposizioni. in prodotti di operazioni elementari:

-1 mn e
(2-5), ‘,D"*:Iml L XK@, v @, ey @)y ey Y@y e, @) ol ,
L o, : AR Y

essendo m = 0, 1, 2, ...,
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§ 3. - La antipluriderivazione.

3-1. — Considerato un pluriderivatore
0 0
D = X (g, v, By) — ... = X (g, .., &,) —
1( 11 b 11) a"’fl 1 n( 13 b n) awn7

Poperatore inverso ®—* (supposto che esista) si dird un antipluriderivatore
e I'operazione corrispondente si dira la antipluriderivazione secondo D—* oppure,
brevemente, la D-l-antipluriderivazione. Se ¢ '

D@y, weey &n) == P2y, ..., @,),

si dird che f(ay, ..., @) ¢ wuna D-l-antipluriderivata di F(zy, ..., x,). Cosi,
essendo [cfr. (2-1),] :

Day= X @1y -oey Tu)y 0oy Dty= X, (B, ooy @),

si ha che le variabili indipendenti x,, ..., x, sono delle D-1-antipluriderivate,
ordinataimente, dei coefficienti X, ..., X, del pluriderivatore D.

3:2. -~ Segue subito che se per il pluriderivatore ®© wvale la scomposizione
(2:3)e, allora D ¢ certamente invertibile ¢ per Uantipluriderivatore ®-1 si ha la
seguente scomposizione in prodotto (ordinaio) di operazioni elementari:

. (3-2) D — {...1—1 (_a_ -1{e X0,
1 JDi\om) 1o,
. Lo d \1 . . oy
dove antiderivatore (5;> va inteso in tutia la sua generalita.
‘1

La (3:2), si pud anche scrivere

L)t 7 \~1 o
(3-2) D1l {---J@,l (5;‘:> X; 1 (;pl, Va(@1y evvy Bu)y oeey }'n(-’l/’u ceey w,,)) { }@ .

2

ed ancora

-1

) ' A Y
(3 '2)111 D= {—}® [Xl({’f‘ly '}’1(1"1: ooy mn): ceey yn(mly veey a/'n)) ’“‘] { }@’1

, oy

che discende pure subito da (2-3), .
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Esemypi. Dagl' esempi alla fine del n. 2:3 abbiamo:

"o a AR x, 1(8 “1( @, x,
(32). o, T o, T le— a—w, | 3, {:rl—xg xl—ur"}’

e in particolare

o EeLLYLL)

. 2 g - 2 \-1 Ty e, ON"Y xy .. m, 1
(3-2)s Yor, T TMaw,) T lafes o ayfuw, [ \Ox, @y fwy oo myfa, o’

e in particolare

y 11

e I
{ afy J o’

, (2 o\t [ ( 9
YR e 7 PR By ] S e o ——
(3+2), \‘L or Y a!/) xly |} \ow

| o\ 1
={ (1 1 1 1)\ 11 IS NS
Y——= ] —— 0z, == et B I
&y €y &y @, Ty €y Xy Xy
e in particolare
’ K Y

l) —_ —

I L AL 1 S A tY VA = IR B
o oy I — o 1] B, [ (e
xz oy J x Yy

3-3. ~ L’operatore, figurante in (3-2),,

& Vinverso del derivatore plurimo rispetto ad #, dato da (2-4), ed ha come parte-
antiderivazionale solo (6/0%;)~1: esso si chiamerd quindi wn antiderivatore plu-
rimo rispetio ad z, . B '




¢
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‘La (3-2); ci dice allora che un antipluriderivatore, qualunque sia il numero

delle variabili indipendenti, ¢ il prodotto (ordinato) di una funzione di queste
variabili per un antiderivatere plurimo rispetio ad una di tali variabili.

3-4. — Applicando (3-2}, ad una funzione F{ay, ..., z,) si ottiene
3 !

(3-4), D (x €,) = [~ i.)’~1 Flay, yalrys oon 2a)y oy palin, ooy )
‘ 1 (Lyy voey ¥p) == 1 N R R - B o N O N T m"))r ,

Indichiamo ora con (8/6x,)~** una particolare determinazione di (9/dxz,)~!, anzi,
cid che sard utile nel seguito, quella particolare determinazione nella quale sono
wulli 1 termind indipendenti da w,; indichiamo ancora con Q(w,, ..., x,) un’arbi-
traria funzione derivabile delle »,, ..., @, . Allora la (3-4), si pud scrivere:

By g S DLy v gy )i

. J' A Ty }(——a_')—p::F(;pl, Yalys ey i)y ooy Paliy, e, 2,)) '
1(’)2(1"1! M ;’I/'") U)n("“lr : ;".'71) a‘7/‘1 "Yl(wl’ Vl(wl’ b "7’11): (] '}’n(xls Tty 177")) .

+ Qwy(1y oy @a)y oony Ou@y, .y @)

Per le applicazioni hanno grande importanza due casi particolari; che for-
mano l’argomento dei due nn. seguenti.

3-5. — In (3-4),, sia P(ay, ..., »,) = 0. Allora da (3-4),, abbiamo
(3-8), D710 = Qo @y, ooy 0)y wory Oy, oeey T)),

dove 2(w;, ..., w,) ¢ un’arbitraria funzione derivabile dei suoi » — 1 argomenti
Wsy ...y W, . In generale abbiamo:

Le D-1-antipluriderivate di zero sono le funzioni composte aventi una com-
ponente esterna qualsiasi, nell’insieme delle funzioni derivabili di n— 1 variabili
indipendenti, e componenti infernc costituenti un sistema completo di costanti
D-pluriderivazionali relative ad wna variabile z, (k =1, 2, ..., n) (cfr. n. 2-3).

Lie funzioni date da (3-5), particolarizzando £(w,, ..., w,) nell’insieme delle
funzioni derivabili, rispetto agli #» —1 avgomenti w,, ..., w,, si diranno le co-
stanti pluriderivazionali per ©, ovvero le costanti D-pluriderivazionali. Invece,
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la funzione data da (3-5); considerando (w,, ..., w,) arbitraria nell’insieme
delle funzioni derivabili, rispetto agli n — 1 argomenti w,, ..., w,, si dird una
costante pluriderivazionale arbitraria per D, ovvero una costante D-plurideriva-
zionole arbitraria.

Esempi. Dagli esempi alla fine del n. 3-2 abbiamo che sono costanti
pluriderivazionali arbitrarie per i pluriderivatori

2 ? e 2 , 8 2
Fﬁ._§_". - él—‘n’ By o +F eee +— & Ty 5 7 ..

ordinatamente le funzioni
Q@ gy uey B @)y Qayfry, vy @yf), Q((A)@y) -— (Lf2), oory (L)) — (1)),

essendo Q(x,, ..., @,) un’arbitraria funzione derivabile. In particolare, sono
—costanti- pluriderivazionali- arbitrarie per--i-biderivatori .

0 0

, 0
E:Ta-y’ -1g+?/

a .
@ ! or

ordinatamente le funzioni
Q(T— Y)s Q(%/y)y Q((] Jw)— (1 /]/))9

essendo Q(y) un’arbitraria funzione derivabile.

3:6. — In (3-4),, sia F(ay, ..., #,) =1. Allora da (3-4),, abbiamo
(3-6), D1 =

€

" 0 \-1# ‘ :
}(a—> XUy pa(@ry coey Ba)y voey Pl @y, oony @) +

{ "
Wo{iLy s veny Ty) oor @ (@q, -0y ) 1y
A+ Qo@1y veey Ty cony 0@y oeny @),

dove Qw,, ..., w,) & un’arbitraria funzione derivabile dei suoi n — 1 argomenti
Wgy -vvy W, & dOVe ancora — come si & supposto al n. 34 — con .(9/0z;)~1* s’in-
tende quella particolare determinazione nella quale sono nulli © termini indipendenti
da @, . Con quest’ultima precisazione il primo termine del secondo membro di
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(3-6), 8i dird la variabile pluriderivazionale indipendente per D relativamente ad
@1, ovvero la variabile D-plwriderivazionale indipendente relativa ad x,, e s'indi-
cherd con il simbolo

(g, oovy @) ,
n @’1

si porrd cioé

(3-6), 1(001, ceuy m")@,r:
Ty x, o \—1%__
e {(1)‘,((171, ey B) wen (g, e, T )}(5}) X1 1(551; )".’.(mn: ooy fl}n)y orey ’yn(.’l}l, ey .’I;‘,,)).

In generale, resta - fissato il concetto di wariabile D-pluriderivazionale
indipendente relativa ad x. (k=1,2, ..., 2) che_ s’indicherd con il simbolo .
(1y <oy @) 40 €582 81 otberrd necessariamente da (3-6), particolarizzando
Q@ wuny @) .

La (3-6), si pud scrivere

(86), DU = (@1, ooy By + Q@a(B1, ey B2)y ooy @ulByy oeny @),
la quale va posta in parallelismo (essendo D = d/dz) con
Dl =ua2-+c¢ (¢ costante arbitraria).

Come x ¢ la variabile indipendente per D, cosi (z,, ..., a)y 1 ¢ la variabile pluri-
derivazionale indipendente per D (relativamente ad x,).

Una qualunque delle funzioni dell’insieme (3:6),, oppure (3:6),,, si dird
pure wna variabile pluriderivazionale indipendentie per © e si indicherd con il
simbolo ‘

(1) wery w")@ .

Si pud notare che la media aritmetica di un numero qualunque di variabili
pluriderivazionali indipendenti per D ¢ sempre ancore unae variabile plurideri-
vazionale indipendente per D (cio, una funzione la cui D-pluriderivata ¢ uguale
all’unitd). :
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Esempi. Peri pluriderivatori ® dati da
Iy

I | 4 o 9 : o 4 \2 9 : [ a
WO e T T Ty 7 7 eee T Xy Ly 7 T e T .’7:" -—
oy o, oy o, oy o,

si ha, ordinatamente, che (1, ..., @), (B =1,2, ..., n) ¢
Dy log @y, — 1wy .
In particolare per i biderivatori ® dati da

8 @ 3 . d I

— — &L e Y p /L a—
ar oy’ Yo Y ay’ e

si ha che (z, y)p ; e (@, ¥)p » sono, ordinatamente,

SRS NN RO qpe e Fodarp-
@y logrwy log y =ty =1y~

3-7. — Per le dterate dell antipluriderivatore ©-! si hanno subito da (32
le seguenti seomposizioni in prodotti di operazioni elementari:

AP Bt} g |-m{...
(3:7) D= { }Q,l [X1<{D1, Vo Try ooey @)y eees Paldyy ooy “7n)) 8—1/1] { }@,1’

essendom == 1,2, ...;¢id ches’ottiene da (2 +5), mutando min— m. Sipud quindi
scrivere (2-5); e (3:7), nell’unica formula

D 0y

)

e}t a0« 0 ..
(3-7), D= {} {Xl@,‘l, ?/1(11;1, ey L)y ey Yal®yy oy a}"t)) —] {1

essendo g = ..., — 2, —1,0,1,2, ...

§ 4. - Una nuova classificazione delle equazioni differenziali.

4-1. - Un’equazione differenziale, in una funzione incognita z = 2(zy, ..., #,),
si dira di prima specie quando esiste un pluriderivatore ® tale che equazione
sia della forma

(4-1), ; D(@ry ey Tny 2, D2y DY, ..., D) =0,
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dove @ ¢ simbolo di funzione nota delle quantita @y, ..., @,, 2, Dz, D%, ..., D™
(essendo D2, D°, ... le successive potenze d’iterazione di D).

Un’equazione differenziale, in una funzione incognita 2z = z(w,, ..., ¥,),
si dirk di seconda specie quando non & di prima specie ed esistono due pluride-
rivatori ®, e B, tali che ’equazione sia della forma

2

, Y P el -~ a 2,,
(4:1)y Dy, ..y T4y 7 Di7, DE, oy DIE, Dafy DRy weey Dy R) =0,

dove @ & simbolo di funzione nota degli argomenti indicati.

In generale, un’equazione differenziale, in wuna funzione incognita
2 = 2(®y, ..., Z,), si dird di r-esima specie quando non ¢ di specie minore di 7 ed
egistono » pluriderivatori ©,, ®sy ..., D, tali che Pequazione sia della forma

my .,

(4-1), Dy, oy By DRy, D2y oony DR,

m 2 m
DIy ey Dy Dy eny DT 2) =0,

neey

dove @ & simbolo di funzione nota degli argomenti indicati.

4.-2. — Dalle definizioni precedenti seguono varie conclusioni.

a) Le equzioni differenziali con wna sola variabile indipendente (cioé le
equazioni differenziali ordinarie) sono tutte di prima specie. Per tali equazioni
il pluriderivatore ® figurante in (4-1), si riduce al derivatore D,= d/dz (se @
& la variabile indipendente), oppure ad un operatore X(x)-D, (monoderivatore,
cfr. n. 2-1). '

Le equazioni alle derivate parziali con due variabili indipendents possono essere
solo di due specie: precisamente o di prima specie o di seconda specie.

" In generale, le equazioni alle derivate parziali con n variabili indipendenti
possono essere solo di n specie: precisamente o di prima specie, o di seconda
specie, ..., o di n-esima Specie.

b) Le equazioni alle derwate parziali (con un numero qualunque di varia-
bili indipendenti) del primo ordine, lineari o quasi-lineari (%), sono tutte di prima
specie. Per le equazioni lineari 1’affermazione & manifesta, per le quasi-lineari

(3) Un’equazione di primo ordine & lineare se & di primo grado rispetto alle quantita
2, 02y, 02[wy, -+, O2/dx, prese complessivamente, & invece quasi-lineare se ¢ di primo
grado rispetto alle sole derivate 9z/9v;, 02/0xy, -, 0z/0x, prese complessivamente.
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basta ricordare che esse si possono ricondurre a lineari con un cambiamento
di funzione incognita (che fa accrescere di uno il numero delle variabili indipen-
denti).

4-3. — Nell’equazione di r-esima specie (4-1), i pluriderivatori ®,, @,, ...,
®, che vi figurano si diranno 1 pluriderivatori dell’equazione, il loro insieme si
dird un sistema fondamentale di pluriderivatori dellequazione (4-1), .

Si vede facilmente che un’equazione (4-1), (r =1, 2, ...) ha infiniti sistemi
di pluriderivatori fondamentali. In relazione a ¢id vi sono importanti studi da
farsi (essi formeranno oggetto di altro lavoro).

§ 5. - Risoluzione di equazioni differenziali di prima e seeonda specie.

5-1. — Equazioni differenziali di prima specie, di primo ordine e a varia-
hili separate.

Tali equazioni sono quelle della forma (o riducibili alla forma)

Ay, -oey )
3-1) | D=

B(z; (,l)g, i ) wn)

dove: A(#y, ..., #,) & una data funzione continua delle variabili indipendenti
By, oory 3 € B(7, 0,y ..., 0,) & una data funzione che & continua rispetto a z =
== #(wy, ..., ®,), indicante la funzione incognita, e che & derivabile, con derivate
continue, rispetto ad wy= Wu(Z1, ..., Tp), -y Op= W@, ..., @,) costituenti
un sistema completo di costanti ©-plwriderivazionali [relative ad una variabile
@y (efr. n. 2-3)].

Da (5-1); 81 ha

Bz, wyy ooy i) D2 = A(@y, ...y @),

ed anche

a (* B
[5;] Bz, wy, ..., w,) dz @z: Ay, ooy @n)y

22, - Rivista di Matematica.
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ove * sta a fissave una particolare (qualsiasi) determinazione per Iintegrale
indefinito considerato. Per la regola di pluriderivazione delle funzioni com-
poste [efr. n. 2-2] Pequazione si pud allora scrivere

o
(5-1), @/ Bz, gy ...y w,) de = Az, ..., @,) V),
da cui
(5-1)n f Bz, @,y ..., w,) d2 = D LA(xy, ..., @),

e questo ¢ Uintegrale generale di (5-1);. Pern =1, my=2e ® = d/de si ricade
nella nota conclusione relativa alle equazioni differenziali ordinarie, del primo
ordine e a variabili separate.

Esempio 1° Sia da risolvere Pequazione

Dz = 2.

Si ha, per z =0,
D& == 1, D loge =1, logz = -1,
cioé (n. 3-6)
log & == (&1, .oy ‘1}")@ =+ Qo(we(mls oy W)y ey D@15 ey @),

(*) Notare che, dette brevemente By(z, ws, «-+, wy), +++, Bp(2, g, -+, wy) le derivate

parziali di Bz, w,, ---, w,) rispetto ad w,, ..., w,, si ha
3
D /B(z, @y, vy , A2 =
o %

=B(2, wy, -, 0,)+ 3 Z—{—j Bo(z, wey -nvy wy) d2- Dawg+ - ~§-/ Bz, wy, -+, w,) d2 Do,

e poi va ricordato che ¢ Dwy= ... = Dw,= 0.
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essendo (2, -.., .»7(;,,)2D una variabile pluriderivazionale indipendente per ® ed
essendo P'altro termine del secondo membro una- costante D-pluriderivazionale
arbitraria. Infine I’'integrale generale &

]

2= Qou(yy ooy )y ooy @y, .
dove _Q(wg(ml, vy )y ooy On(Ty, . ;v,,)) ¢ ancora una costante ®-plurideriva-
zionale arbitraria (tale integrale include anche Vintegrale z = 0).

Esempio 20 Sia da risolvere-’equazione (%)

- @
o — by s

ox oy 5

Applicando (5:1),» si ha subito

(5 .1)2 ET—— . / 22l

Tenendo presente che & [cfr. (3-2),,]

" 2 C, 9 \—1 B ! J'J/ ’ d\—-1 J\]/ | 1
' aszy ag/) R I ¥/ o - —- z2 !
L\ y @ oy

Onde si ha

( 2 a i 1 2 a )_1(0,,-11 9) I y } ( a >"1 & -.I/Q

@2 — -yt —| (%) = =) —— =
e Vo) Y T Lt — am) J\5E) g
1
|

* @ \2 1 1
[ e eafiol),
) ] zoYy

essendo £y(y) un’arbitraria funzione derivabile. Risulta

O e A P S
J./ w—y) CEVLC TRy e T

¥\ £ y
@y | — > :I/“(g; + 2log|e—y|— >,

a— Y -y

o Y
o { 1/((1 /) — (1))

= 3/2-<m + 2y-log

(®) E. Kamxg, Differentialgleichungen, Laosungsmethoden und Lésungen, 1I, Akade-
mische Verlagsgesellsehaft, Leipzig 1950 [cfr. p. 153, No. 2.64].
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aindi

{ Y Lye f ( i ) dz =
1/((]/:‘:;)—- (l,’y))j \ &= Y
A AR B yJ
b Zej-——) 21 g o - L}
(;,: y> [7 (;,; y) FEE T =y e

Polv=sfy o ] a ] <l 1\-s (’1 91
el e — wde 2 o | ~ e [ e e o — 2 O
x y) \e oy o8 ¥y ) ey ! o8

Abbiamo dunque per la proposta equazione integrale generale
o o

23 1 I\-sfy a | = 1 T
:_ - (‘0 h .-> (l Ty ‘éq 2 10g y ) _:i ) Q (— N .‘) ’
3 xoy xoy "y xr oy

essendo Q(y) un’arbitraria funzione derivabile.

Esempio 3° Sia da risolvere l'equazione

oz oz - oz ) )
— g o (4 @+ 23)[22 4+ @lavyfis, @)m5)],

L3
con tre variabili indipendenti @, @, #;, e dove @@ /w,, 2, /x;) ¢ una data fun-
zione. Quest’equazione & del tipo (5-1); in quanto la funzione @(xy/z,, 24/2;) &
una costante per il triderivatore

o o 79 9
D =By T + Xy o— - Oy
oy o, oy

(cfr. n. 3-5). L’equazione data si pud allora scrivere

Dz

B plieyfay, ryfory)

=5y By A,

ossia (per la regola di pluriderivazione delle funzioni composte)

arctan [e/Vp(wy/o., @/e,) ’
D [__j’i’(_i/;_l ) = @y By @
\/‘P(%/mzs. Zy[xs)
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e quindi

arctan [z/\/ Pl fes, wqfrg)]
vV gy [ry, @yfry)

(5-1) DMy + Wy B)

onde

DMy 4 @yt @) :{ .. ) ’
&y 2y
== e 4 - = —=1d —_ — ] ==
{ wyfary 1/J JJ ( Ty '3) w4 (’ 2 ""3)
oy Xy xy 2
et a2 5
{ TqfTy T[Ty } (%1 N ™ r.,) N wy g

== (U + o+ @) -+ Q@y[7s, @1]25),

essendo Q(w,, ;) un’arbitrarvia funzione derivabile (°). Abbiamo dunque, so-
stituendo il risaltato ottenuto in (5-1);;

= \/<P(901/”0», @/@;) - tan [(-77 = @ Wy (w2, 'v1/w3))\/fp(m1/a72: 1'1/“'3]

quale integrale generale della proposta equazione.

5:2. - Equazioni differenziali di prima specie, di primo ordine e lineari.
Tali equazioni sono quelle della forma (o riconduecibili alla forma)

G-2), Dt AWy, ooy Ba)2 = [(@1y ey @),

dovevA(a",l, very ) © fl@y, ..., ®,) sono date funzioni (continue).

(®) Si poteva ottenere quest’ultimo risulbato anche molto semplicemente osser-
vando che & D(wy+ we- @) = @y @+ 25 .
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Per la risoluzione di (5-2); osserviamo che se ¢ == D ¥4 (z,, ..., #,) ¢ una

funzione particolare (qualsiasi) dell’insieme D-'A(wy, ..., x,), onde Dy =
== A(ay, ..., ®,), risulta (cfr. n. 2-2)

D(e%2) == T Dz L e Dz = 6" [De 4 Axy, ..., 3,)02],

percio si ha:

De A Awy, ..., 3,) 2 == e TD(e"2),

ossia
— DTV gy ) D I y(2yy.nx,)
) ’ D e 190y
(5-2), Dz - A(wy, ey 2,) 2 e De z.

La (5:2), equivale dunque.a.

e De 2 == flay, .., 2,),

da cul segue che 'integrale generale di (5-2), ¢

Ly -1y,
(5-2), g =e Dt f@1; ooy @),

dove D va inteso in tutta la sue generalita, ossia

Iy 15 By =L,
o —1% .
(5-2), Z=e D e fley, ..., @,) =

+ Qon(®ry ooy )y oery Oy onny ;v“))} ,
dove X(@,, ..., ;) & un’arbitraria funzione derivabile [le funzioni w,(w, ey By),
ey @u(2y, ..., ®,) costituendo una sistema completo di costanti ©-pluri-
derivazionali].

Esempio. Sia da risolvere l’equazione
de .oz

=2 e

o0xy 0w,
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Qui ¢ A =-—1, f =T % onde, applicando la (5-2); e tenendo presente
4 b ? )

inn. 3-2,3-5,e3-6,si ha

' 1% /'; &
I | w12 2 I PO
1 Ly Ea e Xy, | \Ory By Ly e dyp—— Wy ‘
+ Qey— x4, ...y T— :1;,,)} ,

essendo Q(x,, ..., #,) un’arbitraria funzione derivabile. Facendo i semplici
caleoli indicati si ottiene per I’integrale generale 'espressione

1

- T L 6" (N Ty vey By D)

g ==

con Pipotesi-n> Ty mentre per-#==1-Tintegrale & z = w;¢™ == ¢e™ (¢ costante
arbitraria).

5:3. - Equazioni differenziali di prima specie, di primo ordine e di
Bernoulli.

Tali equazioni sono quelle della forma (o riducibili alla forma)

“ 0
(5-3), Dz -+ Ay, ooy ®n) 2 = Hay, .oy @g)-2" m #{ x

Con il cambiamento di funzione incognita espresso da z*-m== Z queste equa-
zioni si riducono a quelle lineari (n. 5-2).

HEsempio. Sia da risolvere I’equazione

0z

1

oz z 1
— = o —
0y ox 2 2

n

ezl+.,.+2n .

@2

Moltiplicando per 2z ambo i membro si ha

022

™ 4 4
(51

02>

ox,

AR T N 1)
= g% - e n
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onde, per I'esempio del n. precedente, I’integrale generale richiesto &

l .

n— 1

A

€T I L T Qe gy ey By @)

se & n <1, e invece #°== 2,6™ 4 ce™ (¢ costante arbitraria) se & n = 1.

5-4. — Equazioni differenziali di prima specie, non contenenti esplicita-
mente le variabili indipendenti.

Tali equazioni sono quelle della forma
(8-4), D(z, Dz, Dy ...y D) = 0',

Unw'equazione (5-4), si riconduce ad wn'equazione differenziale ordinaria
drordine-m-—1, se m & Vordine di (5-4)y; ¢ ad-un'equazione differenziale di primae
specie, del primo ordine e a variabili separate (cfr. n. 5-1).

Infatti, posto
(5-4), | Do = u(z),
per le regole di pluriderivazione (efr. n. 2-2) si ha

D% = u'(2) - Dz = u'(2) - u(?),

D% = w(z)-u(&) + u'(z) u(z),

D = u"(z) uP(z) + 4u"(2) w'(2) u(z) + w'3(2) u(z),

onde la (5-4), si muta in un’equazione differenziale ordinaria della forma
(5-4), Pz, u(z), w'(z), ..., W™V (2)) = 0.

La risoluzione di quest’equazione e poi di (5-4), ei porta alla risoluzione di

Esempio. Sia da risolvere ’equazione

(5-4), D% = (D2
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o -

Quest’equazione del tipo (5-4),, ha per equazione (5-4), corrispondente
(D-4); z-u'(2) - ulz) = u¥(z),

che si spezza in

u(z) == 0, z 4 (2) = u(z),

I'altima delle quali ha le soluzioni w(z) == ¢z, con ¢ costante arbitraria rispetto
a 2. Pertanto tutte le soluzioni di (5-4); sono date da u(z)=cz. Introducendo
queste funzioni in (5-4),, la costante arbiraria ¢ va pit largamente interpre-
tata come una costante pluriderivazionale arbitraria Q,= Qi(w,(w, ..., ¥.,),
ey @u(@yy ey @) per il pluriderivatore © [essendo wy(@y, ...; Tn)y -eey
Wy, .-y @,) un sisbema completo di costanti pluriderivazionali per ] Onde
Pintegrale generale di (5-4), & dato dall’integrale generale dell’equazione

D2 == -2

che, risoluta come "Esernpio 1° del n. 5-1, c¢i da

z = 0, ™,

dove £, &, similmente ad £, un’altra costante pluriderivazionale arbitraria
per D.

5.5. — Due particolari equazioni differenziali di seconda specie.
19 Sia da risolvere l’equazione

0% , 0% oz oz

!

AR«h ) a2 — — Yyt — — L — — — =
(5:5)s om ! a2 Yo Y oy

Osservo che ¢

cosl pure &
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Pertanto la (5:53), si pud scrivere

. oy A
(5-5)y v ox) © 4 8_1/> T

e si vede che siamo realmente di fronte ad un’equazione di seconda specie.
Poiché i monoderivatori

0 0
£ — ,’ —
v o’ v oy

sono commutabili si ha

[ 2\ EAY (68 .2 o , 0 (‘ra , a( ] CR
T =Y - ==Y~ = -y —)=|r— "y —p —— —1.
afv) Y 8!/) o Poy)\"a Vo) T \Te TV )" 5 Y 3!/)

o

Percio V'equazione (5-5);, si pud porre nella forma

o (_a ,8> a{.,a‘ =0
(5-5)y J/_a_l_y 57/ ,vam 7‘./@)@—« .
Ma ¢

y 12
wly I ox

LA | fvl L8 8 [ v }i{ v
M ?/B_I/Mml Vay [ v o , yag/MJ’ll/(;zry) oz | 1(my) |

a.’]‘

onde s’ottiene facilmente che I'integrale generale della data equazione (5-5), ¢

iy J’ Yy s 1 . )
&= 3y <§) + 1 xfy }‘[ ; wan ({I,!2> d.,(,,

essendo 2,(¢) e £2,(¢) arbitrarie funzioni con derivate prime e seconde.

20) Sia da risolvere 1’equazione

(5-5) oz o o= ; <A , 2 ,
*9)s I - (@ ] - T Y =2
210k : o @ =+ y) oxdy y dy: ox Y oy
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Esaminando i termini nelle derivate seconde si vede opportuno considerare i
due biderivatori

~_ 22 "0, 2
V== & Pl y ' BV aw  ay
pei quali &
& ) . 0% X ¢ 3 0
BV Ry e & e (i e g | Lo —
’D_El i ("F b I/) Bgnay / a?/l a.'ﬂ aI/ ?
onde
% ( 0% 0%z . w.
e A - == Mo g — s .
Vot (@ y) oy VT DD 2

o

UNETsegue che Tequazione (5-5), da risolvere §1 pud serivere:
(5'5)21 DDy 2 - aslzm@gz*z:(),

equazione di seconda specie, lineare e a coefficienti costanti. Fssa si pud porre
nella forma

(De+1)D12— (Do 1) 2 = 0,

ossia

e infine

Tssendo ora [cfr. (5-2),]

B - ~ D1 Dy
1 1 ‘ 2 2
4 Dy e ’ Dot 1 =¢ D, s

Dyl =

ed avendosi (cfr. n. 3:6) D71 =log 2, D;'*1 ==, risulta

Dy— 1 = D, 7Y, D+ 1 == 72D, €7,

=
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ossia (fine del n. 2-3)

y 12y }! Y 0 y
Dy = ¥ e — DNy 1 o g% — e,
Dl g {.’n/y}acvl:);/g/ }:1:’ Ve ‘ {;’:;—y}aav 2y ¢

La (5-5),0 ci da allora facilmente per ’integrale generale della proposta equazione
2 = i i
(5-3), l'espressione ‘

) ) ) 2\ e
2 == .1:'.(21(1) “+- 'lf’{ vl [ Qg(m — “)"T da,
y wly I oy

essendo Q,(¢) ed £,(¢) arbitrarie funzioni con derivate prime e seconde.




