Rivista Mat, Univ. Parma 6, 261-268 (1955)

M. CUuGIANI(¥)

Sulla estensione ai polinomi

di un teorema di Sylvester -Schur - Erdos (**)

I. =~ Intreduzione.

11 teorema ricordato nel titolo si riferisce al prodotto
glo,y) = (@—y + D@—y + 2. (2 — 1

(z, ¥ interi positivi) ed afferma che, detto P il massimo divisore primo di g(z, ¥),
risultera P >y tutte le volte che ¥y < /2.

Questa proposizione, dimostrata per la prima volta da J. SYLVESTER, fu
ritrovata dopo una quarantina d’anni da I. SCHUR, ed infine ridimostrata in
forma pilt semplice ed elegante da P. ERDOS (*). - .

Recentemente lo stesso ERDOs & giunto ad una pilt acuta proposizione, che
pud essere cosi formulata (?): «Esiste una costante e¢<C 1 tale che risulbi
P >cylogy, quando sia z >yl + clogy).

Noi ci siamo proposti di condurre analoghe ricerche nel caso di un poli-
nomio irriducibile

F(z) = aowﬂq— a4 L - a,

(*) Indirizzo: Istituto Matematico ¥. ENRIQUES, Universita, Via C. Saldini 50,
Milano, Italia.

(**) Ricevuto il 25-X-1955.

(1) Su tutto questo si veda ad esermpio: P. ERDOs, 4 theorem of Sylvester
and Schur, J. London Math. Soc. 9, 282-288 (1934); ivi si troveranno anche i rife-
rimenti bibliografici relativi agli altri lavori sopra aecennati.

(2) 8i veda: P. Erpis, On consecutive mtege'rs, Nieuw Arch. Wlshunde (3) 3,

- 124-128 (1955).
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a coefficienti interi (gli a; si potranno supporre primi fra loro, ed q, >0);
dunque g >1 il grado di F(z) e sia A=£0 il suo discriminante.
In Iuogo del prodotto g(x, ¥) considereremo il prodotto

G, y) = Flo—y +1)F(@—y +2)... Fle—1)F(z)

e studieremo I’andamento del massimo divisore P di G(z,y) nell’intento di
stabilirne delle limitazioni inferiori in funzione di y. ;

Gia G. Ricor aveva osservato (per un polinomio di grado g >1), che se
y ¢ dello stesso ordine di @ (y = [as], con 0 <« <1) risulta P > ey log y
(e = ¢ei(e, g) <1) per w > x,, dove @z, dipende dal polinomio F(z) e da « (®).

Questo risultato si presentava in una serie di ricerche sul massimo divisore
primo del prodotto F(1)F(2)... F(x), le quali erano intese a stabilire una limi-
tazione inferiore di tale divisore in funzione di z. Il problema che cosi viene
a delinearsi si pud riguardare come un caso particolare di quello da noi sopra
prospettato, ove si pensi y = «, ed & da considerarsi come una questione ormai

classica: le prime. ricerche risalgono infatti -a- P. TCHEBYCHEFF ¢ -successivi

contributi sono dovuti a I. IVANOFF, G. POLYA e T. NAGELL, oltre a quelh
contenuti nel citato lavoro di G. Riocr (¥).

Recentemente P. ERDOS recava un nuovo rilevante contributo alla questione
con aleuni piu acuti risultati, ottenuti attraverso processi piuttosto laboriosi (%).

Portando invece V’attenzione sul caso, in certo senso opposto, che y sia
piuttosto piccolo rispetto ad x, e comunque di ordine inferiore ad per
# = 4 oo, noi abbiamo ottenuti i risultati che ci proponiamo di esporre qui,
alla cui dimostrazione, come vedremo, si giunge con considerazioni assai sem-
plici, sfruttando un impianto di ragionamento che noi abbiamo sostanzial-
mente dedotto dal citato lavore di G. Riccr.

I risultati annunziati sono condensati in due teoremi, la cui dimostrazione
costituisce il principale scopo della presente Nota e di cui premettiamo qui
l’enunciato.

Teorema A. Fissati il polinomio F(x) e le costanti §ed & (0 < 6 << 1, § << £g)
¢ possibile in consegucnza determinare @, ed ¥, tali che, per ogni coppia x, y con
> @y, Yo <Y< &, visulti:

P>1—eylogy.

(%) 8i veda: G. Riccl, Su un teorema di Tchebycheff- Nagell, Ann. Mat. Pura
Appl. (4) 12, 295-303 (1934).

(*) Per notizie su tale questione e riferimenti bibliografici si veda il lavoro citato
nella annotazione (3).

() P. ErDds, On the greatest prime factor of H f(k), 3. London Math Soe. 27,
379-384 (1952). k=1 :
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Teorema B. Fissati il polinomio F(z) e le costanti n ¢ ¢ (n<1,

o< (1—n)g/2) e possibile in conseguenza determinare x, ed y, tali che, per ogni
coppia x, Y eon = &y, Yo <Y< e‘cp{ (o log =-log log w)v2 }, risulti:

P >y(logy + nloglogy).

A meglio chiarire il contenuto del Teorema B riteniamo opportunc enun-

ciare esplicitamente tre Corollari che ne forniscono interpretazioni espressive
e graduali nei tre casi:

77 <0, molto grande in valore assoluto (y = — K),
7 < 0, piccolo in valore assoluto (n = — g),
i molto prossimo ad 1 (n =1— g).

Corollario 19 Per H arbitrariamente grande e K abbastanza grande,

K > Ky(H), ¢ quando sia & > @y, Yo <Yy < exp{ (H log z-log log )2 }, si ha
P >y(logy— Kloglogy) .

Corollario 20. Per ¢ >0 arbitrario ¢ quando sia & >xy, Yo<y<
< exp [{(1/2)g1log w-loglog @ } 2], si ha:

P >y(log y - eloglog y) .

Corollario 39 Per e >0 arbitrario ¢ ¢ >0 abbastanza piccolo, o << 0y(¢€),
e quando sia x> 2y, Y, <1/<e*(p{ (0log z-log log x)1’2}, st ha:

P >yllogy 4 (1 — ¢)loglogy).

II. -~ Due formule preliminari.

Dimostriamo-adesso due formule, che contrassegneremo con (a) e (b), e che
saranno di importanza essenziale per il seguito.

Indicheremo con »(m) il numero delle soluzioni, mod m, della congluenza
F(z) =0 (mod m).

Porremo poi 2 = o — . Nelle nostre ipotesi ¢ sempre 4 = o(z), quindi noi
potremo sempre supporre @ abbastanza grande perché risulti z > x/2.

Porremo infine: @(x, y) = log G(z, ¥).

Sia ora o una costante positiva < a,.
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Supporremo z abbastanza grande perché risulti:

on? < I'(n) per ogni n >z,
Avremo allora:
@
D, y) > 3, log (anv) > y log (o2?) > y log { e+ (/2)7 } > gy log @ + ylog («-2-9)
Mg 41 N
e potremo quindi serivere:

(a) D(w, y) = gy log @ + O(y) .

Sia ora p un numero primo. I fattori di G(z, y) divisibili per p* sono in numero
al pit eguale a

(N [y/p] + 1) <wv(p9)(yjp+1).

La massima potenza di p che divide un qualunque fattore F(n) del prodotto
G(x, y) (#<<m <) avra un esponente che non pud superare

A =[{log P(x) } /log p] < [{glog # + log (ay + 1)}/ log p]
(si dovrd supporre x abbastanza grande in modo che risultino soddisfatte
anche queste condizioni). _
Ora se p' | G(z, y), avremo (%):

Up) <vp){Wlp) =1} + 29 {(y/p?) +1}+ ... -

v(ph)pt -+ 3 w(p).

1 el

i

+re){ ) 1)<y

o« 4

Abbiamo chiamato 4 il discriminante di F(z); siano ora D=2, p, =3,
wvosy Pr 1 numeri primi <g|.4|: Per un noto teorema di T. NAGELL risulta,
qualunque sia p e per ogni a (7),

»pe) < ga®.

(%) Secriviamo, come & ormai nell’uso, p2b per indicare:
pa|b, P b,

Tale simbolo indica dunque che p% & la massima potenza di p che divide b.
(") 8i veda a questo proposito: T. Nacrri, Qénéralisation dun théoréme de
Tehebycheff, J. Math. (8) 4, 343-356 (1921).
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Sard dunque per tutti i p:

Up) < gdzy 3 (LjpH) + gd*- A < gd>-yl(p—1) +

i

----- - g42- {qlog x g (ag + 1) }/log p < gA2-y + 2g°4%-log @ +

e

-+ 2g4%-log (ay-+ 1) = O(y) + Oflog #) -+ O(1) = Oty + log.) .

Detto pereid D il massimo divisore di G(z, y), composto esclusivamente
coi fattori primi py, Pa, ..., Pr, aVremo:

log D = ZZ P log p, < Oy - logw 210 s py== Oy + log @) .

t==1

Per un primo p> p.y >¢| 4| visulberd invece:

wWpY) =v(p) <yg

e quindi:
Up) <»(p)y/tp—1) *v(p) v(p)ylp +
wp)y/ { p(p —1) } ++ »(p) { glog & -+ log (¢o-+1) }/log p.

Ora, se P ¢ il massimo divisore primo di G(z, y), avremo:

’
D(w, y) <log D + > Up)log p < O(y + logx) -+ 3 U(p) log

PPy ' D <PEP

Per quest’ultima sommatoria abbiamo:

ro P
SUp)logp <y X {vp)logp}jp -

P=Dpya P=Pria
. L X P
+y >{np)logp }{p (p—1)} +{glog z + log (ag+ 1) } X v (p)
p=n,,, PPy

Ci servono adesso tre relazioni che ci permettano di maggiorare le tre ul-
time sommatorie. Una di queste relazioni & immediata:

S{vw)logp}/{p(p—1) }<f/Z logp ) p~1)}-~' 7~g~—0(1)

p,,<v$1’ POy
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Le altre due sono rappresentate dalle note formule (#):

S{#(p)logp }p =1log P + 0(1),

PEP
S w(p) = Pllog P -+ O(Plog* P) .
pPEP

Di qui ricaviamo adesso:

> Up)log p < ylog P+ O(y) + glog a-(P/log P)

P <PED
+ O(Pflog P) -- log @+ O(P/log® P},

e ne deduciamo infine la relazione:

+ glog »(Pflog P) + O(P/log P) -+ O(IP log w/log? P) .

Il - Dimeostrazione dei Teoremi A e B.

Dimostriamo adesso il Teorema A.

La dimostrazione procedery per assurdo. Supponiamo dunque che, nelle
ipotesi del Teorema A, risulti sempre:

P <(1—e)ylogy.
Ne risulterebbe:
log P <logy - O(loglog v),
Pllog P < (1 —e)ylogy [{logy + ollogy) } = (1 — &)y + o(y) ,
Pllog* P == O(y/logy), logy< dloga,

(3) Per la prima di queste formule si veda il lavoro citato in (), per la. seconda sl
. veda il lavoro citato in (3).
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¢ quindi la (b) ci darebbe:

D(a, y) <Oy +log @) +ylogy + O(yloglogy) -+
+ g(1 —e)ylog @ + o (ylog ) -+ O(y) -+ Oy log z/log y) <

< gylogx -+ Oy log w — egy log @ - o(y log ).
Poiché si ha per ipotesi sg— 6 >0, risulterebbe la relazione
D(w, y) < gyloga — (eg — 0)y log @ + o(y log x)

in evidente contrasto colla (a) per x ed y abbastanza grandi. Questa contrad-
dizione dimostra il nostro asserto.

Un pd piu laboriosa & la dimostrazione del Teorema B, che procederd anche
—essa per-assurdo. Mettiamoci dungque nelle ipotesi del Teorema B e supponiamo:

P <y-(logy -+ nloglogy) = ylogy-(1 4 nloglog y/logy).
Varrebbero le seguenti relazioni:

log P <logy -+ loglogy + log (1 4 7 log log y/log y) =

=1logy- {1 + loglog y/logy - O(log log y/log*y) },

r < y log y+(1 + nlog log y/log ) .
log P~ log y+{1 + log log y/log ¥ + O(log log y/log? Y

= y{1—(1—n)loglog y/log y - O((log log y)*/log* y) },

P
ot P = O{y/log v) , log ¥ << (0 log w-log Iog z)V2

La (b) ci darebbe adesso:

Dz, y) <Oy + logx) + ylogy + Oy loglogy) +
+ gylog - {1 — (1—17)log log y/log y + O((log log y)*/log?y) } +
+ O(y) + O(y log @/log y) < gylogw + ylogy —
— (1 —mn)gy log @-loglog y/log y -+ o(y log z-log log y/log y) .
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Per ipotesi abbiamo o< (1--17)g/2, potremo dunque trovare un 7, tale
che sia

o< {1 —m)y/2, n<p<<l.
Ora facciamo vedere che per x ed y abbastanza grandi risulta sempre:
ylogy << (1 m)gy log @-log log y/logy,
ossia
Tog? y < (1 —n,)y log x-log log y .
Infatti se ¢

¥ < exp{ (log a)ofte-d=n) },

ricordandoche 0/’{{/-(1 ) }< 1727 s liw subitor
log? y < (log «)**" =" = o(log x) < (1 — )¢ log #- log log y .
Se ¢ invece

Y > exp { (log z)°/te-0=mw} }3

basterd che sia .

o log ;r/;log log # << (1 — 1)y log @-loglog v,

ossia
cgloglog e < (1 —mn)gloglogy,
(log 2)” < (log )" ™™™, (log )" 4= log y
cioé:

y >exp{ (log @)"tro-mi 1
come era appunto nelle ipotesi. Ne segue
D(z, y) < gy log & — (.~ n)y log @ - log log y/log y -+ o(y log @ - log log y/log y),

in evidente contrasto colla (a) per # ed y abbastanza grandi. Da questa con-
traddizione segue l'asserto. Anche il Teorema B ¢ cosi dimostrato.



