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D. QuireHINT (%)
Sull’approssimazione delle funzioni continue di due variabili

mediante polinomi di interpolazione algebrici

e trigonometriei. (**)

Introduzione. )

Argomento di questa Nota ¢ lo studio della approssimazione di una funzione
continua flz, y), di due variabili, mediante polinomi di interpolazione alge~
brici e trigonometrici. _ «

B noto (1) che, quando si faccia uso della formuls di interpolazione di La-
GRANGE in due variabili, nellipotesi che il doppio sistema di punti fondamen-
tali, per la interpolazione, sia costituito dagli zeri
27 — 1

== QQS e T 7 =1 9 p
cos om (t1==1,2,...,m)

(s=1,2,..,n), ¥

del polinomio di TCcHEBYCHEFF di prima specie, la doppia successione (L, fl, ) ]F
dei polinomi di LAGRANGE, quando n ed m tendono all’infinito in modo che,
se /o e L sono due costanti positive prefissate, visulti n/m < e m/n <k, con-
verge verso f(z,y), e cid uniformemente nel quadrato Q=[—1<w, y < 1],
quando la f(z, y) soddisfa, in tutto il suo campo di esistenza, ad una condi-
zione di LIPSCHITZ, ossia quando:

ey, y1) — flaz, y2) §< L {|m,— in + 1y — l/Q,E} (L = costante).

Nella presente Nota studieremo, invece, una formula di interpolazione in due
variabili, dedotta da quella di HErMITE.

(*) Indirizzo: Istituto Matematico Urissg Drxi, Universita, Firenze, Italia.

(**) Ricevuto il 15-VII-1954. :

(1) L. Merri, Sull’ approssimazione delle funzioni continue di due variabili mediante
polinomi, Boll. Un. Mat. Ital. (3) 5, 68-71 (1950).
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Seguendo il caso di Furer, nellipotesi di una sola variabile (2), suppor-
remo che i polinomi interpolanti H, ,.(x, y) siano di grado 2n—1 in 2 ¢ 2m — 1
in y, ed abbiano eguale a zero, nei punti fondamentali della interpolazione,
le loro derivate prime. Chiameremo le funzioni H, . [f(x,y)] polinomi inter-
polanti di HerMITE in due variabili.

Quando il doppio sistema di punti fondamentali, per Pinterpolazione, ¢
costituito dagli zeri dei polinomi di TeOHEBYCHEFY di prima specie, dimostre-
remo la convergenza della doppia successione {H, .(z, %)}, comunque n ed m
tendano all'infinito, verso la f(x, y) supposta continua, e cid uniformemente
nel quadrato @ =[—1<w, y<<1]. ,

Se poi la flz, y) soddisfa ad una condizione di LirscHiTz di ordine o,
1/2 <« <1, supposto ciot che sia

ey ) — F(@y 92 S L{lw oy Y21 (L = cost., 1/2 <a<1),

_proveremo la disuguaglianza

, [log n}*=~  [log mj2—=
1‘H-n m[f Ty Y ]__,7' 7"? -/)z< :11 {A)l“ ‘ T '”a } ’

essendo A; una costante assoluta.

Ponendoci 1o stesso problema nel caso di polinomi trigonometrici di inter-
polazione, dalla teoria delle serie doppie trigonometriche (*), approssimando
Pintegrale che esprime il valore del polinomio di FrIRR, relativo alla funzione
flz,y) ed ai primi (n--1)(m-1) termini della sua serie trigonometrica di
FoURIER, estenderemo al caso di due variabili la formula di interpolazione di
JACKSON ('), pervenendo cosi ad una classe di polinomi v, .(x, ), che chiame-
remo polinomi interpolanti di Jackson in due variabili. )

Dimostreremo inoltre, nella ipotesi che la f(z, ¥) sia continua e periodica,
in ambedue le variabili, con periodo 2z, che la doppia successione {Tn,ul f2, ¥)]}
dei polinomi trigonometrici cosi ottenuta, comunque n ed m tendano all’in-
finito, converge uniformemente verso la f(z, y). Anche qui, supponendo che
la f(z, ) soddisfi ad una condlnone di LrpscuiTz di ovdine o, 0 < o < 1, quando
cioé '1sulm

@y ) — f(xey Ya) | <L {joy — |- Ly — %) (L= cost, 0 <<a<1),

(*) G. SANSONE, Sviluppi in serie di funzioni ortogonali (Parte 11 dell’Opera: G. Vi-
TALL ¢ (. SaNsoxn, Moderna teoria delle funzioni di variabile veale), 3¢ ediz., N. Zani-
chelli, Bologna 1952 (cfr. pp. 490-494).

(*) 1. Toxmrri, Serietrigonometriche, N. Zanichelli, Bologna 192§ (cfr. pp. 435- )l())

(*) G. SaNnsoxE, loc. cit. in (3) (efr. pp. 500-503).
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dimostreremo che

‘ flogn = log m.l

an,m[f("l"r ’!/)] - f((,v’ Yl <4, 1 ne RN I ’

essendo 4, una eostante assoluta. Viene cosi realizzata estensione di un teo-
rema di Kryrnorr (3) alle funzioni lipschitziane di ordine ¢, 0 <7 & <C 1, In due
variabili.

§ 1. — I polinomi di interpolazione di Hermite in due variabili,
nel caso di Fejér.

a) Teorema di convergenza. Dato il doppio sistema di punti fondamentali:

-"’f'il) ) ,I/<11>

o ey

S SO R T el

1..n 1..m
posto w(x) = T[] (x—af") e @(y) = T w—u{™) ¢ facile provare che il poli-
nomio
L.n 1.m _
(1) H, (e, y) = 2 2 foih(@hi(y),
dove
. ] ”» wr/m;fm) - N
(21) hy() = [‘IV - J(n}*:m') (@ —x")| L)
- i EJ”U (im)) oo | 52
(22) hily) = !,l T ) =y NG
essendo
; - ay T e

(31) q(r) = w’(-"b'g"’)(ﬂz‘ ___.I;gn)) s ( 2) ,(?/) - (-U/(!/:‘m))(y o yﬁm)) s

& l'unico polinomio di grado, al pif, 2n — 1 in @ e 2m—1 in y, che negh n-m
punti P, ;= (%", y{™) assume i prefissati valori f ; (s=1, 2, ..., n: =1, 2, ..., m),
mentre le sue derivate parziali prime rvispetto ad z e ad y, e la derivata seconda
mista, vi si annullano.

() G. SANSONE, loe. cit. in (*) (cfr. pp. 504-506).
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Se P, (@, y) ¢ un polinomio di grado < 2n—1 in 2 e <2m—1 iny,
che gode delle medesime proprieta, si ha identicamente:

L.n 1.m

l)n,m(my ]/) = Z z Pn,m('v(s")g ’.l/(im))]lrs((l')?lti(y) y

e posto, in particolare, ool )= 1, si ha la relazione fondamentale

1.0 1..m
(4) > S h(@)hily) =1
Siccome pol o&:
(1) Ay =0 per s ==k, (32)  hYy) =0 per isth,

(Gs) R (@) =1 (s= 1,2, n), B by =1 (i= 1,2, ..., m),

8 Z

n) 5(7:)

posto, alternativamente nella (4), y = 4™, 2 = 2 , Si ha rispettivamente:

1.7 - R S O S

@) Shim=1, () Shiy) =1.

i

—

La (1) d& un polinomio di interpolazione per la funzione f(z, y), che diremo
polinomio di interpolazione di HeraIiTE in due variahili. Le he(@) e le hy),
polinomi rispettivamente di grado 2rn—1 in 2 e 2m—1 in ¥, sono le note
funzioni fondamentali di prima specie nella interpolazione di HERMITE in una
variabile. Consideriamo ora la doppia successione di polinomi

(6) {Hn,m[f("lﬁ .’/)}} )
ottenuta dalla (1) quando i valori fs,; sono i valori, assunti nei punti
P, = (2P, y?"), da una funzione di due variabili flz, ¥), e studiamo il com-

portamento della successione (6) quando n — oo ed m — co. Si ha il teorema:
Ne f(z, y) ¢ una funzione continua nelle due variabili o ed Y, nell'ipotesi che

1 )
7 (s=1,2,.., ), y(im):

i punti fondamentali siano gli zeri 3™ = cos -
21 —1

2m
specie, allora ¢

&

a (i=1,2, ..., m), del polinomio di Tchebycheff di prima

= COS§
!ﬂ}}o Hﬂ,m[ﬂwa = fle, ),
M3
e cido uniformemente nel quadrato Q =[—1<a, y < 1].
Dimostrazione. A causa della (4) si ha:

I..n 1o

fleyy) = 2 3 1, y) @) hly)
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£ percio

i.n1,,m

() {H o, y) — (2, ) | E th“»mf ! ho(@) hily) |

e con le ipotesi fatte sui punti fondamentali si ha (°):

: 1 2 ,
(81) The(@) | = hy(z) < PPy per —1l<<ae<l1,
- 1 2
(8:) hiy) = haly) < — per —1<y<1

=

Per il teorema di CANTOR, scelto un o positivo arbitrario, si puo de-
terminare un numero positivo 2e tale che, se P, e P, sono due punti del
quadrato € =[— 1<z, y<{1]per cui P,P,< 2, risulta anche [f(P,) — f(Py) |<o.

Notiamo, inoltre, che per quelle coppie di punti PI, P, per cui & P;f [ > 2,
‘visulta verificata una almeno delle condizioni o, — | > ¢, |y, —  Cid
premesso, scindiamo la somma, che compare al secondo membro della (M),
in tre parti:

(71) ‘ IHn w(@y Y) — flz, y) <\le](’0 y) —fs:,h h {¥) +
+ 2 1Y) — Foe he(@) Bily) + 3, [ F@y y) — o s [ u(@) By

la prima somma & estesa a tutte le differenze [f(@, y) —f,,:| per cui risulta
?PS < 2¢ e qumdl ]7‘ (z, y)~— fs, ,}< o, la seconda somma ¢ estesa a tutte le
differenze |f(w,y)— ¥, ;! per le quali, risultando PP, ;> 2¢ risulti |o— 2| > ¢,
ed infine la terza somma & estesa a tutte le differenze |f(z, y)- —fs,:| per le
quali risulta PP, > 2¢, [o-—af"|<e, e quindi |y—y™|>e

Cid premesso, tenuto conto della (4) per la prima sommatoria, della (4,)
e della (8,) per la seconda, ed infine della (4,) e della (8;) per la terza som-

matoria, se M rappresenta il massimo di |f(z, y)| in @, si ha:

aM (1 1)
lHn,m(l’la 3/) - f([l/', .1/) ‘ <o+ &2 oo M ;

-da qui, per larbitrarietd di ¢, comunque » ed m tendano allinfinito, segue
il teorema.

(®) G. Sansoxg, loc. cit., in (%) (efr. p. 493).
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b) Limitazione del resto della formula di interpolazione per funzioni lip~
schitziane di ordine o, con 1/2 < o< 1. bupposta f(z, ) lipschitziana in
<y y << 1] diordine «, con 1/2 << < 1, Papprossimazione di H, .(a,y)

in @ & espressa dal seguente teorema:
Nia fo, ) lipschitziana in Q =[-—1 <, y < 1] di ordine o, 1j2 < o< 1
st cioé:

.y

®) sy fla, ya) | <

(L == cost., 1/2 <2< 1),

24
Y Y%

st ha allora in Q =[—1<x, y<1]:

[loo an-“» l

me e _ -

(10) iHn, m(‘]"? (I/) - f(‘rf !/) ; )

essendo A una costante assoluta.

Dimostrazione.~Con le-ipotesi-fatte, nel numero precedente, sul punti

fondamentali, e postv x == cost, si ha:

, , wln) | Ccos ni-sen{(2s — 1)a/(2n)} | i 59“1( s — 1)arf( 7,,)} _
(]]1) ; U)I(:":(S")): - n = n § Sx *)lf ?
w (‘1;‘"7)

\

1 cOs- (25 — 1) 7/ 2n)}- 5(311{ (25 —1) 7/(2)2)}
n \en3{(25 — 1) 'z/(‘)n }

1
-~

sen? {(2s — 1 Ye/(2n)}

Ora, per la (2,) si ha:

o () I ‘x

o' ()

e per la (3,), tenuto conto delle (11), moltiplicando i due membri di quest’ul-

tima  disuguaglianza per |z— 2% {*  considerato che sen 289; In > sen ‘)i:; 5
si ha:
. P . , ) [
[ =" hy(@) | < ne " plte gepl-a {a/(2n)}
ma &
24 1 a8 1

S ¥ :
sen 5y 27 20 48037 1 (per n > 1),
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e quindi
(@) [Pl

AL a, e UL
e L () [
& percio
1.1 1...
z (72)!0: ]l (,U)./_]'_Z ;l(%,);z—_x i LGil ,,)Ll—x
v S e RIS EEN R ils) s
s S

ma (7)

l..n 1.1 e
V«£“[Zhn\<amWW%

essendo () una costante assoluta.
Inoltre, sempre nell'ipotesi che i punti {7 siano gli zeri del polinomio di
TCHEBYCHEFF di prima specie, si ha (%):

: I 2t ;
lfw) = =+ = > cos vl cos 1l (== cos 0),.
r

e quindi [L(z) < 2, e percido |l(w) '™ < 2'7% onde:

1.n (lof,- .«,L)Z-o: 21-a
, M f ° i
zg & ] h( )!<61 ne bopRe-1-
5 .
Analogamente:
L. (loo m)-e 21~
Siy—3 T )< A I A
Yy k) m* m -1

i

Cio premesso, dalla (7), tenuto conto della (9), si ha:

l.n L.m

j}:In,m(‘ry 3/) - ]’(fﬂ, y)i< L Z z {

e —aP |+ |y —y™ % ho(@) h(y) |

ed anche, poiche |hy(@)| = hy(x), |Ry) = h(y) in Q=[—1 < 1], tenuto-
conto delle (4,) e (4,), si har.

i..n

1.m
LH, (e, y)— fle, ) |< L 3 |o—al|* ho(@) + L 3y —y™* ha(y)

(") L. MERLI, Sull’approssimazione delle funzioni continue mediante polinomi, Atti
Accad. Naz. Lincei, Rend. Cl. Sci. Fis. Mat. Nat. (8) 1, 1175-1180 (1946).

() E. FerousiM, Théorie de la convergence des procédés d’interpolation el de quadra-
ture mécanique, Mémorial des Sciences Mathématiques, fase. 95, Gauthier-Villars, Paris.
1939 (cfr. p. 9).
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e percio
LCi(log n)2—«  2l-ay, , LCy(logm)r== = 2l-af

%*Hn_.m("')y I/) - f(w} I/) < - e - nex—1 T me T n2a—1 ’

e da quest’ultima segue la (10).

§ 2. -~ I polinomi di interpolazione di Jackson per funzioni
di due variabili.

a) Teorema di convergenza. I noto () che, se f(z, y) ¢ una funzione
sommabile nel quadrato @ =[0 <z, y < 2], periodica di periodo 27 in ambe-
due le variabili, se

0. 0.
12 x,Y)~ Al m COS N COS MY == b, ,, COS N SEN WA b
' Y s s Yy 3 Y
n m

“+ Cp, o SOTLRE - COS MY - d, » SN nE sen my),

con
[ 1/4 per n=1m =0,

12 per n=0, m>0, e per n>0, m=0,

~
y =
n

1 per n>0, m>0

e dove le @y, bu s Com, d,, . sono i coefficienti di Fourier della serie trigono-
metrica di FOURIER della f(x, y); allora la somma di FEIGER dei primi (n -1 ym 1)
termini della serie (12) ha, nel punto P= (z,y) nel quadrato =10 <,
¥ < 2x], Pespressione

2n 2

2

. 7’1 - N sen{(n -+ 1)({ — L)/.?}:
(13) G"’m(m’ y) = 4(71—{- (m 4 I)j }"f(t’ v) { sen {(t — x)/2}

¢ o
. sen{(m -+ 1)(v — .,/')/2} 2 .
[ sen { (7_‘ [ I/)/Z} } dt dLr R

Dividiamo adesso il quadrato @ in una rete di rettangoli, con i lati paralleli
ai lati di @, con le rette di equazioni

= = - v=20,1,2,....n
t ov v w1 ( y 1, 2,0, n),
- 2n )
v=0, =n m 1 (1=10,1,2,..., m),

(°) L. ToxgLLI, loc. eit. in (3) (cfr. pp. 486-495).
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ed approssimiamo Yintegrale al secondo membro della (13) col metodo dei
rettangoli; con cio il valore approssimato dell’integrale diviene:

0..n 0..m " TN .
) {(n - 1X0, —x)}/2}12 | sen{(m -+ 1)(0, —y)[2}|*
(14) Tl Y) == " sen } l "

Y= E Zf “ln+ 1) sen{ (0, — 22} |(m + 1) sen{(6, — y)/2}

.a.vm}do posto f(0,,8,) =7, .-

B subito visto che 7, .(#, ¥) ¢ un polinomio trigonometrico, di ordine n
inzed m in y, che nei punti P, =(0,, 6 ,) assume i valori f, . Diremo che la (14)
& la formula di interpolazione di JACKSON per funzioni di due variabili. Sussiste
il seguente teorema di convergenza:

Se f(z,y) ¢ una funzione periodica, di periodo 27 in ambedue le variabili,
continua n tutto il suo campo di esistenza, allora si ha:

&1_,11},, Tn,m(m7 y) = f('/l}) :I/) ]
m—>e - :

e cid uniformemente in Q =[0 <, y < 27l

Dimostrazione. R infatti (1) identicamente:

0.7

sen { (n + 1)(8, — .1:)/2}]2_ |

(15,) (n + 1) sen{ (6, — )2}

€ cosl pure:

(15.) °‘z’"[sen{(m + 1>(6_",, — y)/2}r: 1)
(m + 1) sen{(0, —u)/2}
¢ percid anche:
(16) UZ" oz’"ren{(n 4 1)(8, — /r)/Q}]” [sen{(m + 1)('02 —»g/)/Q}TZ
(n+ 1) sen {(6,— «)/2}| | 4 1) sen {(6,—y)/2}

da cul

0.2 0...m

AN fay) = zzf,/[

€ gquindi:

scn{(n - 1)(6, — :)/?}I [sen{(m -+ l)z()u -~‘J)/2}]2
(n+1) sen {0, — )2} |(m + ben{(O —y)j2}

A8)  tamle, y)— flz, y) | <
0..m0..m L N . . .
(n A+ 1)(6, —@)/2} |* [sen { (m + )(9 . — Y2}
<2 3l f,,,,,;[, { J { (0, — }

(n+ 1) sen{(f, —)/2 (m + 1) sen{() — ){2}

(1°) G. SANSONE, loc. cit. in (3) (efr. p. 502).

21 — Rivista di Matematica.
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Per la supposta perviodicitdh di f(z, y) si pud pensare che, fissato P=(xz,y),
rvisulti |0, —z|<z e |0, —y|<m ,

Conformemente al teorema di CANTOR, scelto un o positivo arbitr: ario, de-
terminiamo un numero positivo § tale L.ll(,, pel. ogni coppia di punti P,, P,,
per cui P P, << 46, 1‘isulti' (Py) — f(Py) ]

Notiamo poi che, se Py, P ¢ una coppm d1 punu per cui Pl " P. > 40, deve
essere soddisfatta una almbno delle hmlt(ulom Elbl—— z;,,‘/ 24, :1/1--f1/f,f> 26;
ed inoltre osserviamo che se 0, —ux|>20 & |sen {(0, — 2)/2} | > sen §, e cosi
se [0,—y!>20 ¢ Isen {(B, — y)/2} | > sen 4.

Cid premesso, scindiamo la somma che compare al secondo membro della.
(18) in tre parti:

Ty ) — fle, y) | <

sen {{n + 1)(6,

<S.lf i, )] sen {(m -+ 1)(6; ~—y)/2}]2
= Zatlny — I Y p )

(m -+ 1) sen{(aﬂ — )2}

bLIl\(?I? 1) 0 e J)/2}]
(m + 1) sen{ (0,, — )2}

(n -+~ 1) sen { (6,
Sesen-{H{n-1)(0;
(n -+ 1)sen{(6,

,l,.
M
S~
—_
=
=
~

sen { (n 1)(0, — )2} l {Sen“m* 0, qy)/o}}
Lo+ 1) sen {(0, —«)/2}] 1 (m -+ 1) sen {(0, —y)/2}

La prima somma ¢ estesa a tutte le differenze fla, y) — fw§ per cui risulta
PP,, <40, e quindi | f(r, Y)— I i< 0, la seconda somma & estesa a tubbe
le differenze |f(z,y)—f, | «l» per le quali, essendo PP, o = 40, risulti anche
|0, — «|{>26, e quindi Isen {(§, — )/2} | > sen §, ed infine la terza somma &
estesa a tutte la differenze |f(r, ¥)— .. per le quali risulta: .P,Pl,’”y 44

10, —x|< 28, e quindi {0,—yi>26, e percid |sen {(0 — y)/2} | > sen 0.

Cio premesso, tenuto conto della (16) per la prima somma, della (15,) per
la seconda, e della (15,) per la terza sommatoria, indicando con M il massimo.
di [f(z,y) in @, si ha:

230 (1 1
T, ) — St [ ——
s m iz 0T senol\n + 1 m 1)

e da questa, per 'arbitravietda di o, quando »n ed m tendono all’infinito, segue
il teorema.

b) Limitazione del resto della formula d’interpolazione per funzioni lip--
schitziane di ordine «, con 0 < % < 1. N. KRYLOFF (**) ha dimostrato il se-
guente teorema:

(1) Cfr. G. SaxsoxE, loc. cit. in (%) (vedasi pp- 504-506).’
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«Se f(z) ¢ una funzione periodica, di periodo 2, lipschitziana in tutto il
suo campo di esistenza, supposto cio¢

() — flwn) | < Llay — (L = cost.),

0.7 senl(n + 10, — e)/’}

= 2 1(6,), (1 -+ 1) sen{(6 e )]2}

¥

T.{T)

¢ Pennesimo polinomio di Jacksox relativo alla f(®), sussiste allora la limi-
tazione

|Ta(@)— flz) | < (AL log n)/n

essendo A una costante assoluta (**).»
Tstendendo questo teorema al caso di due variabili, dimostreremo::

Se f(z, y) ¢ una funzione periodica, di periodo 27, in ambedue le variabili,
lipschitziana di ordine o, con 0 <o <1, ‘sia cioé

(19) %j(ml7 Y1) — [, L’/z)i< L {;‘?Li - -71'21“”:“ i'!/l ——“/.I/QEA}
(L = cost., 0T a<<1),
st ha allore:

) ) J log n _1 10g ml
©0) [ any 1) Flay ) |4 + e

i
ne me |

essendo A una costante assoluta.

Dimostrazione. Posto 0,—x=2u, e 6,—y= 2v,, dalla (18) a causa

i

della (19), tenuto conto delle (13,) e (15,), si ha:

0.7 sen? (n - l)u

(21) ]Tn m(‘l/ - f(%', /U ‘)“L Z I’ll, t (11: + ])

2 sen?

. 0.7 N sen? (m + 1)v,
+ 2°L Z llv ! (m :}Qmi)z sen? v

(12) B facile provare che il teorema di N. KrYLOFF vale anche per
[f(y) — (@) | < Loy — 2, 1% (L = eost., 0 <a<1);
nel qual caso la limitazione del resto &

jT.(®) — flx) | < (A L-log n)fn® .
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0.1
sen n -+ 1u, -
ed applicando™ ora a Z;u |o ( My, stesso ragionamento usato da
(n l)~ sen~a b,
0...n

. - sen® (n 4 1)1(,, . :
KrYLOPF per maggiorare Y |u,| son a7 si trova la limitazione:

n

3 1
T+ T logm 4y ~) )

essendo y la costante di EULERO-MASCHERONI, e cosi pure:

0..m sen? (m -+ 1o 2% [i7p a2 1)
2L Slp, [* - " A= =+ logm -y b -
E I” (m - 1)%-sen? Yy T 2%(m - 1) I TV )

e da queste, a causa della (21), segue la (20).



