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Bruxo PINI (%)

Estensione al caso parabolico di un teorema di F. Riesz

relativo alle funzioni subarmoniche. (%)

T noto che se una funzione wu(z, y) & subarmonica in un campo 4 ese D ¢
un dominio contenuto in 4, esiste una distribuzione di masse positive w(e)
T o T T

(1) | u(P) =— | lg (1/PQ) dw(c.) + H(P),

b

dove H(P) ¢ armonica in D e P & interno a D ().

Se 'operatore A = 02/0x*-- 3%/cy® si sostituisce con 'operatore 32/ox2 -+ 3/2y,
¢ possibile stabilire anche per le funzioni che, relativamente a questo operatore
parabolico, sono le analoghe delle funzioni subarmoniche, una decomposizione
del tipo (1), ed ¢ presumibile che cio possa farsi anche in relazione a operatori
ellittici e parabolici pilt generali. '

Servendosi di opportune formole di media, Pestensione si realizza agevol-
mente con ragionamenti simili a certi ragionamenti usati da EVANS (3).

1. — Indichiamo con 97 Poperatore 0%/6x*+-0/dy e con £ il suo aggiunto.
Fissato un punto Py(z,, y,) e un numero positivo r, indichiamo con €(P,, )

(*) Professore s. della Universitd di Cagliari. Indirizzo: Istituto Matematico, Uni-
versita, Cagliari, Italia.
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la curva

{f @ = @, + /2 r sen 0-V/1g (1/sen 0)

— /2 << O < /9
[ ¥ =¥ +r*sen20 (AR <0 <af2),
e con D(P,,r) il dominio limitato che ha @(Py, r) per frontiera.

In tutto il seguito chiameremo dominio normale un dominio D del tipo
a<y <b, Xi(y) <w< Xy(y), essendo Xi(y) e Xy(y) due funzioni per esempio
lipschitziane su ¢« <y < b e tali che X (y) < Xo(y) per a <y < b; indicheremo
con 8, la ¥D privata dei punti di Xi(a) <2< Xy(a), y = a; inoltre, se P,
¢ un punto di D, indicheremo con D, il dominio D(y > y,).

Assegnato un dominio normale D e una funzione f(P) continua su S,, chia-
meremo J7t-funzione associate ad f(P) la funzione %(P) tale che Q7Z{u) = 0
in D—~~AD, w=7Ff su S,.

In un precedente lavoro (3) una funzione o(P) continua in un campo A &
stata chiamata @z-subvalente se, fissato ad arbitrio in A un dominio nor-
male D e detta «(P) la 97Z-funzione associata a v su 8y riesce u > v in tutto D:

Posto

{2
1 e e s
(3) Ho(v, P, 1) = \/ﬁj’ (0) gp.r,COS 0~\/lg {(1/senz0)dg ,
—7f2

si ha che condizione necessaria e sufficiente affinché v sia 97Z-subvalente & che
per ogni punto P di 4 e per tutti i valori ammissibii di » [cioé tali che
D(P,.r) c A] sia

4) v(P) < po(v, P, ) .

La caratterizzazione delle funzioni g7Z-subvalenti continue puo essere fatta sosti-

tuendo alla (3) una diversa media, e cid con larga arbitrarietd. Sebbene la (3)

debba in certo senso comnsiderarsi come la pilt semplice media relativa, all’ope-

ratore 977 (analoga alla media gaussiana relativa al laplaciano), per ghi scopi

cui tende la presente Nota ¢ opportuno usare una media diversa dalla (3).
Sia €*(P,, r) la curva

[ @ = a, + V6 102 sen 9-Vlog (1/sen?6)
@) 1 (—a/2<0<m/2),
[ ¥ = Yo+ 72/* sen®0

e D Py, r) il dominio limitato che ha C*(Py, r) per frontiera. La soluzione

(®) B. Pix1, Maggioranti e minoranti delle soluzioni delle equazioni paraboliche, Ann.
Mat. Pura Appl. (4) 37, 249-264. (1954).
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-~
—

fondamentale dell’equazione del calore

R T per ¥y >, ,

[ iy 2 o
U(P,Po)z{(y Yo) Y2 exp
|

0 per ¥ <o,

risulta eguale ad 1/r su €@(P,, 7) ed eguale a (y — y,)fr su €*(Py, 7).
Dalla -formula di reciprocita

H (@) — vL2(u)] dedy = | [(wv,— vu,) dy — wv d=],

7 Sr

prendendo per u la funzione U(P, P,)— (y — #,)/r, per » una funzione .con-
tinna insieme a 0%/ox?, ¢v/oy e per T il dominio D*(P,,r) privato di un
intorno di P,, facendo successivamente tendere a zero il raggio del detto
~ intorno si ottiene, con qualche semplice calcolo,

' e T E[2
. /9 1 1 sentf-cos @
(5) T(PO) = #*(v) -P07 T) - ]/g;_; Jj (E - '7‘) 92/3 R st —— q]Z(U) dg dO 3

0 —mf2

ove

— al2
3 { S
(31 W, Py, 1) = '/—?—;} (V)@ sip,ry SED* 0 COS 0\/lg (1/sen®0)do +

—Tf2

Se v ¢ una funzione continua insieme alle derivate o%v/ox?, 8v/dy in un campo A
ed ¢ ivi 97C-subvalente, quindi tale che F7(v) > 0, dalla (5) si ha

(4). v(P) < ui(v, Py 1)

per ogni punto P, e reciprocamente. Pertanto la (4') caratterizza al pari
della (4) le funzioni @77-subvalenti continue con le derivate 02/dx% e 9/0y.
Supponiamo ora la v soltanto continua. Posto

(6) mM(v, P, 1/77') = ,)‘7’“2 J’J (@£, y+n)dédy,

T
Efnts1fn?
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e in generale
(1) mP(v, P, 1fn) = m®(m*=V(v, Q, 1/n), P, 1/n) ,

¢ noto che se v ¢ continua, m®(v, P, 1/n) & continua con le derivate prime ed
m®(v, P, 1/n) & continua insieme alle derivate seconde. Supponiamo che la v
sia Gli-subvalente; applicando a v la mediazione m® si ottiene ancora una
funzione @7-subvalente; infatti dalla (3) e dalla (4) si deduce

m (v, Py 1fn) <m® (uy(v, @, 1), Py 1fn) = py(m® (v, Q, 1/n), P, )

e quindi, per la regolarita di m®(v, P, 1/n), resta soddisfatta la (4') con
m (v, P, 1/n) al posto di v. Ora, fissato in 4 un insieme chiuso, per # — oo
la- m®(v, P, 1/n) converge uniformemente a v; quindi dalla

m®(v, P, 1/n) < p*(m® (v, Q, 1/n), P, r)

si deduce la (4').

Reciprocamente, supposta soddisfatta la (4'), la v riesce QIZ-subvalente.
Supponiamo dapprima che nella (4') sussista sempre il segno di diseguaglianza.
Se la » non fosse @7Z-subvalente, esisterebbe un dominio normale D in A tale
che se « & la Q7-funzione associata a v, in qualche punto di D — 8§, si avrebbe
v»>wu; se Py ¢ un punto ove »— w raggiunge il massimo, si avrebbe, per »
abbastanza piccolo, v(P,) — u(Py) > p*(v—u, Py, r) e quindi v(Py) > p*(v, Py, 7),
contrariamente alla ipotesi. Se poi nella (4') sussiste anche il segno di egua-
glianza, posto

o(P) = v(P) 4 x*/(2n),

con il ragionamento precedente si vede che v,(P) & GI-subvalente qualunque
sia n. Fissato ora ad arbitrio un dominio normale D, sia u, la 97 -funzione
associata a v,; per note proprietd estremali delle @77-funzioni si ha che per
#—oo la {u,} converge uniformemente alla 97-funzione associata = v [da
Un(P) = pu*(u,, P, r) per tutti gli » ammissibili, segue wu(P) = u*(w, P, r) per
tutti gli » ammissibili, e questa & una proprietd di media caratteristica delle
gri-funzioni]. Dunque: ,

Condizione necessaria e sufficiente affinché la funzione v(P) continua nel campo A
sia i qpr-subvalente ¢ che per ogni punto P di A e per twuiti gli v ammissibili
sia -soddisfatta la (4').

Potremo percio usare la (4') per la definizione di funzione continua 977-sub-
valente.
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2. — Attenuando ora le ipotesi sulla funzione v(P), diremo che essa ¢ G7-sub-
valente in un campo A se ¢ — oo <L v(P) < -+oo; v(P) & superiormente semi-
continua in A; per ogni punto P di 4 e per tutti gli » abbastanza piccoli, la
w*(v, P, r) esiste finita e soddista la (4).

Tlenchiamo qui di seguito alcune osservazioni che saranno utili nel seguito.

I. Fissato in 4 un dominio normale D, se D' é un dominio interno a D,
D’ & ricopribile con un numero finito di intorni D*(P, ) tutti contenuti in D
se si prende 7 abbastanza piccolo; esiste poi una costante M tale che v < M
in D; essendo allora v— M <0 in D e p*(v— M, P,r)>— co per ogni P
di D', ¢ anche

S

/U__l[ w';—;*—"..__.dgd0>'—oo)

” (v— M)ydedy = -
V/lrr (1/sen? 6)

T 77
j § sen®0-cos 0
DEP,r) 0 —

e quindi v & sommabile su D'. Pertanto P'insieme dei punti P ove »(P) > — oo
¢ denso in 4, e v & sommabile su ogni dominio appartenente ad A.

II. B lim 1*w, Py, 1) = v(P,) in ogni punto P, di A. Supposto dapprima
v(P,) > — oo, poiché vale la (4') per tutti gli » abbastanza piceoli, sard
min Him w*(v, Py, 1) > 0(P); d’altra parte, poiché »(P) ¢ superiormente semi-
contmua, si ha v(P)<v(P,)+ e per un &> 0 fissato ad arbitrio e, corrispon-
dentemente, per tutti i P di un conveniente intorno di Po; percid

W, Py, #) < u¥(0(Po)+ & Py, 7) = v(Py)+ ¢

e quindi maxlim 1w, Py, 1) <o(P,). Di qui Passerto. Se poi ¢ »(P) = — oo,
per la semicontinuita superiore & anche Pligl v(P) = — co e quindi 'asserto &
4

del tutto evidente.

III. Fissato ad arbitrio in 4 un dominio normale D e su §, una funzione
continua w > v, se u & la gI-funzione associata a w, riesce u > v in tutto D.
Se non fosse u > v in tutto D, la v — u, che & superiormente semicontinua in D,
raggiungerebbe il massimo in un punto P, di D— 8, onde v(Py) — u(P,) >
> p¥(v—u, Py, 1), ossia 0(P,) > u*(v, Py, r) per tutti gli » abbastanza piceoli.
Cid ¢ impossibile se la v soddisfa la (4') costantemente col segno di disegua-
glianza. Se invece nella (4') pud presentarsi anche il segno di eguaglianza,
poiche la v,= v+wx2/(2n) si trova nelle condizioni ora dette, se w,= w-a*/(2n)
e u, & la gr-funzione associata a w,, si ha w, > v, in tutto D. Al limite per
2 > oo 8i deduce che u > ».

IV. Se la (4) ¢, per ogni punto P, verificata per tutti gli » abbastanza
piccoli, lo & anche per tutti gli » ammissibili. Infatti, fissato un P, per cui

18 — Rivisie di Malematica.
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0(P,) > — oo e una r ammissibile, consideriamo una successione {e,} di numeri
positivi decrescente a zero; sia y, il pitt piccolo valore di ¥ (> y,) per cui
&l =2y, — ) 1g ;-/(y,l——Jo)J sia @F(Py,7) la curva costituita dall’arco di
C*(Py, r) appartenente a y >y, e dai segmenti z = x,—e,, y,<<y LY, €
=T+ Eqy Yo <Y < Yao. Sia {v,} una successione non crescente di funzioni
continue convergente a » in un dominio appartenente ad 4 e al quale D*(P,, »)
sia interno; sia w, la 9/ -funzione associata a v, relativamente a CFP,, v).
Allora ¢ u(P(,) S U (Py) = p*(u,, Py, 7); sullarco comune a CHPy,r) ¢ a
Gn‘(](,, 7) & o, = wv,; {u,} & al pari di {v.} una successione non crescente e

(s Py, r) ¢ limitata inferiormente da una quantita indipendente da
(11101(1 passando al lmite per n - co si ha »(P) < - ¥ (v, Py, o).

V. Poiché¢ »(P) & superiormente semicontinua, comunque si fissi in 4 un
insieme chiuso F, esiste una successione non crescente di funzioni continue
convergente su £ a ». Fissato allora un dominio 7 in A4, se {v,} ¢ la predetta
successione relativa a S, se u, ¢la Q7-funzione associata a v,, sia o == lun Uy
Se P, ¢ un punto ove u(P,) > — oo, per una proposizione analoga al seeondo,
teorema di HARNACK (4) si ha che la {#,} converge uniformemente in ogni
dominio interno a D, e quindi ivi % ¢ una @y7-funzione. Riesce inoltre u >
in tutto D.

VI. Fissato ad arbitrio in 4 un dominio normale D, sia {v,} una succes-
sione non crescente di funzioni continue convergente su S, a v. Sia u, la
Qri-funzione associata a v, e wu il 11111 Uy. Se 4’ & una F7-funzione che su S
prende valori > v, riesce ' > u in tutto D. Infatti, fissato un & > 0, sars
v<u'-+esu S, e quindi anche v, < %'-L ¢ su S, per n maggiore di un cerbo
n(e); pomhe ¢ u, = v, su S,, per note proprieta estremali delle g7z- funzioni,
sara anche u, << u'+ e per n > n(e) su S e quindi in tutto D; ma wu, con-
verge non crescendo ad « onde w << u'-+ £; per Parbitrariets d1 e si ha 1'as-
serto.

Si puod ora provare che la funzione u dipende solo da » (e da D) e non dalla
successione {v,}. Infatti sia {fl;,:J un’altra successione non crescente di funzioni
continue su S, converﬂente a v; detta u, la 9I-funzione associata a v’ s i ha,
per quanto precede, u > u in J) e, per la stessa ragione, w, >/, essendo
w'= lim ,. Al limite si ha ' u, w>u', onde u=«'. Diremo che la % & la
mintma GI-funzione 'ma,ggiomnw associata a vin D.

() Cfr. B. PiNi, Sulla soluzione generalizzata di Wiener per 4l primo problema
di valori al conlorno nel caso parabolico, Rend. Sem. Mat. Univ. Padova 23, 422-434
(1954).
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i}

3. — Poniamo ‘
Vi@, P)=—U(Q, P)

e, per ogni s >0,

o0, 7 {[ V(Q, P) se @ @& esterno a  DHP,s)
9 ‘,r £ ( " ) —
@ ’ [——y)/s se @ appartiene a D*(P,s),

essendo ¢ il punto (&, n).

Se s —0 decrescendo, V@, P) - V(Q, P) decrescendo. Per ogni valore
di s la V¥(Q, P) &, fissato P, una funzione di ¢ continua in tutto il piano.
Per >y si ha 9I,(V(Q, P)) = 0 ed 9Mp(— (7 —y)/s) = 1/s > 0; inoltre &

(= V(Q, P) in DHP,s)

— o=y [<V(Q, P) fuori di D*(P,s).

Percio 12(Q, P) & Pinviluppo superiore di due funzioni @7Z-subvalenti e quindi
& dl-subvalente.

Sia ora w(e) una distribuzione di masse positive su un insieme chiuso %.
Proviamo che la funzione

10) w(P) — } V(@, P) doole,)

¢ Qlt-subvalente secondo la definizione del n. 2.
Poiche V*(@, P) ¢, fissato P, uniformemente continua rispetto a @ su ogn i
insieme ehiuso, integrale
wAP) = | V9(Q, P)da(ey
E
& una funzione continua; poiché w(e) >0 e V(Q, P) & decrescente per s de-
crescente a zero, ”(P) ¢ una funzione di s decrescente per s decrescente a
zero; il limite di «(P) per s — 0, sia u(P), ¢ una funzione superiormente
semicontinua tale che — oo < u(P) <4-co. Per la continuita di V* (@, P) siha
% (s} I E (¢ .
WD), P, r) = ] wHVNAQ, T, P, 7) do(e,) -
E
Ma V@, P), come si ¢ gia detto, per ogni fissato @, & una funzione G7-sub-
valente in P, onde

w*(VQ, T), P, ) > V(Q, P)
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e quindi
/,l,*(u(s)(T), _P, 7‘) > u_(s)(P) s

cio¢ w®(P) ¢ anch’essa giz-subvalente.

Ora la funzione «(P) in un campo che abbia distanza positiva da F ¢ una
gr-funzione; percid non ¢ identicamente «(P) = — co. Sia P, un punto ove
w(P,) >~ co; poiché u¥(P) converge decrescendo a u(P) per s decrescente
a zero, ed ¢ grr-subvalente, si ha

w(Pg) < uM(Py) < p* (', Py, 1)
D’altra parte si pud scrivere

| /'ﬁ:(u(g)7 Py, r) =

i

T2
1 R - — S
e e H l3 \/lg‘ (1/sen 6) u® (2, -+ V61115 sen 0- \/la (1/sen2 0), yo-+r2/3gen® 0)+
"V 67
! ’ 6*:1/2 ,
G)

P

—+ —(/(Tw(;/__ 0) ' (y+ \/591/3 sen - \/lg(l/sen‘lU), %y -+-0%* sen? 0) | -sen?0-cos 0 dg df;
¢ (1/sen? ) '

Iintegrando ¢ una funzione decrescente per s che decresce a zero e lintegrale
¢ limitato inferiormente; & allora lecito eseguire il passaggio al limite sotto al
gegno di integrale; con cio si ha

w(By) < p*(uy Py, 1)
Dr’altra parte si ha
(1) wH(V(Q, P), P, 1) = V(Q, P) ;

la dimostrazione di questa eguaglianza si puo fare con un ragionamento in
tutto simile a quello fatto in altro luogo (°) per provare un’analoga eguaglianza,
e quindi per brevitd qui la omettiamo. Poicheé V' (@, P) & continua, si ha

w2 = | 700, P) dofe,)

E

(5) B. Pint, Su wun inlegrale analogo al potenziale Zogaritmico‘, Boll. Un. Mat.
Ttal. (3) 9, 244-250 (1954). »
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elo¢ la u¥(u, Py 1) es,iste finita per ogni punto P. Da ¢id e da quanto precede:
segue Passerto.

4. - Vogliamo ora invertire la proposizione del n. precedente. Premettiamo

una

Osservazione. Sia v(P) gr-subvalente. (secondo la definizione del n. 2)
in un campo A. Fissiamo in A un dominio normale a D; siano Dy, Dy, Dy
altri tre domini normali tali che D, sia completamente interno a Dji,
(i=1, 2,3) e D, appartenga ad 4. Chiamiamo M, ed M, i due domini nor-
mali staceati da D, dalle caratteristiche che limitano D, e D, superiormente
e, rispettivamente, inferiormente, ed N;, N, 1 due domini normali costituenti
le chiusure dei due insiemi disgiunti forniti da-D,— M, — M,— D,. Sia I (P)
la minima @7Z-funzione maggiorante associata a » in M, e »; la funzione che
in M, coincide con h;, e in D, — M, coincide con ». La v, ¢ gJi-subvalente;
infatti essa ¢ superiormente semicontinua e soddisfa la (4), riuscendo
w(vy, Py 1) finita. La seconda affermazione ¢ evidente; per la prima, basta
assicurarsi che essa vale nei punti della caratteristica che limita inferiormente
M,. Ora se P, ¢ un tal punto e se v(P,) >— oo, poiché v(Py) < 1y (Py) = 0:(Py),
si ha max lim o(P) < v(P,), per PcDy— M, e maxlim by (P) = lim I (P) =
= h,(P,), per P c M,, onde m‘%};}}m 0, (P) < 0, (Py). - Se poi o(P,) =—o0 la
stessa conclusione ¢ del tutto evidente.

Siano poi k,(P) e k(P) le minime 7-funzioni maggioranti associate a vy
in N, ed N, e v,(P) la funzione che coincide con k; in N, con Join N, e con o,
in D, — N, — N,. Anche v, ¢ una funzione 977-subvalente. Per assicurarsi della
sua semicontinuitd superiore basta riferivsi ai punti comuni a N, e D, e a
quelli comuni a N, e D,. Sia P, uno dei primi e sia 9,(Py) >— oo0; si ha
12(Py) = 0,(Py) e maxlim v, (P) < v,(Py) per PcDy— Ny se poi {v,,} ¢ una
successione non crescente di funzioni continue convergente a vy su Sy e {Ug.}
¢ la successione delle g77-funzioni associate, si ha vy, < v;-+&/2 su S, per »
maggiore di un certo n(e), b < uy, e, fissato n, Uy (P) < 01a(Py) +€/2 per P
appartenente a un intorno di P, e a N,; pertanto E(P) << vy (Py)+c¢ e quindi
max lim &, (P) < v,(P,) per PC N,, e di conseguenza maxlim v,(P) < vs(Po)-
Se poi v,(P,) = — oo la stessa conclusione & evidente. B del pari evidente che
w¥ws, P,r) & finita e che v, soddisfa la (4".

Infine sia h,(P) la minima @77-funzione maggiorante associata a v, in M,
e p(P) la funzione che in M, coincide con h, e in D,— M, coincide con v,;
anche questa & @7Z-subvalente come si riconosce con ra\gioné‘menti del tipo
precedente.

Cid premesso, dimostriamo che

Se v(P) ¢ Qrt-subvalente (nel senso specificato al n. 2) in un campo A, comunque
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st fissi wn dominio normale D in A, esiste wna distribuzione di masse positive
wle) tale che

(12) o(P) :j V(@, P)do(e,)+ h(P)

essendo h(P) wna QI-funzione appartenente a D — S,

Consideriamo tre domini normali D,, D, e D, tali che D; sia interno a D;.,,
D sia interno a D, e D, appartenga ad 4. Deduciamo da v(P) la funzione
2(P) come si ¢ indicato sopra. La o(P) & sommabile su D,; poniamo

V3 |

— = dodl =
V2

3 [ _ o
e W B dedy = (3, Pt
- 4tv/7 | / © 89

DEp, iy

#(P)

e poi

Wae P) = m (v, P, 1/n).

Prendendo ¢ abbastanza piccolo ed » sufficientemente grande, la %,(P) & una
funzione continua in tutto D, e w,(P) € continua con le derivate prime e
seconde in tutto D;. Poiche ¥ & @7z-subvalente, tale ¢ anche 7, e conseguente-
mente w,;. Infatti da o(P) < u*(%, P, r), essendo T limitata superiormente su D,
per un teorema di TONELLI, sard

m(T, P, 1) <‘ﬁ7—’(ﬂ‘*(5, Q, r), P, t) = ,LL*("T’(T’ ©, 1), P, 7‘)
e poi, per la continuith di v,(P),
mA(Tyy Py 1/n) <m®(u*(@,, Q, 7), P, 1fn) = u*(m>(,, Q, 1/n), P, r).

Ora per Pin D, si ha

. . . 1 )
(13) w,.(P) [(w, 8V/[6E — V bw,,/0&)dn+ Vap, dE&] + S H Var(w,,) dé dn,

1
2vm 2v/7 |,
N

1y Dy

intendendo che S, sla percorso positivamente.
Poiché w,,(P) & grz-subvalente e continua con le derivate o*fen® e o/oy, &
QT (w,,) > 0. Poniamo ‘

(14) O)nt(c) = "2”\:'[‘/‘; J}/ WZ(TUM) dfd?] b )

e
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essendo ¢ un insieme boreliano variabile in D,. Per n = 1, 2,... si ha uns
suceessione di distribuzioni di masse positive; ma

1 .
W, (Dy) = W { (010,,4/ 08 - dyp — w0, AE)

24

9-1)3

€ W, e 0w,,/0f per n —» oo convergono su 0, uniformemente a e 0, /6
percid le w,(D,) sono limitate superiormente da una quantitd indipendente
da n. I quindi possibile estrarre da {w..(e)} una sucecessione, che indicheremo
ancora con {w,/(¢)} convergente debolmente a una distribuzione di masse posi-
tive, sia w,(e). Dalla (13) si trae

W,y Pyr) = J wH(V(Q, T), P, 7) dornle,) — H, (P) N
by

H,(P) = 2\1/?; ‘u*{ [ [(w, 0V]aE — Vw,,/o&)dn -+ Vaw,, d§]} =

Spg

~

1 -
= s [0, eV[CE — Viw,/o&) Ay + Viw,,dE]
A/ T ] )
SB:!

¢ una 9N-funzione. Per la (11) e la (9) w*(V(Q, T), P,7) = V"(Q, P) ¢ una
funzione continua e quindi per la convergenza debole di {w,(e)} si ha

nglc}) j‘u*('V(Q, T), P, 7') dwnt(‘/’q) = i VW(Qy P)dwe,) .
Dy Ds

Le w,, e ow,,/0f su SDS convergono uniformemente a #, ¢ ¢7,/8&, onde

[(T3V [0k — Vov,/08)dop -+ VT, 48] = H (P) .

Pertanto

W@, Py 1) = { VQ, P) doreq) + H (P) .

Dy

Ora in D, & ¥ << M per una certa costante M e M —F(P) > wH M —%, P, t)
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(perché ¢ & G7Z-subvalente) onde, in particolare,

e quindi
M— v(P) > 2MI3—2v,/3>0, ossia  M>7T,>3%2— M/2.
Poiché inoltre si ha quasi-dappertutto lim v, =7, &
1}1}1} W@, P, r) = u*(w, P,r).

Essendo poi possibile scegliere una successione di valori di ¢ convergente a zero
in modo che la successione delle corrispondenti dlstubuaom di magse con-
verga debolmente, detto w(e) il limite, si ha

113,.14 VOQ, P)dmeg) = | V(Q, P)do(e,) -

Dy Dy

B inoltre del tutto evidente che

]ti—]:?(} Ht(P) == 2\/77

8
Ds

J’ J[(’v‘a [0 — V 6F[0)dy + V5 dE] = H(P) .

Dunque

W@, Py ) :[ VAQ, P)dor(e) + H(P).

Dy

Infine, in base alla Osservazione IT del n. 2, e tenendo presente che se P

appartiene "a D -— 8, lintegrale }V (@, P)dw(e,) ¢ una gr7-funzione, che
Dy~
V&(Q, Py decresce per » che decresce a zero e che % = » in D, si conclude che

?(P) = [ (@, P)dw(ey) -+ h(P), PcD—g§,,

D

essendo A(P) una @77-funzione.



