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ANTONIO MAMBRIANI (%)

Su i prodoiti delle derivazioni definite, d’ordine qualsiasi.

Questa Nota fa seguito a un altro mio lavoro su la derivazione d’ordine qual-
siasi (1), che verra qui richiamato con (D.q.1). In (D.q.1) sono introdotti in modo
naturale e semplice i due concetti fondamentali di derivata definita di ordine qual-

~stast--(0y-se-si-vuole, derivate-di-Riemann-—e Liowville) e di-derivata inde=
finita di ordine qualsiasi. Questi concetti sono fra loro collegati dalla nozione
di derivata (indefinita) di ordine qualsiasi dello zero, come esprime la formula
(13) di (D.q.1.). Tale formula c¢i mostra che «solo quando Pordine di deriva-
zione ¢ intero positivo i due concetti di derivata definita e indefinita vengono
& coincidere ». Nella presente Nota mi occupo della risoluzione del seguente

Problema. Determinare come si esprime il prodotto di due derivazioni de-
finite, con una stessa origine e di ordini p e v qualsiasi, mediante la derivazione
definita con quella origine ¢ d’ordine la somma u-tv.

La rigoluzione di questo problema €& ben conosciuta nel caso in cui tanto
4 che v abbiano parti reali negative, ma lo & solo vagamente negli altri casi,
per quanto mi consta. Il prodotto di due derivazioni definite degli ordini u e »
non ¢ in ogni caso eguale soltanto ad una derivazione definita d’ordine la somma
p + v, come mostra subito la seconda delle formule (5) di (D.q.1). La risoluzione
completa di questo problema e dell’altro analogo relativo alla derivazione
indefinita & assai utile per le applicazioni della derivata d’ordine qualsiasi alla
teoria delle equazioni differenziali.

In questo lavoro ho abbandonato il simbolo R(») usato in (D.q.1) per
indicare la parte reale di » e vi ho sostituito sistematicamente il simbolo ||,
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assai comodo e caso particolare di un simbolo generale (*). La formula qui
stabilita, che risponde al problema, ¢ la seguente:

S < . (@ - ty) T HF
(I DED? f(w) = Drrr f(z) — S | D F fa) e A
Ty xo Y 1 o ==y, (_' o i“) !

(l7lo<<m, = numero naturale),

dove nel primo membro la prima derivazione da eseguire & quella di ordine ».
Qualora » sia un numero naturale puo farsi anche n==v.

Da (I) segue
(ID) DD’ fl@) = D f(x)

O g

quando:

Caso 1° Si-ha g qualsiasi e [v],<<0.
Caso-208i-ha-gr==0;1;2y . e-v qualsiasi.

Per p=—we |v],>0, con »=0, da (1) risulta:
s N Lot
(I11) fl@) =2, [D””kf(-’f)} ({("1, ’";7,“ + D7D’ () (Iv]o<<n),
1 &y T =L, AP N £

formula generalizzante la nota formula di Tavror [efr. la formula (6) di
(D.q.1)].

1. — Prodotto di due derivazioni definite, con la stessa origine e megative.
Consideriamo il prodotto

D“D" con il <0, |v], <O.

ENEN

Supponendo ora, per semplicitd, che f(x) sia continua nel suo campo di defi-
nizione, abbiamo [(D.q.1), formula (8)]

@ T

lap e ) —H— 1 { )1
& K d (z—0)

M) D* D" (@) =
Ty . '{'u

(2) A. MaMBRIANI, Sul concello di «modulo parziale», Rivista Mat. Univ. Parma
4, 227-232 (1953).
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Cambiando nel secondo’ membro l'ordine delle due integrazioni successive,
s’oftiene (avendosi x, <1t <1< )

@ i

! e 1Y F( T) - I(T“‘t) .
1 D‘D fe) = [f(t)dt[ ATy "L

Zy i
Ma ¢ [(D.q.1), formula (8)]

ar

j(w*r)*"”ﬁﬂ) -1 (2 —1)=r=1

Camnt ooy TE Dy

1
e inoltre [(D.q.1), formula (10')], avendosi |»],<< 0 e quindi |—y—1[,>—1,

D/4(:”~t)"1‘_1"~ (w—t)=p—v=1
¢ (—v—1)! M\—,u~ Py — 1)

La (1') diventa allora

Jr(, — l) H—p—1
DD f(a) = | f( ) dt
LI J (M‘ n—
ossia [ (D.q.1), formula (8)]
1) DD (&) = D#+r f() (!!‘I0<O5 )yquo< 0).

Dunque:

11 prodotio di due derivazioni definite, con la stessa origine e negative, ¢ uguale
ad una sola derivazione definita, con quella origine e negativa, di ordine uguale
alla. somma degli ordini delle derivazioni fattori. '

Analogamente &

D’ D f() = Drtr f(a) (J1]o<< 0, |rle<<0),

onde, confrontando con (1),

DD’ f(@) = D* D f(x) (ule<< 0, [rlo<<0),

ET xy @y

ciot: Il prodotto di due derivazioni definite, con la stessa origine e negative, gode
della proprieta commutativa.
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2. — Prodotto di due derivazioni definite, con la stessa origine, la prima nega-

tiva e la seconda positiva o nulla.
Riprendiamo la formula (9) di (D.q.1), ossia (mutandovi » in # ed n in m,
per opportunitd delle considerazioni seguenti)
(3) DA f(®) = D™ Dr™ f(x) (|ue]o<<m, m numero naturale),
Lo

To

oppure, scambiando i due membri,

3" : D™ Dr—™ flx) = D* f(w) (}o<<m, m numero naturale).

T

Ta (3') esprime gid una parziale affermazione nel senso da stabilire ora.
Applicando (3) e (3) si pud giungere alla affermazione pilt generale per un

prodotto -

DYDY con |ule>0, |v[e<O0.

z, @

Invero, supposto f(z) tale che D#*D"f(z) abbia senso, applicando (3) si

@y @

ottiene

(4) DD f(e) = D" D" DY f{®)  ((u]o<< m, m numero naturale).

2 @ @ N

Bssendo |p—m|,< 0, |»|o<<0, per il precedente n. 1 risulta

D#=" D f(w) = D" f(a) ,

onde (4) diventa

(4) - D*D @) =D D f@)  (jule<< 0, []o<< 0, m numero naturale).

xy, iy

Poiché qui si ha |p-+v|,<<m, applicando (3') segue infine

() DD @) =DF f@) (el 0, (7<)

Ly Ty

Dunque:
11 prodotto di due derivazioni definite, con la stessa origine, la prima negativa
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e la seconda positiva o nulla, ¢ uguale ad una sola derivazione definita con quella
origine ¢ di ordine uguale alla somma degli ordini delle derivazionti fattort.

Questa conclusione associata a quella del n. 1 ¢i da intanto Paffermazione (IT),
caso 19, considerata nella Introduzione.

3. — Prodotto di due derivazioni definite, con la stessa origine, la prima

d’ordine un numero naturale e la seconda d’ordine qualsiasi.
Consideriamo il prodotto

DD con w qualsiasi e n=1, 2, 3, ....

)

Supposto f(x) tale che D* D"f(x) abbia senso, osserviamo che per la conclu-

sione (II), caso 1°, provata nel precedenti nn. 1, 2, si ha
? b l ? h

— Ty —n
D# == DD,

g EN 24

onde

D" Dn f(.’l/') — Du—«}-’nD—n an(m) R

o

Ma ¢ [(D.q.1), formula (5)]

{(x — wy)*
‘n_nDn]‘(w)_f(‘x)*ZL[th x——:r(,—i;!_hﬂ‘~1
onde
1 (w — )L
D* D" f(x) = Df‘“’f Z, [D*f(2)],—s, Dﬂ+" o
Ed essendo [(D.q.1), formula (10)]
& 940)’” (— o)t~ #
+n
Doﬂ BT (h—n—p)!
si conclude
-1 . _L.o)k—n—;c

—
S
~—

D,u D f(m) — ]?11—}-11](( Zl [D f ﬁ_% (I 7 — 'u)!

(¢ gualsiasi; n =1, 2, 3,...).
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Osservazione I. Se up ¢ pure un numero naturale (u=1,2,3,...), si
si ha da (5) proprio

DD f(a) = D fa)

g
avendosi in tale caso & (k—n—pu)! = oo per k=10,1,2,..., n—1.

Osservazione TI Risolvendo (5) rispetto al primo termine del secondo
membro e ponendo p + % =y, onde w=v—mn, si ha:

7n—1

(5/) :IN)" f(' 1) D,v—n Dn zk [D % f( _N:‘,_‘__:,,

=% (b — !

[v qualsiasi purch¢ Df(z) abbia senso; n»=1, 2, 3,...].

To

Guesta formula ¢ da mettere a confronto con la (9) di (D.q.1), ossia con

D" flz) = D" D" " f{x) (j»lo<<m, n numero naturale).
£

*a

4. — Prodotto di due derivazioni definite, con la stessa origine, la prima

positiva o nulla e la seconda qualsiasi.
Consideriamo il prodotto

D*D? con u qualsiasi e |v], > 0.

¥y Mo

Supposto f(x) tale che D*D”f(x) abbia senso, risulta [(D.q.1), formula (9)]

Ty Ty

DD fl@) = D“D"D‘ "fle) (]»]o<<m, n numero naturale).

Ze Xy ay
Applicando (3) segue

(¢ — g a
D# D) = D+ D= fle)— S D D o

xy W x, g

vy (B —n—p) [

Iid essendo, per (II), caso 1°,

DD f@) = D f(),  DEDYfla) = D)

a °A ay @y @,
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si conclude

n—1

(©) DD f{) = D () — 3, {1>'~'""+v f(m)}

@, a2,

(¢t qualsiasi; {v],<<n; n=1,2,3,..),
dove nel secondo membro la somma si pud anche scrivere
n (;).b_« P )-—'[l—‘k
2| DS (ﬂf)J 0, .
1 aty [OESECN ('"' 23 "_]‘>
La (6) ¢ cioe esattamente la formula (I) della Introduzione.
Osservazione 1. Per v==o la (6) ¢ pure vera, in quanto la (6) per
v =n diventa la (5).
Osservazione II. Se ¢ u=20,1, 2,..., avendosi
(k—n—pu)l=00 per k=0,1,2,.., n—1,

risulta semplicemente

DD f(a) = D+ f(z) ,

*o o 0

come si ¢ affermato nella Introduzione [formula (IT), caso 2°].






