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MARIA ANTONIETTA BARATTA (%)

Sopra un problema di ripartizione del calore. (**)

1. - Introduzione.

In precedenti lavori ([1], [2], [8] (%)) sono stati risolti due problemi rela-
tivi alla propagazione del calore in due mezzi omogenei e termicamente iso-

tropi 8, ed 8., riempienti rispettivamente un cilindro di raggio r, ed un mani-

cotto cilindrico coassiale di raggi »; ed »,, nell’ipotesi che, fissato un opportuno
sistema di coordinate cilindriche, la temperatura in S; ed S, dipendesse dal
posto soltanto tramite la distanza + dall’asse comune ad §; ed 8,, essendo
nulla la temperatura iniziale. In sostanza, nei due problemi in questione si
trattava di determinare, in 8, ed §,, la ripartizione del calore generato, sulla
superficie comune, ad esempio per attrito, da una distribuzione continua di
sorgenti variabili col tempo.

Supposte note le costanti fisiche di S, ed 8,, i problemi si presentavano di
diversa difficoltd secondo che della distribuzione superficiale di sorgenti si in-
tendesse assegnata, quale funzione del tempo, la temperatura U'(f) oppure il
rendimento H'(t), ma in entrambi i casi veniva conseguita la soluzione me-
diante la riduzione dei corrispondenti problemi ai limiti ad un sistema di equa-
zioni integrali di VOLTERRA. )

Mi ¢é parso interessante riprendere tali problemi e ricercarne wna genera-
lizzazione nel caso in cui le temperature dei due corpi risultassero funzioni,
oltre che di », anche dell’anomalia 6, avendo supposto funzioni di » e 0 la di-
stribuzione iriziale di temperatura in 8, ed S; e di 0 e ¢, o la temperatura delle
sorgenti (1° problema) o il loro rendimento (2° problema).

Questa Nota ha per oggetto ’esposizione dei risultati relativi al primo
problema.

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universitd, Parma, Italia.

(**) Ricevuto il 15-VII-1954.

(1) T numeri in parentesi quadra si riferiscono alla Bibliografia posta alla fine
del presente lavoro.
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2. - Impostazione del problema e unicita della soluzione.

Indicheremo con

UD = U, 0,1) le temperature in S, (i=1, 2),

U'= U0, 1)
fo=fir, 0)
a

?

Ay hiy AW

Passegnata temperatura dello strato di sorgenti sulla super-
ficie comune ad S; ed 8,,

la- distribuzione iniziale di temperatura in §;,

la diffusivitd termica di §,,

rigpettivamente i coefficienti di conducibilith e di conduci-
bilith. mutua di 8; e dello strato di sorgenti.

In tutto il seguito supporremo le f; (i==1,2) dotate di derivate seconde
rispetto ai loro argomenti, e, per ogni », quali funzioni di 0, periodiche di pe-
riodo 2m, e inoltre supporremo la U’(0, t) dotata di derivate seconde limitate
e, per ogni ?, quale funzione di 0, periodica di periodo 27. .

Ilkproblema. ci conduce a risolvere, com’¢ ben noto, i seguenti sistemi:

(1)

R 100w 1 20w 1 oUW

or? T or 2 802 ot EYal in S, t>0;

ou®m

P + &k, UV =k U, per r =1y, ©>0;
UV =, in 8§, t=10;

BU®  19U® 1 2U® 1 U@
o i T Taa M =0
?BU;Q) —'U®= —}k'U', perr=r, 1t>0;
Eg(—g) 4k, U®= 0, per r=1%,, t>0;

U® = f,, in 8., = 0;

ove k, e k, sono costanti positive. In tutto il seguito porremo, per semplicita,

2 a2
a; = a,= 1.

L’unicitad della soluzione dei sistemi (I) e (II), per le ipotesi fatte sulle fun-
zioni U’ ed f; (i=1, 2), resta stabilita, nei campi considerati per » e 0, e per
ogni 7, da generali e ben noti teoremi ([4], pp. 694-710), ai quali senz’altro

ci riferiamo.
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Per provare lesistenza della soluzione dei sistemi (I) e (II) ¢i gioveremo
ripetutamente di alcuni metodi classici molto vantaggiosi per la soluzione ‘di
problemi ai limiti della Fisica matematica.

3. - Esistenza della soluzione del sistema ().
Posto
(1) UD(r, 0,8) = VO, 0,8) + WD, 6, ¢),

si soddisferda al sistema (I), quando VV=V D, 0,1) ¢ WR=WN(, 0, 1)
siano soluzioni rispettivamente dei seguenti sistemi:

BVD 1 aTW 1 Y@ @
T i TR T w1 Sy b= 0;
(g) STRSUTIN R B 6;:1), +E VP =0, _per.r=r,.  t>0;
V=1, in 8y, t=0,
a”a?;?:ff? . é ?L;;‘f? +;1¢ ,626’0’:” - 8_27;3 in S, >0
(&) —Wﬁ + o WP="5U, per r =1, >0;
WL =0, in 8, t=0.

Nelle ipotesi formulate, ¢ soluzione del sistema (gz) la funzione ([5], pag. 184)

2) Ve, 0,t) = 3 3 (4,, cosnl + B, , sennd)J, (o) =51,
s=1 n=0
dove:
410’q - n?‘i(d? -+ 76?){:70(0657'1)} j’ 7f1 (I)’ G)JO(GSI’ )d7 de,

hant17

20> '
4, . u : (o) dir 0
A, o= T 7r1~n /91){J7l(a?1)}2 J;fl(w, 0) cos n0-J, () drrd ,

—

Bn,s ==

(ol -+ B2 — n2 e (o))

2
200 J
[

k13

J fo (7, 0) sen nl-J,(eca) dr A0 ,



200 M. A. BARATTA

essendo gli o, zeri di
ad(or,) - by (o) = 0.

Per il sistema (B) seguiremo il noto procedimento di DURAMEL ([8], pp. 18-20)
per il quale la soluzione pud esprimersi eon

4
~

(3) W (p, 0, 1) =

| @

W, 0, 2, t— 2)dA,

D
~

1]

dove la tunzione W*(r, 0, 4, t) soddisfa al seguente sistema:

T T e TR = i S, =0
*) oW ,
(@ o + R W¥ =L, U00,2), per r=nr, t>0;

essendo A una costante positiva.
Per soddisfare al sistema (@*) poniamo ancora:

k‘V(T: 07 ;H ) = Z("'r 07 )L) - 17(777 0: ;‘*7 )

con Z=2Z(r,0,4) e Y= Y(r,0, 2, t) soluzioni rispettivamente dei seguenti si-
stemi:

Ly 107 | 1 827 o
. ot T aar Tkaer Vs in S;
(®1) . |
'57 +"Gld:klU, pel’ )':)‘1;
2y 10Y 1 8y 2y - o
o P =—, in 8, > 0:
ot Ty oar g% 902 ot ) N, >0;
: oY .
(@2) e + R Y =0, per » = r,, 13505
,
Y=—2Z, in §,. 1=0.

Seguiremo per la soluzione del sistema (@,;) il noto metodo delle soluzioni
-elementari, ponendo:

Z(ry 0, 2) = u(r) n(0, 2) .
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Con c¢id, indicato con y una costante, dovrd awversi:

LA | ap B Ly
(4) rem trg =0, B 45

+ i =10.

La (4) ammette ([6], pag. 440) come integrale generale
N ‘1 {2y Y '/2 N P T
) = O+ Cy con v=+/4y,

e quindi, per la realitdh della w, dovremo supporre y > 0
Posto y == n* ’equazione (5) da, subito, come integrale:

70, A) = ¢,(A) cos nd - d,(1) sen no.
La regolarita di Z(»r, 0, 2} in S, richiede O, == 0.
La soluzione della prima equazione di (@]) ¢ quindi data da
> r{e,(A) cos nf+ d,(2) sen nd},

n=0

ove sia possibile la determinazione dei coefficienti ¢,(4), d.(2).

Le ipotesi formulate su U'(0,t) ci assicurano la sna sviluppabilitd in serie
di FOURIER, non solo, ma, possedendo la U'(0, t) derivate seconde limitate, &
possibile determinare una costante assoluta I tale da aversi, per i coefficienti
della sua serie di FOURIER,

- L g . L
)(J'n()')}<;l-é » 1Dn()“)!<;72 .
Per soddistare alla condizione per » =», dovrd aversi:

Ey U0, A) ==k

it
©

C.u(2) cos nl -+ D,(4) sen nG} z T (—— -+ lq) .

N0
~{en(A) cosnd + d,(2) sennd},
il che richiede:

I‘/l n(A)

/n(}) = = 1W‘1{ n/’)‘l) F ].’,1} .

La serie

7 M D'n
(6) , Z(r, 0, 2) = z lcl( > J —9—"(—2 ~~~~~ cos nd + il + sen ;20}
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per il modo con cui & stata costruita, soddisfa quindi al sistema (B]") e, com’s
facile dimostrare ([7], pp. 375-401), risulta una funzione continua, dotata di
derivata seconda rispetto ai suoi argomenti e, per ogni », periodica, rispetto
a 0, di periodo 2z ([7], pag. 126).

Pertanto la Z(r, 9, 1) soddisfa a tutte le condizioni richieste per la soluzione
del sistema (5.°) e,con metodo del tutto analogo a quello usato per il sistema (oz)
si ha, per la soluzione del sistema (g;),

)

Y(r,0,2,0) = 3 3{E, (2) cosnl + F, (1) sen 0} T (o )e=3e,

§==] n=0

dove gli B, (1) e I, (2) sono espressi mediante formule analoghe a quelle per
gli 4, e B,,, in cui si ponga al posto di /1 la funzione —Z(r, 6, 2).
Si ha quindi per la soluzione del sistema (*) VPespressione:

7 Vi o O O S 21 R
(7) W ()‘, 0, }"; t)yﬁ > 71< ) (njr) T, €08 nf sennf ¢ 4+

M) 73 . S (‘«n,//)-l) + kl ;;;;;

Mg

+
3

i {E,Z’S(A) cos n0 + F, (1) sen ';zO}J,)(ocsr) e,
n=g

1

Per 1a (3), sostituendovi la (7), ricordando la (2) e la posizione (1), si ha,
a conti fatti, per la soluzione del sistema (I) Pespressione:

(8) U9, 0,0) =3 > {AM cos nl + B, ; sen 71,0} oo ) e~ %5t -
§=1 n=0
1
a [o2] @ ; 2
- }'7 > > {8, (%) cosnd + I, (4) sen n0}J,(or ) e~ 5D @], .
= 1m0
0

4. - Esistenza della soluzione del sistema (II).

a). Il sistema delle fumzioni U,(x,, 7).

Prima di passare alla soluzione del sistema (IT), converrd premettere qualche
considerazione sul sistema di funzioni:

U= Uty 1) == Julor) {a X (ors) + ko Yolora) }— Yalor) {aed y(omrs) + k()

con o, k., r., costanti, J,(or) e Y, (ar) simboli delle funzioni di Brsswr di
prima e seconda specie.
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Ogni U,, come combinazione lineare a coefficienti costanti, non contem-
poraneamente nulli (?), delle due soluzioni dell’equazione di BESSEL, soddisfa
a detta equazione, e quindi ammette infiniti zeri reali, semplici, ordinabili.
Da cio discende ([9], pp. 481-596), che anche I’equazione

(9) al (o, 1) — k' U(ory 7y) ==

ammette infinite soluzioni reali, semplici, ordinabili.

Con procedimento analogo a quello usato per le .J,(ar) ([5], pp. 172-173)
si puo provare che anche le U, (o, ») risultano ortogonali in un intervallo finito,
ottenendo:

To

J?'Uﬁ(a, — {[7 2y + (i — )] Unlor, 1) — [756"2 + (0%} — n®) ] Ui(ery 1)},

¥y

dove o ¢ uno zero della (9), mentre la condizione
al, (oc, 1) £ kU, (o, 1) == 0
¢ identicamente soddisfatta.
b) Costruzione della soluzione del sistema (II).
Anche in questo caso procediamo per gradi, ponendo dapprima:
(10) UD(r, 0, 1) = VO, 0, 1) + W, 0, 1),

con V& =V 0,1) e WP==W®(r, 0,7) soddisfacenti rispettivamente ai
seguenti sistemi:

(@) 1 a¥V®@ 1 82p® 7@ »
ore® - ore A e = e in 8., t>0;
or? roor rr 802 ot o
ot . .
@ — — VO =— kU, per r=r, t>0;
'
ove® .
e e Ry OB =0, per r=17., t2>0;
or
Vi = ¢ in S, t = (;

(%) Infatti, se fosse
I czY;,(arg) + ko X (arp) = 0,

U aitoms) + ko, ) = 0,
si avrebbe
J"(C{T'z) Y,;(a7~2) - Ez(“"E)J;z((ZTg) = 0,

il che & assurdo ([8], pag. 50).
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oWe® 1 eye 1 a"’U"” ower q 150
—— — - - = e n N, b 22 0
ot o er 2 a0 o 0 M P -
AW
e W =0, per r=i;, t>0;
()
& H e . ‘ N
— ke W® =20, - per vr=r, (>0;
We=f,, in 8, t=0.

Con metodo del tutto analogo a quello usato per il sistema (I), posto
WS, 0, 8) = R(r) £0) T'(1)

si ottiene per il sistema (F), come soluzione elementare,

W& = g% ‘(G,l cos nl -+ HL sen )IO)U,,(JS, )) ,

dove gli «, sono le soluzioni dell’equazione (9)
Date le ipotesi fatte sulla fo(r, 0), ¢ soluzione del sistema (#) la funzione:

(11) We = 3% 3G, ,cosnl -+ H, sennf} U, (o, 7) =3,
s=1n=0
con
I’ r oz
G\ : : %
o v{ (3R ors] Uty 1) — [ 2202 Uty 1)} } ' » Tdrds,
G, = ' 22 h yeos nG- U, drdo
mET o {[73065 - (25 — n2)] U2 (ery, ) e [12 2 (o2 —2) UL (o " (%, 7) drr 0,
a i 0.1,
(efrs —n®)1Un(as, 1) — {2+ (odry — )1 U } j ) senn Ul 7) ar af.

Hos = 007 @

Per la soluzione del sistema (@) seguiamo ancor qui il procedimento. di
Dunmamen. Soddisfera al sistema (@) la funzione
4 .
0 5
(12) P (e, 0, 1) = P V*@r, 0, 4, t— A)d A,
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quando la V¥=1%(» 0, 1, 1) soddisfi al sistema:

2Vx 1 eV 1 eV oTx

— = e b e e in 8, 12 0;
or2 r o or 1 86 ot e 0
oT* .
e = BV E = — [0, per =1, 120;
(€% v '
oV
é)‘ —‘L ‘1‘72 V=0 s per ¥ ==17,, t ;‘ 0.
V=0, in 8, t=0.
Porremo ancora
(13) VE(r, 0, 2y t) = S(r, 0, 4) + X (r, 0,2, 1),

con N =8, 0,1, X=X(,0,2,1 soluzioni rispettivamente dei seguenti

sistemi:

L =0, in S,

" 28
@) C WS = — KT, per r=ry;
or
oS L
P 4+ ky 8= 0, per =1,
- :

02X 1 04X 1 e2X oX
- S -

—_— e == — in 8, t>0;
a oy or | 1% 002 ot * -
X
5 P X =0, per =171y, 1>0;
8. !
24X -
5 Lk, X= 10, per r=1, t>0;
1y

X=-—8, in 8., t=0.

" Procedendo come per il sistema (@), si vede facilmente che, per le ipotesi
fatte salla U’, soddisfa al sistema (@) la funzione:

S e

O,,(Z) cos nf + D, (4) sen no

(el oo e )
1)\ "1 o/ \T2 "1
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Si pud provarve ([7], pag. 401), con opportuni caleoli, che la (14) ¢ una
funzione continua di r e 0, per ogni », periodica rispetto a 0, di periodo 2z ([7],
pag. 126), e dotata di derivate seconde.

Pertanto Ia S(r, 0, 1) soddisfa a tutte quelle condizioni che permettono di
risolvere il sistema (@) con metodo del tutto analogo a quello usato per il
sistema () e di trovare, come sua soluzione, I’espressione

(15) 0, 2) = z }:{ ns(2) €08 0 + Q, (2) sennl} Uy, ) e3¢,

dove i P, (2) e @, (%) sono assegnati da formule analoghe a quelle trovate
peri G, e H,,, ove si sostituisca alla f,(r, ) la funzione — S, 0, 2).

Per la posizione (13), ricordando 1a (12), Ia (14) e la (15), si ha per la solu-
zione del sistema (@*):

e *\"* n . o \? 1 1
16 V0, %0= 3K {H o)+ () (—*7); o
C,(2) cos n0 + D, (A) sen nf

o B\ o\ n AL no\
=)=+ k)= + F ==l ||~ —F
7y \1y 7y ry ) \7y 7y

+ 2 2{P,.(%) cos nO b O, o(2) sen n0} Uy (g, ) e8¢

+

Sostituendo la (16) alla (12), ricordando la (11) e la posizione (10), si ha
infine, a conti fatti, qu&le soluzione del sistema (II),

(1mn ro=3% % {GM cosnf -+ H, ; sen 110} Uplots , 7) et -1

La (8) e la (17) costituiscono insieme la soluzione del problema considerato.
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