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MARIALUISA DB Socio (%)

Sulla propagazione nelle guide con dielettrico eterogeneo. (*¥)

1. — Nel presente lavoro studieremo il problema generale della propaga-
zione delle onde elettromagnetiche nelle guide d’onda a pareti perfettamente
conduttrici, riempite con dielettrico eterogeneo, ma identico su ogni retta
-.parallela-all’asse del.tubo, supponendo Peterogeneita-molto.piccola,-onde.poter

applicare il metodo delle perturbazioni. Con tali ipotesi ogni modo di propa-
gazione sara prossimo a un modo TE o TM che si ha nella guida con dielet-
trico omogeneo. Se questo modo & semplice, cioé non esistono altri modi che
si propagano con la stessa velocitd, c¢i sard facile trovare la correzione di velo-
citd dovuta alla eterogeneita. Vedremo poi in questo caso che, il modo, se
TM nella guida con dielettrico omogeneo, rimane tale, in prima approssima-
zione, anche se il dielettrico ¢ eterogeneo, purché in ogni sezione le linee di
livello delle componenti longitudinali del campo elettrico siano parallele alle
linee di livello della costante dielettrica ¢; analoga proprieta vale per un modo TE.

Studieremo poi il caso multiplo, ossia un modo prossimo a due modi TM
{o TE), dotati di ugunale veloecitd in un mezzo omogeneo; per effetto del-
Veterogeneitd i due modi si propagano con velocita diversa determinata da
un’equazione secolare di 2° grado, e tratteremo il caso particolare dei modi

_dissimmetrici nelle guide a sezione circolare.

Congsidereremo anche un modo TE e uno TM, propagantisi con ugual velo-
cita se il dielettrico & omogeneo; 1’etetogeneit~2‘1~ li rende, in generale, ibridi,
come avviene nel caso particolare delle guide a sezione rettangolare, segna-.
lato da I. GIOVANARDI (}) e che viene qui ritrovato.

Da ultimo verrd trattato il caso del modo TE simmetrico e dei due modi

(*) Indirizzo: Via Don Minzoni 9, Bologna, Italia.

(**) Riecevuto il 21-V-1954. ’

(1) 1. Grovanarpi, Sulla propagazione delle onde elettromagnetiche in una guida riem-
pita da wn dieletirico eterogeneo, Ann. Univ. Ferrara, Sez. 7, 1, 81-87 (1950-51; 1951-52).
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TM dissimmetriei che in una guida a sezione circolare, viempita con dielet-
trico omogeneo, si propagano con eguale velocitd: abbiamo provato che essi
si spezzano in tre modi ibridi con diversa velocitd.

2. — Consideriamo una guida d’onda a sezione gualunque, ma a connes-
sione semplice, con pareti perfettamente conduttrici, riemypita con dielettrico
di costante dielettrica variabile (identica perd su ogni retta parallela alla dire-
zione di propagazione) e permeabilitd magnetica u costante. Pit precisamente
supponiamo &= g + &, con g, costante ed ¢, variabile, &, perd cosi piccola
rispetto ad &, da poterla considerare come infinitesima.

Fissato un sistema di riferimento cartesiano ortogonale Oxyz con lasse z
coincidente con ’asse della guida, supposto al solito che il campo elettrico e
quello magnetico dipendano dal tempo ¢ e dall’ordinata z secondo il fattore
e~ con f=ow/v, w e v rispettivamente pulsazione e velocita di propa-
gazione di fase dell’onda, possiamo, come ¢ noto (3), ricavare dalle compo-
nenti delle equazioni di MAXWELL lungo gli assi z ed y le quantita: E,, B,,
Hy-Hy-in-funzione-di-B;-ed Hy-Si-ha

oL, eH,
ALY — e A e
kK, if P oy
oK, oH,
k2l — — iR b i —F
2B, iB oy T,
(1) oF oH
FH,= ¢j oy ip =
. BH, oH,
]C“Hu = - &) é./;‘ jﬁ "a‘;/" y

con k?= guw?®— f*, &= g, -+ .

Se il mezzo nella guida fosse omogeneo, cio® == g,, si avrebbe k*=k > 0;
poiché abbiamo supposto il dielettrico debolmente eterogeneo, cioé & molto
piccolo assieme alle sue devivate, & allora k= k2 -~ k¥, con %k} molto piccolo
rispetto a k. Si ha cosi anche k> 0 ed ¢ lecito dividere le (1) per k2 e sosti-
tuire poi nelle componenti delle equazioni di MAXWELL lungo Passe z. Si ha
allora, in una sezione generica normale all’asse,

g, . Pro . . ; 2
AB, — 5 grad B, x grad ¢ — T grad e Agrad H, x k + k*E, =0
a3 e
@) fow pow?
A4H, - e grad ¢ Agrad B, x k— i grad exgrad H, + k*H, = 0.

(?) D. Grarri, Le guide d’onde, Rend. Sem. Mat. Fis. Milano 21, 14-27 (1950).
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Le condizioni al contorno sono:

oH,

Come & noto nelle (2) il laplaciano ed il gradiente vanno eseguiti conside-
C o oH, | . .
rando F, ed H, solo funzioni di x ed y, nella (3), Pl la derivata di H, fatta
n

in direzione normale al contorno della seziomne.

Conforme alle nostre ipotesi, le soluzioni di (2) saranno molto prossime a
modi di componenti longitudinali ., H.,, propagantisi nella guida riempita
da dielettrico omogeneo con costante dielettrica g,. Posto, allora, E.—E,,-+ 1.,
H.=H.,+H.,, p*=p£+p, =k, +k con k=& uw’— f;, notando che K,
ed H., soddisfano alle equazioni:

[ AE:O -+ kgEzo ={ ’
@ 1

la (2) in prima approssimazione diviene, percheé E.,, H.,, & conle loro derivate e
3, K3 si suppongono cosi piccole da poter trascurare i loro quadrati e prodotti,

2
AE, — /ji eradF,, x grad ¢, — —@%@3 grad &; Agrad H.,x k -+ kK, +
ey kyeg
+ Sl,ungzo" /jliEzo =0
(2') ;
AH,, + —;’-? grad g; Agrad B,y x k— ,u]:: grad & xgrad H,, + kiH., +
Yo 0
+ guew*H o— [iH 4= 0.

Consideriamo ora, per esempio, un modo TM nella guida con dielettrico omo-
geneo e sia F., il valore della componente longitudinale del campo elettrico.
Tale modo abbia inoltre velocita di fase diversa da tutti gli altri modi propa-
gantisi nella guida. Le (2') si riducono in questo caso, poiche H,, = 0, a

: b .

] AB, ~—- e, grad By x grad &, + kol.y + epu?By— BB, =0

2"
l AH,, + é}g—? grad e, Agrad .o x k -+ k. H,; =0,
1] .

con le stesse condizioni al contorno (3) valide per H., -H., H.,.
Per calcolare 87 applichiamo i soliti metodi della teoria delle perturbazioni,
cioé moltiplichiamo la prima equazione di (4) per E.,, la prima di (27) per B,
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sottraiamo membro a membro ed integriamo su tutta la sezione ¢. Dal primo
lemma di GREEN e dall’annullarsi al contorno di B,, ed X, si ha subito che gli
integrali contenenti i laplaciani di B,, ed I, sono nulli, sicehd dopo facili
calcoli si ricava:

: 2
= I,ua)? { &2 do — ~€‘~’~ B grad B, xgrad g da \’ B, do.
1 j i kagg I

Questa formula permette il calcolo di fZ, da cui ¢ facile vedere Pinfluenza
dell’eterogeneita sulla velocitdh di propagazione. Per ‘semplificare tale formula
osserviamo che, essendo H,, = 0 al contorno di ¢, si ha:

(5) []’.0 grad i, x grad ¢, do =

RO e
Ay, Q

o 1f ., 1 o
div(#2, grad ¢,)do — 5 [ B de, do = — 5“’ I Ae, do.

g R -

Quindi:
pi = {,uw }' e B2, do‘—}—yﬂ; J'Eioﬁelcla}/"]ﬂioda.

RN J
¢ [

Nel caso che ¢, sia armonica, ossia de, = 0, questa formula si semplifica
ulteriormente ed ¢ analoga a quella trovata da CAPRIOLI (%) per le onde pros-
sime a modi TEM in un cavo.

Noto 7, si pud calcolare, con i metodi della teoria delle perturbazioni ®,,
ed H, . Non insisteremo su tali calcoli, osserveremo piuttosto che se grad e,
¢ parallelo a grad E,,, cicé se le linee ove L., & costante coincidono con quelle
in cui & costante ¢, la seconda di (2) si riduce alla seeconda equazione di (4)
con H in luogo di H,,. Ma k& non & auto ralore di questa equazione, onde si
ha H,, =0, cio¢ Peterogeneita lascia il modo ancora TM. In caso contrario
H., 0 ma molto piccolo; diremo che il modo & licvemente ibrido.

3. ~ Supponiamo che nella guida con dielettrico omogeneo si propaghino
colla stessa velocitd w/f, due modi TM (si ottengono avaloghi risultati consi-
derando due modi TE). La velocitd di tutti gli altri modi TE e TM che Ppos-
sono propagarsi nella guida sia diversa da quella dei due modi considerati.
Dette E. , B!, le componenti del campo elettrico di questi due modi lungo
Passe z, converrd porre

! i ’
o L, = Cigi(z,y), B, = Cops(w,y) ,
(®) L. CaprioLr, Sul comportamento dei modi TEM nei cavi coassiali in presenza di
lieve eterogeneita del dielettrico, Rend. Sem. Mat. Univ. Padova 22, 354-365 (1953).
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dove O, e O, sono due costanti, ¢, ¢ g, due funzioni che possiamo sempre sup-
porre reali, ortogonali fra loro e normalizzate, cio¢ tali che Dintegrale su o di
¢ e-¢t sia uno, quello di @,p, sia zero. o

Per quanto si & detto, Pautovalore delle equazioni di propagazione del
campo elettrico nella guida con dielettrico omogeneo ¢ multiplo, sicché Iespres-
sione pill generale delle componenti lungo Passe z del campo che si propaga
con velocita w/f, &:

By = Cipy + Copp: Hy=0,
con O, e C, non entrambe nulle.

Per la lieve eterogeneitd del dielettrico avremo E, = K., + ¢, H.= v/,
k=12 -+ k2, Br= g+ i, con ¢, v/, B, ki, grad ¢', grad 9’ da considerarsi
piccoli come il termine correftivo ¢, di &, sl da poter trascurare i loro qua-
drati e prodotti.

I1 sistema (2') diviene, nel nostro caso,

2
A(p’-—}é‘zf (C, grad g, + C, gradp,) X grad &, + kyp' +

(6) + (g — B(Crgy 4 Cop) =

w 2 g
Ay’ %— grad g, A(C, grad g, -+ O, grad,) x k 4+ kjp'=0,
0

mentre le condizioni al contorno sono ancora le (3), la prima valida per ¢,
!

@., ¢, la seconda per p'.

Si ha inoltre che ¢, e @, soddisfanc alle equazioni:
~ 2 2
(7) Apy + ki, =0, Ay + kg = 0.

Come nel n. precedente, moltiplichiamo la prima equazione di (7) per (p;,
la prima di (6) per ¢, , sottraiamo membro a membro, integriamo su ¢ e appli-
chiamo il primo lemma di GREEN in modo da annullare i termini contenenti
i laplaciani di ¢’ e ¢,. Ripetiamo poi le stesse operazioni sostituendo ¢, a ¢,
ed alla prima equazione di (6) la seconda equazione di (6). Otteniamo cosl il
sistema: '

2
o fo @y grad g, X grad g, do— pw?® | &,¢; do +
ko P ¥ L ‘771 1[
0

¢ 2
-+ O, {]fj - [ @, grad @, x grad ¢, do — ,ua)zj 1012 da} =
(8) P ’ ' ’
C, { 72—‘:; [ @. grad g, X grad &, do — uw? j elqalngda} -+
bl 1]

2
-+ 0, {~—~9 j @, grad @, X grad & da-,uwﬁj apido + 3 } =0

[ G
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Tale sistema ¢ omogeneo nelle costanti ¢, e C,; affinche abbia soluzioni non
tutte nulle dovra essere nguale a zero il determinante dei coefficienti. Notiamo
che si ha, ricordando che ¢, ¢ nulla al contorno,

r Id

9) J(p] grad g, X grad ¢, do = } o, div (&, grad @.)do— | p,&, g, do ==

g g G

= }div (pr&; grad ) do — | &, grad g, x grad g, do — } @& dp, do ==

Q.

g G

==k { &1010s da—J & grad e, x grad gy do ,
[ o
relazione ancora valida scambiando gli indici nelle . Tenendo presente la (5),
dove in luogo di E.,, si ponga ¢,, 1'ugnaglianza a zero del predetto determi-
nante diviene:

[ 2 kz 2
L ﬁ; pide do—pw? | epide + 2 — | expup, da~—,r'§9x & gradg, X grad ¢, do
I 2kge, £ oty
i 4 G g c
10 .. 2 2 ;
; ko f}o e . ﬁo 2 2 2 2
{— = | a1 pedo—5— | &; grad g, X grad g, do e | @2 A, do— puo® | gpido+p7
L g kye, i 2y &9 N
(<2 (o2 g (23

Quindi ] soddisfa ad un’equazione secolare di 20 grado. Esistono percid, in
generale, due valori reali e distinti di f7, cioé per effetto della eterogeneitd si
hanno nella guida due modi che si propagano con diversa velocita. Dalla se-
conda equazione di (6) si pud poi ricavare o', che sard in generale diverso
da zero.

4. - Come caso particolare consideriamo, in una guida a sezione circolare
di raggio a e costante dielettrica ¢,, due modi TM propagantisi con la stessa
velocita e tali che le componenti longitudinali valgano, rispettivamente,

B, = C,Ad (ke 0) cos nd = Cp, , B, = CAJ . (k, o) sen nd = Cup, ,
H,=0, H, =0.

z0
Ovviamente ¢, e @, formano un sistema ortogonale, inoltre possiamo sce-
gliere 1 in modo che sia anche normale.
Supponiamo ora che la costante dielettrica risulti variabile ed esprimibile
con la seguente formula:

& =& + Au(p) cosmd + B, (p) sen md ,

—o.

|
{
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con 4, e B, funzioni di ¢ tali che, escluso al pit il caso m = 0, per g = 0
sia A,(0) = B,(0) =0.

Sostituendo tali valori in (10), si nota che tutti gli integrali che ivi compaiono
risultano nulli quando m assume un valore diverso da 2, ¢id perché ognuno
di questi integrali ¢ il prodotto o la somma di prodotti di un integrale di una
funzione di g per un integrale, da zero a 2z, di una funzione trigonometrica
di 2n¢ moltiplicata per una funzione, pure trigonometrica, di md, con m#=2n.
Percio, se, come avviene in generale, ¢ ha la forma

£ ==&y + D {Adu(0) cosmI + By(o) senmid},
0

per il calcolo di A7 basta limitarsi a considerare il termine per cui m = 2n e,
poich¢ possiamo sempre scegliere l'asse polare in modo che sia By,(g) = 0,
consideriamo

(11) g = & -+ Aun(0) cos 2nd = & + &, .
ST o '(.i)‘: . B S

[ &pp. do = E Asu(0)dE(kop)o do g sennd - cosnd-cos 2nd dd =0,
0

2 [}

j g gradg, xgrad ¢, do =

[e2
[ 4,lf)
d

= j As.(0) cos 27@19'1 cos nt - grad o — nd,(k,0) sen nd -grad & } X

aJ (& v ’
X { ié(——o—@ sen nd-grad p - nd,(ky0) cos nd-grad ‘19} do =
e
oo)\2  m? i
= J Ayu(0) {(d;]%(wf—@> — ]% J (ko) } 0 dg[ cos 2n - sen nd - cos n dd-= 0,
(2}
4] ¢ 0
J apide = j Asal0)i(kop)p do j cos?nd -cos 2nd dd = %}’ Aan{0)i(kop)o do ,
G 0 [ (1]
a 27 a
j &p; do == J Aun(0)a(ko0)0 do j sen®nd - cos 2nd df = —;f j Asn(0) 5 (ko0)o do-
G 0 [} 0

(1) Ricordando che & grad px grad p=1, grad ¢ xgrad§=1/g?

27 2 277
/0052 nd -cos 2nd dd = (1/2)/ (1-+cos 2nd) cos 2nd AP = =/2 , / sen? nd - cos 2nd dd = — n/2.

0 ] ]
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Infine, posto per brevitd

. 1 1 " 4n?
F(Q) = :) ‘4‘211(9) + ‘42n(9) - —l;{ Al"(g) i

si ha:

J(pi de do = J Ji(ko0)F(0)o do J cos2nd - cos 2ng - dd= ngz(kog)F(g)g do,
G 0 0 HO
[(pz de;do = [ J3(ko0)F(0)0 dQJ sen?nd-cos 2nd - A = — -;EJ Ji(koo) I (0)o do .
& 0 0 Ho

Sostituendo in (10) si ha che, poiché i termini della diagonale secondaria
del determinante a primo membro risultano nulli, la (10) si spezza allora
nelle due equazioni

a @

- | T(ko0) B(0)odo + 0T 4, (0) T2 (keo)o do } —0,
; T
. a . a
P [ J(ko0)F()o dg + -’-‘fff;Tj Ao} ilho)odo |
co €0 2
]

Nel primo caso, dal sistema (8), risulta C;+ 0, C,= 0, nel secondo risulta
C,5£0, C;=0. 8i ha cosl [tenendo conto anche della seconda di (6)], per effetto
della lieve eterogeneitd, che I due modi TM nel mezzo omogeneo e propagan-
tisi con la stessa velocita, ora diventano lievemente ibridi e si propagano con
diversa velocitd. Inoltre, mentre nel caso del mezzo omogeneo la posizione
del sistema di coordinate polari g, ¥ era arbitraria, ora si & seelta in modo
che & vari con la legge (11), sicché i due modi, a differenza del caso omo-
geneo, sono definiti senza alcuna arbitrarietd, salvo la solita costante molti-
plicativa.

Le equazioni (12) si semplificano ulteriormente se supponiamo che la co-
stante dielettrica risulti armonica, ossia de, = 0. Cid avviene se, per esempio,
¢ (b costante):

- £ == g -+ bp*" cos 2nd .

Si ha in tal caso:

p=TFot" [ Ti(lkag)e>+dg
0
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ossia, ovviamente, ancora due modi in generale lievemente ibridi, di diversa
velocita.

5. — Studiamo ora il caso in cul, in una guida generica a pareti perfetta-
mente conduttrici e riempita da dielettrico omogeneo, si propaghino un modo T™M
ed uno TE corrispondenti ad uno stesso autovalore &} e quindi con la stessa
velociti.

Siano, al solito,

By = Copz, y), H.y = Dy(x, y) ,

dove ¢ e D sono costanti, mentre o(r, y), w(a, y), che possiamo sempre sup-
porre tali che f ¢z, y)do =1, "y)ﬂ’(n:, y)do = &/u, soddisfino alle equazioni
’ 1 G

(13) dg + kg =0, Ap + Eyp=0.

Supponiamo ora il dielettrico lievemente eterogeneco. 1\1101"1 i due moch
considerati vengono trasformati nei modi di componenti longitudinali

B, = Cp + ¢y, H. = Dy + v,

dove @, e y, sono molto piccole come il termine corvettivo & di &.
Evidentemente le equazioni di propagazione saranno, con le solite <LI)1)1OS~
simazioni e posizioni,

2

Ag, — C Bo grad ¢; x grad g — W?oﬂ grad &, pgrad p X k - kjp, +

]‘050 o€
+ Oleum*— fp
(14)

2

D
Ay, + C ﬁ}“? grad g Agrade x kE— AU grad g xgrad p + kiyy -+
‘o "0
+ D{eypiet— By =0,

con le condizioni al contorno

o 0
(15) p=p=0, =ty

on on

Con procedimento di calcolo gia applicato nei paragrafi precedenti, cioe
combinando al solito modo la prima equazione di (14) con la prima di (13) e
Ia seconda equazione di (13) con la seconda di (14), si ottiene, sfruttando il
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lemma di GrREEN ¢ le (15), il sistema

{7;; -J(p rad & X grad e do — puw? }' g9 do /3;’}
ﬁol
—5— | @ grad & Agrady X kdo ¢ =0
Loso
¢ { — ﬂ/"?] wgrad g Agrade x kdo } -+
vo
D mf),[ yp grad ¢, x grad pdo — uw? [ eprdo |- /?},. 01
1 7“0 ] J

Il sistema, omogeneo in € e D, ammette soluzioni non tutte nulle se ¢ uguale
a zero il determinante dei coefficienti:

}'gp grad g x grad ¢ do — uw? i’ aprdo + f;, f;_gz/i‘qu? grad g; Agrad px k do
o € -

.3 N A ﬁiéo

perad e, Agrade X kde, —% pgrad g; X grad y do — pw* | &;p*do - ==

"

Tale condizione fornisce due valori per 7 che sono certamente reali, infatti,
notando che ¢, tenendo presente le (15),

(17) [(p grad ¢ Agrad y X kdo = — J’ prot(ygrad g) X kdo =
= — ] @ div (p grad &; Ak)do == *J div (py grad ¢ Ak)do -

+ [1/) grad o x grad & Akdo = — [ werad ¢; Agrade x kdo,

7

[ [

e ricordando la (9) in cul sia ora @, = @, = @ oppure ¢, = @, = v, il determi-
nante (16) si scrive, moltiplicata l'ultima riga per u/s,,

[N 2
, By £1¢p* da—~-°— & |ar ﬁ";uw p grade, Agrad y X kdoe
‘n Yoo koey )
f c c [
| =0.
5-‘12—9})99 rad g; Agrad y X kdo, ——”]wﬂ}’sllgndw] do -+ 52
1 kg Eok
| [ [

Si hanno cosi due modi di diversa velocita, in generale ibridi (e non lievemente
ibridi), cioé tali che C e D sono dello stesso ordine di grandezza.
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Come riprova dei risultati ottenuti esaminiamo il caso gia studiato dalla
GIOVANARDI in cui si considera una guida a sezione rettangolare di lati a e b
rispettivamente e con costante dielettrica funzione della sola 2. Ora & noto
che se il dielettrico fosse omogenco, per E., ed H., si avrebbe:

: 2 ma nm
! H.y = O, —=sen (";”Ia:>-sen (—-IZ g/) = Cp,
, h

(18) l ‘
. € moit nr
= D2l -2 2 20\ — .

H.,= D, aba cos< P a) cos ( b 7/> Dy
Le costanti moltiplicative 2/vab, 2v/¢,[(abu) sono state conglobate in ¢ e y in
modo che risulti {(p‘zdazl, f pido=¢g/u. I due modi rappresentati da (18)

G o
sono rispettivamente TM e TE e, come ¢ noto, si propagano con la stessa
velocita.
Sostituendo in (16) le (18), posto

@

a a
ma | ma | de - fmx o [m=
p=|sen|—=z}-cos|—wu)—dr, ¢=|sen?|—al| gdz, »=|cos?{—uzx|-¢dr,
a a da @ . a
9 0 1}
2 2
By =pB*—Bs

e dividendo l'ultima riga per e/u, il determinante (16) si riduce al determi-
nante secritto dalla GIOVANARDIL

6. - Supponiamo infine che nella guida si propaghino, in condizioni di omo-
geneitd del dielettrico, due modi TM ed uno TE corrispondenti tutti ad uno
stesso autovalore k; .

Un caso particolare in cui tale condizione ¢ verificata ¢ data da due modi
TM ed uno TE, propagantisi in una guida circolare di raggio ¢ (ove sia fissato
ancora un sistema di riferimento cilindrico g, ¥, 2, con lasse z coincidente
con DPasse della guida) e con componenti longitudinali rappresentati rispetti-
vamente da

B, = Cp, = C1AJy(koo) cos®, B, = Cup, = Cold;(kop) sen

H.y = Dy = D1d(k0) ,

dove la costante A & stata scelta in modo che @, e @, oltre che ortogonali fra
loro, risultino normalizzate e 7 in modo che f pido = gfu.
[

Evidentemente i tre modi considerati corrispondono ad uno stesso auto-

13 — Rivista di Malematica.
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valore kj, inoltre ¢,, ¢,, p sono soluzioni dell’equazione Agp -+ kip = 0, mentre

per le condizioni al contorno si ha, al solito, @, = @, == 0, oy/tn = 0.
Supposto ora il dielettrico lievemente eterogeneo, &= g, 4 &(p, ¥), no-

tiamo che le componenti longitudinali del campo F,,= 1 +Cops € Hy=Dy

risultano, rispettivamente, corrette dai termini B, =79, H, =7 da conside-

rarsi molto piccoli insieme ad e, (g, 9), mentre 2 variera di fi. Le equazioni

di propagazione saranno allora:

_ B
Ag m%?:;, grad g; >} (C; grad ¢, 4+ 0, grad ¢,) —

_ Poper (grad & AD grad p X k) - kg -+ (e,u0?— B5) (Cygpy - Cogy) =

]‘00

Ay + ﬁ]i’(g grad e; A(C, gradg, + O, grad g,) x k—
%

'ulz grad e; A\ D grad p + Ejp + (s uo*— ) Dy =0,

con le condizioni al contorno: ¢, =@, = ¢ =0, oy/on = op/on = 0.
Applicando il procedimento di calcolo gid usato varie volte, otteniamo il
sistema:

C, {;g—é J @, grad g, X grad & do — uw? J’el(pi do -+ f; } -+
2 eg
g 2 G
+ 0, { }’ @, grad e, x grad @, dm—,u,urJ' E10100; da}

ol c

+ D U ite o J’(pl grad g Agrad w X kdo’} =0
‘0€o

G

2
C, { ]ﬁ J(p_ rad ¢, x grad ¢, do — uw-J E1P1Ps da} -+
(19) p P

+ 0, { kﬁ) 5 [% grad &, x grad g, do — po* J eigado ﬂi} B
0% |

o G

-+ J){%—'Ms—ajj%gmdsl Agrad p X kda} =0
0%0

¢, {—— E 4{1/} grad &, Agrad g, x k da} + G, {— ﬂ]" j’ grad & Agradg, X kdﬁ} +
Y0

g G

—i—D{»’%—c;j’wgmd & X grad  do — uw? [611,02(10 —!*ﬂfj?/)gda} =
U

I G i
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Tale sistema, omogeneo nelle C;, C,, D, non tutte nulle, dovra avere uguale
a zero il determinante dei coefficienti. Divisa Pultima riga per &/u, ricordando
la (9), la (17) e la (5), i1 determinante uguagliato a zero fornisce, come &
facile vedere, un’equazione secolare di 8¢ grado in f?, e quindi con solu-
zioni reali per f7. In generale si avranno tre modi ibridi che si propagano
con diversa velocita.

Esaminiamo il caso particolare, gia accennato, supponendo che la costante
dielettrica sia data da (b, ¢, d sono costanti)

(20) € == g, *+ bp*cos 28 4- plc cos ¥ + dsen Q) .

La detta equazione secolare di 3° grado in By essendo Ade;, = 0, si ottiene
allora eguagliando a zero il determinante

ww?ab A2 [, s Bonwizen [ ., .
— = [«7;(7%@)93 do +ps 0 — = J I3 (ko0)o? do
T A o= Sar. SO - oo
9 ‘ 0
pw?bilx [ . 2 Bonwirdr [ _, .
o P J Jillkn0)e® do + f; — = 'JJI(koQ)Q“dQ
0 oo 0
Porrwiren [ R fonwitdz | _,
e — | Ji(k — = —— | JE(k 2
fpey | J1(Fae)e* do e, 1(Fe0)g do b
0 0

¢ tale equazione fornisce appunto tre valori distinti di By

Per studiare questo determinante esaminiamo dapprima il caso particolare
a
¢=0. I valori di f; si riducono a f} = (uw*nbi?/2) fJf(7cog)g3dg e ad altri

due valori che si ricavano risolvendo ’equazione dio 20 grado ottenuta ugua-
gliando a zero il determinante del secondo ordine che si ha sopprimendo
nel precedente determinante la prima riga e la prima colonna.

In corrispondenza al primo valore di pi si ha €, 0, C,= D=0, si ricade
cio¢ in uno dei modi considerati al n. 4. In corrispondenza agh altri due valori
di f7 si hanno invece due modi in cui C, =0, ma C, e D sono in generale
dello stesso ordine di grandezza; ciod si hanno due modi totalmente ibridi che
st propagano con velocita diversa fra loro ¢ diversa da quella del modo TM gig
considerato, ¢ possono riguardarsi una combinazione del modo TE simme-
trico ¢ del secondo modo considerato al n. 8.

Analoghe considerazioni, salvo lo scambio di ¢, con C;, si hanno se d=0.
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Si comprende percid che se, nel caso generale, ¢ ¢#0, d50, si hanno tre modi
ibridi che st propagano con diversa velocitd.

Si potrebbe trattare in modo analogo il easo della gunida a sezione quadrata
con dielettrico lievemente eterogeneo a connessione semplice.

Si troverebbe che i modi TE e TM, che nel dielettrico omogeneo si propa-
gano con la stessa velocitd, si spezzano in generale in quattro modi ibridi di
diversa velocitd. Non insisteremo perd su questi risultati facilmente prevedi-
bili in base alle considerazioni esposte-in questo numero e nel precedente.



