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§ L. ~ Definizioni. Problemi. I tre teoremi preliminari.

L1. — Introduzione. Sia p,, P, ..., Pn, ... la successione crescente 2, 3, b, ...
dei numeri primi e fissiamo D’attenzione sulla differenza Pns1— Pn come fan-
zione di #. Un classico teorema di P. TCHEBYCHEFF assicura che, per ogni
&> 0, esistono infiniti valori »' di » tali che 9, < (1+&)n'Inn’ e, da questo,
come facile conseguenza, si deduce che, per ogni &> 0, esistono infiniti. valori
n' di % tali.che

Purgr = pn'< (1 + 8) In Pnr

P. ErpOs [5] (*) ha dimostrato che esiste un numero y < 1 tale che per
infiniti valori #” di » si abbia P, — P <y 1n p,.: cioé che

(r11) - linint (P —pa)/lnp, = BE<1.

R. A. RANKIN [9] ha calcolato un' valore possibile di y e precisamente
quello che risulta dalle maggiorazioni eseguite nel teorema di V. BRUN secondo
lo schema di A. BucHSTAB[3]; questo calcolo ha condotto al risultato % < 57/59.
Gia in precedenza, nell’indirizzo di G. H. HARDY e J. E. LITTLEWO0OD, lo stesso
R. A. RaNkin [8] era pervenuto al seguente risultato:

«Sia O Pestremo superiore dell’insieme delle parti reali degli zeri di tutte
le funzioni IL(s, y) analitiche di s = o 4 4, definite, per o> 1, dalle ben
note serie di DIRICHLET Y y(n)/n’. Allora, se y > (1-+40)/5, per N abbastanza
grande, esiste almeno un p, che soddisfa alle due condizioni

N < pa<< Pur << 2N, DPnir— P yInp,»,

e, pilt recentemente, esso ha dimostrato [10] Panalogo teorema con y=c(1-+40) /5,
c=42/43. Pertanto

E< o(1 +40)/5

¢, nella «ipotesi estesa di RIEMANN », cio¢ nell’ipotesi O = 1/2, risulta B <
= 3¢/5<C109/186 = 0,586.... ‘

¢ stata completata in qualche sua parte di dettaglio soltanto recentemente. Ricevuto
il 25-1-1954. '

(*).I numeri in neretto entro parentesi [] si riferiscono alla Bibliografia collocata
alla fine della presente Memioria.
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Con la presente Memoria noi intendiamo portare un contributo allo studio
delPandamento della differenza p,;;— p. di interi primi consecutivi: i pro-
blemi che abbiamo affrontato si possono porre, provvisoriamente e in forma
grossolana, al modo seguente. Consideriamo Uintervallo (1—8)f<p,=¢& di
ampiezza 0&: come si valuta il numero di quelle differenze p,.,— p., con p,
in detto intervallo, che sono piccole? oppure, che hanno un valore intermedio?
E come si devono scegliere, in funzione di p,, i confini per classificare secondo
la grandezza tali differenze, affincheé il loro numero abbia Pordine di grandezza
O0&/In&? oppure sia asintotico a d6&/ln &, al crescere indefinitamente di &?

I1 problema, in questo ordine di idee, si trova enunciato in G. Ricecr [12] (3)
e ivi si trova anche accennato un risultato che & contenuto in uno dei teoremi
della presente Memoria (vedi Teor. X, n. 2.4 e 1’Osservazione che lo segue).

1.2. — La funzione enumeratrice Dy(&; 1, 1) e la funzione somma S,(&; u, 1).
Sia 0<<d=1 e 0= u<< A= +oo: denotiamo con :

A(Sul) (= A(&E; dud))
il camypo dei numeri interi » pei quali sono verificate le seguenti condizioni (?):

[ ILC lnpn < p11+1 - pﬂ é l ]n pn ) (] - (S)E < pn é E

A(Sul
() 0<O6<1, 0=u<i= -+ co).

B evidente il significato da assegnare ai campi A(501), 4(Spoo), A(8000).

Poniamo: .
(1.2.1) D& p, )= > 1 (funzione enumeratrice),
ASpuld)
(1.2.2) Ss(&5 1 A) = 2 (Pusr— Pa) (funzione somma).
AtSuiy

Fissato &, ambedue le funzioni D; e §; sono monotone non decrescenti al
crescere di 8, al crescere di 4 e al decrescere di p; esse sono additive per l'inter-
vallo (u, A).

(2) Vedi G. Rriccr [12], pp. 199-200.
() 11 campo A(dui) dipende anche da &: per semplificare la scrittura, non essen-
dovi pericolo di equivoco, tralasciamo questo indice.
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In conseguenza del « Primzahlsatz » risulta, evidentemente,

Dy(&; 0, 00) = 31 ~ 0E[n &,

A—0k<y, <&

‘915 (5; 07 OO) = 2 (T)nn"'l - pn) ~ 65 ]

e quindi siamo condotti a «normalizzare » le due funzioni D, e S, conside-
rando i rapporti

Dy(&; 1, A) - ((Sf/hlf) ’ Sd(f? Wy A) 1 (0€) .

1.3. — La costante H di Shah ¢ Wilson e i coefficienti B, e By, 1) di
Viggo Brun. Seguendo P. ErDGs [5], poniamo alla base della nostra ricerca
il seguente teorema di VieGo BRUN [2] (vedasi anche [3] e [4]).

«Sia 0<<d=<1, 2¢ intero pari = 2. Denotiamo con Z,(£; 2a) il numero

~-delle-coppie(py; pu)-di-interi-primi; tali-che

(1.3.1) Pn—Pn=2a, (A1—08E<p, =&, 2a<&;
poniamo
(L3.2) ®(2a) =TT 222

_ s<pla P —2

Allora, per &= £,(d) abbastanza grande, risulta
(1.3.3) Zy(&; 2a) < cD(2a)- 0&[In2E

essendo ¢ una costante assoluta (indipendente da a, 8, &).»
Normalizziamo la funzione Z (£&;2a) col porre

(1.3.4) Zy(&; 20) = 2,(&; 24)- D(2a)- 05/In* &
e fissiamo D’attenzione su z4(&; 2¢): la (1.3.3) si pud scrivere
(1.3.5) 25(&52a) << e.

Denotiamo con ¢’ ogni numero positivo tale che risulti z,(&; 2a) << ¢’ per

0<C2a= 08 e £z &(d, ¢') abbastanza grande (indipendente ancora da a):
ogni ¢ ¢ anche un ¢'.
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Denotiamo con @B, Uestremo inferiore dei numeri ¢’, ciod poniamo

(1.3.6) B, = lim sup z,(&; 2a)
per 0 < 2a =< 68, £ — + oco. Pertanto B, € il minimo numero reale non nega-
tivo tale che, ad ogni &> 0, si pud coordinare &,(5, ¢) in guisa da avere
25(&8;2a) << B -+ & per £=E&y(8,8) e 0< 2a< O&.

Sul «coefficiente di Vieco BRUN» B, ¢ noto che (vedi [4], [15], [13]) (%)

(1.3.7) 2H £ @,= 16H ,
dove
1]
1.3.8 H= I1 — e L= (0,6601...
(1:3.8) : gl (p— 1

__&la «costante di SHAH ¢ WILSON » introdotta da questi autori [14] nello studio.
sulle formule empiriche attinenti al « problema di GOLDBACH ».

Anziché considerare 1’intero intervallo 0 << 2¢ < &¢, limitiamo il campo di
variabilita, dell’intero 2a e, per 0 << 6= 1, 0 << A <C 4+ oo, poniamo:

( By, 1) = lizn sup z,(&; 2a),

Lt 0

(1.3.9)
l ulné<2a< Alné&.

Fissati 6, p1, A, per ogni &> 0, risulta 2,(&; 2a) < By(u, A) + & per & abba-
stanza grande; poicht ¢ AIné<C &, per & abbastanza grande risulta anche

(1.3.10) By(u, 1) < B (0= pu<<i<< -+ o0
E evidente che

1) per p'Su<<A= A" & By(u, A< By, V);

2) per p<t<i & By(u, A) = Max (B,(u, ), By(7, )3

3) per la monotonia di By(u, A) esiste (finito) il limite di B,(y, A) per
A=+ co ed & [per la (1.3.10)]

7.1_29%0 By, A) = By(u, 00) = B, -

(*) Bs < 16H & dimostrato in [4] e in [15]; Bs= 2H & dimostrato in [18]. Lo schema
contenuto in [11] conduce alla pilt debole limitazione By < 48H (vedi [13], p. 138).
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1.4. — T coefficienti &, e C,(u, ) attinenti alle differenze Pri1— P di interi
primi consecutivi. Denotiamo con

Z5(&; 2a) A {(2a intero = 2)
il numero delle soluzioni » del sistema

(1.4.1) Pot1— Pu == 2a, A—0)i<p. &, (0<do=s1),

cioé
(1.4.2) Z¥E 20) =31,
1.4.1}
¢ poniamo, analogamente alla (1.3.4),
(1.4.3) o ZE(E; 20) = 2] (85 2a): D(2a)- 8&[In2 £

allo scopo di fissare l'attenzione sulla funzione «normalizzata » 25 (&5 2a). B
evidente che Z < Z; e 2] <z, e quindi il limite superiore
(1.4.4) e, =1

msup 2, (&; 2a) ,

per 0 << 2a=< 6 e & — + oo, risulta finito ed &

(1.4.5) 0= 6,< @, (< 16H) .

Pertanto €, & il minimo numero reale non negativo tale che, ad ogni & > 0,
si puo coordinare £,(d, ¢) in guisa da avere zJ(&; 2a) << €, -+ & per £ = £,(9, &)
e 0<<2a 08,

Accanto a €; introduciamo una funzione Cy(u, A) che riguarda ’intervallo
(1, ) [analoga al coefficiente By(u, A) definito in (1.3.9)]

[ Cylus 1) =lim sup 23(£52a)  (0<O=1, 0= pu< i<+ oo),

(1.4.6) .
| per pIné<2a< Alné¢ e - 4+ 0.

E evidente che

1) se wWSu<A=A  &anche Oy, )= Oy, V);
2) se u<r<<i e anche  Cy(u, 4) = Max (Cy(u, v), O4(7, A));
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3) Gé(,u, /’{) = B,s(,u) A)7

4) esiste finito il limite
(1.4.7) Jim Cs(u, 4) = Cy(p, o0) = €= B, (= 16H).

[La 4) segue dal fatto che Cy(u, 1) & monotona e per £ abbastanza grande
Pintervallo pIné << 2¢ < A1né ¢ interno all'intervallo 0 < 2a = 0&.]

1.5. - I coefficienti G,({&,}) e Cy({£.}; u, ) calcolati lungo una successione
{&,). Assegnata una successione

{ES} 517 527 LA ‘537 e (§s<§s+1) §3~9-+OO),

si possono considerare le due funzioni

dove &, varia lungo la successione {£;}, e, in perfetta analogia con (1.4.4) e
(1.4.6), possiamo porre, per 0 < 0= 1,

[ es({&}) = lim sup 27 (£,; 2a)

(1.5.1) e
L 0<2a= 66, 58—+ oo,

e, per 0<Cd=1, 0 u<i<<+ oo

Cs({&35 py A) =lim sup 25 (£q; 2a)

(1.5.2) e
L plné < 2¢=<2In§, s—>+oco.

B evidvente che, per ogni successione {£}, risulta
(1.5.3) e&(‘{;fs}) =6, 06({58}; 2] )‘) = Cylpy )

e, inoltre, per ognuna di queste limitazioni esiste una successione {&s} 1la quale
da luogo al segno eguale.

1.6. — I tre teoremi preliminari. Incominciamo con ’enunciare alcune limi-
tazioni che legano la funzione enumeratrice D; e la funzione somma 8, con il
coefficiente C;. Per comodita del lettore ripetiamo qui le due definizioni (vedi
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n. 1.2)

(1.6.1) Dy(&; py 4) = 2 1, Ss(&5 1, 1) = z (P — D) 5
A

dove 4= A(0ul) = A(&; dul) ¢ il campo degli. interi n pei quali

{ ,Ullnpn<pn+1'—pné }‘-lnpn; (1“5)§<T’n§§ ]

(1.6.2)
(0<d=s1, O0=u<iI< 4 o).

Teorema I. Sia 0<< 1, 0= pu<< A<+ oo; allora

Cslu, 2) o0& 3
(16.3) D& 10 1= S 0 o (1),
quando & — -+ oo,

“Teorema II. Sia 0<0=1, 0 u< A< -+ oo; allora
(1.6.4) Sy )= 2B o myse 1o 0(08),
quando & — -+ oco.

Teorema IIT. Sia 0 <=1, 0 u<< A< + oo, Cs(py Ay > 0: 51 seelga
la funzione 2,(¢) in guisa da avere

Csu, 4) o6&
(1.6.5) Dyfts o 2) = =5 ) — s
Allora, per &~ - co risulta
. C(j(ﬂa * 2 o
(1.6.6) Sy(Es 1) = {A2(E) — p?} 86 — 0(0€) .

Osservazioni: I) I Teoremi I, II, III continuano « sussistere quando
la variabile & - +oo lungo wna successione {&} (£s—> + o0 per s > + oco) e
in luogo del coefficiente Cy(u, 1) si sostitwisce quello (minore o equale ad esso)

Os({&:}; 1y 1) -

Questa osservazione ci consentird di indagare pilt profondamente la struttura
della successione p,iq~— P,.
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II) Se Oy, 2) =0, i due primi teoremi ci danno
Dy(&; A) = o(6&[In¢§), 8485 1, 1) = 0(0§),

mentre per 1'ultimo teorema 2,(£) non si pud definive: in questo caso la (1.6.6)
& sempre valevole poiche S,(&; u, 4) = 0.

II1) Per il Teorema I la funzione () del Teorema IIT verifica la di-
suguaglianza ,(£) =< 4 -+ o(1) per § — + oo.

IV) Sia K= C4(u, 4), allora i Teoremi I, II, III rimangono valevoli
anche quando si sostituisce & a Cy(u, 1). Pei primi due l'affermazione & ovvia;
per il terzo essa si stabilisce subito osservando che, se ¢> 0, l>m=0,0>0,
y > 0, dall’eguaglianza

e(l—m)= (¢ + x)(l—y—m)

segue
e(l*—m?) > (¢ + ) {(l—y)*—m?}.
Infatti
(c + o){l—y)*—m*} = (¢ +o)l—y—m)(I—y +m)
=c(l—m)(l—y +m)
= ¢(l*— m*) —ye(l—m)
< e(l2—m?).

V) I tre teoremi sussistono se in luogo di Cy(u, 1) si sostituisce €; o
anche 16H: quest’ultimo valorve ci di le valutazioni espressive seguenti:

Dy(E; py A) = 8(A— o) 0&/In & + 0(6&/In &) ,
Sy (&5 1, M) < 4(A2—p?) 08 +o0(58).

Da Dy(&; uy A) = 8{A(§) — u}d&/In& segue
S5(&5 wy A) Z 4{25(E) — w2} 06 — 0(0§) .

VI) La dimostrazione di questi tre teoremi preliminari verrd ottenuta
al n. 6.4, dopo la preparazione di un gruppo di lemmi (vedi §§ 5, 6).
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§ 2. - Altri risultati.

Veniamo ad esporre altri risultati che si ottengono come corollari dei tre
teoremi preliminari del n. 1.6. Le proposizioni riguarderanno le successioni
{&:} crescenti e divergenti a oo (&, < &s41y £+ o0), senza escludere che &,
possa essere anche la successione completa degli interi naturali.

Avvertiamo che, tutte le volte che si presenteranno i coefficienti Cy(0, ),
Cyus 2), ecc., ad essi potranno sostituirsi quelli analoghi attinenti alla succes-
sione {&}, Cs({£}; 0, 1), Cy({&}; 1y ), ecc., senza che le proposizioni cessino
di valere; anzi, esse risulteranno in questo modo rvinforzate.

Le relazioni di limite saranno tutte intese per s -+ co 0 per £ — + oo, come
apparird in modo ovvio. Ogni relazione asintotica f(£)~0-g(&) & da interpre-
tarsi, secondo una convenzione abituale, come f(&) =0(g(£)), ciod f(£)/g(£) 0.

2.1. — Sul campo 4(60u) « quasi- pieno ». Un campo A(Sud) si dird quasi-
pieno_quando. il numero-degli interi-n-che-gli appartengono-¢-asintotico; per
§— o0, al numero degli interi primi p, pei quali (1— )< p. =< &; in base
al « Primzahlsatz », un campo A(dui) & quasi-pieno se, e soltanto se, il numero
degli interi » in esso contenuti & ~ §&/Iné&.

E evidente 1a analoga nozione di campo A(dul) quasi- pwno lungo una suc-
cessione {&}.

Teorema IV. - Se esistono una successione {53} ¢ un numero reale ¢ posi-
two (finito) u pet quali sia

(2.1.1) Ds(&s5 0, u) ~ 0&,/In &, ,

allora sono soddisfatte le condizioni sequenti:

(2.1.2) 0y(0, u)= H-Max (z, 1) ,
H
(2.1.3) Sy(s; 0, 1) = —— &, — 0(08,) .
6(0 )

Osservazione. Poiché C40,u)< €, < 16H, la (2.1.2) e la (2.1.3) ci
danno :

(2.1.4) p=2H/Ees=1/8,
(2.1.5) v Ss(Ee; 0, 10) = 6,/16 — o(SE,) .

Questo teorema ¢ un immediato corollario del teorema seguente.
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2.2. — Ancora sul campo A(00u).
Teorema V. Se lungo {&;} vale
(2.2.1) Dy(&g; 0, u)~ A-0&/In &, 0= A4<1),

allora, se Cy(0, u) > 0, sono soddisfatie le condiziont sequenti:
2

(2.2.2) Cy(0, u) = H-A-Max {— , 2— A} ,
n

B fes : Cy(0, ) oor |
0500, [u*)/l o0&, — 0(6§s)§ 8(5(55, 0, ‘LL) < ———Zﬁv u (SES—{ 0(655) .

(2.2.3)
Quando 0 A< 1 risulta anche

) 1—A2- H{CUs(0, p)
(2.2.4) f= 1—4

e si verifica almeno wuna delle due disuguaglianze

(2.2.5) C0,=H, As1—V1—050,w)/H.
Sia Cy(0, u) = 0; allora A=0 ¢ p=<1. Inolire
(2.2.5)’ Cy0, ) >0  per u>1.

Osservazione. Essendo G0, u)< €,< 16H abbiamo a maggior ragione

(2.2.6) w=HAIB,
(2.2.7) HAE,[16— 0(08,) S 8,5 42 08 JH + 0(0£.),
(2.2.8) p= (1— A216)/(1— A), (0= A<1).

Dimostrazione. Sia 40, u) > 0.

La (1.6.3) (Teor. I), scritta per (0, #) in luogo di (g, 2), unita alla (2.2.1),
ci da A= p-0y(0, w)/(2H) che & la prima parte di (2.2.2).

La (1.6.4) (Teor. IT) scritta per (0, ) in luogo di (u, 2) ci da la parte a
destra di (2.2.3).

La (1.6.3) (Teor. ITI), scritta per (0, ) in luogo di (u, ), unita alla (2.2.1),
c¢i da
20
TG0, )

A1(§) {4 +o0(1)}

e la (1.6.6) prende la forma

Sl 0, 2 S Gl oL} 08— 03K,
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che, semplificata, coincide con la parte a sinistra di (2.2.3). D’altronde &

0& ~ S()(ES5 0, +o0) = S«S@:SZ 0, u) + Sd(‘fs; My +00) =

S /12' 653 "}’ ,u"Da(fs; ,u'y 'T"'Oo) ln ‘Ss‘*" O(dgs) =

H .
—{ oo A2+ L — ) —o(1) }ae,

da cui segue
S Ay d—(1— ) 0.
Se A =1 risulta (0, u)= H che & la seconda parte di (2.2.2).

Se 0= A <1 siricava la (2.2.4); questa, unita alla u= 2H.A]C4(0, 1), col

yA*—2yA +120 [y = H/C(0, )]
e 81 ricava la seconda parte di (2.2.2).
Le (2.2.5) risultano subito da questa disequazione di 2° grado in .

Sia C4(0, u) = 0: allora la (1.6.3) ¢i di, come sopra, A< 1050, W) /(2H)=0
e il ragionamento svolto sopra ci d& anche

(st"‘ S,s(fs; Oy - 00) = Sé(fs} £y +OO) =
= Dy(és; p, +00) In &, =
= {1 —4) +o(1)} 6, = {u + 0(1)} 0,
e quindi x<1 e vale (2.2.5)".
I1 teorema risulta cosi completamente dimostrato.
Come corollario della disuguaglianza (2.2.8) si ottiene il seguente
Teorema VL. Per ogni &> 0, risulta
(2.2.9) Dy(&5 0, ) > (1— ) 8&/In &

quando & p= (15 + 2¢)/(16¢) ¢ & ¢ abbastanza grande.

Dimostrazione. Ponendo A=1-— ¢ in (2.2.8) otteniamo n=
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= (15 + 2e— ¢%)/(16¢); da cui segue l'asserto, che vale per £ — - co in modo
generale. '

2.3. — Sul campo A(dAco). I due campi A(604) e A(dAco) sono comple-
mentari e sussistono le due relazioni asintotiche evidenti

Dy(&; 0, 2) -+ Dy(&; 7~7 -+o0)~ 0&[In& ,
S,(E3 0, 4) 4 8, (63 2, -+oo)~ OF .

In base a questa osservazione si pud immediatamente enunciare la. seguente
. proposizione che & duale del Teorema V.
Teorema VII. Sia 0 1 ¢
(2.3.1) Dy(&s; Ay +o00)~ A-0&/Iné,;

allora sono soddisfaite le condizioni seguenti:

C,(0, 2) = H(1— /) Max {% 1+ /1} ,

©
&
o

v

(1...9’(40 ’ ;2) 0E,— 008,

<hia—ap T e 1ot

(
(2.3.3) Ss(&s; A, -+ 00) )
l 1 050, 2)f

In ogni caso ¢

(2.3.4) IAZ 1— (L— A)2H]C,(0, A)

¢ st verifica una almeno delle due disuguaglionze
C0, )= H, A=V1—0,0,)/H

Osservazione. Abbiamo a maggior ragione

(2.3.6) Sy Ay 4-00) S {1 — (1— APH[@,0E, + o(0E.)

(2.3.7) IS 1— (1 — ApHjE,
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€ ancora
(2.3.8) Sy(&s; Ay +o00) = {1— (1— A)2/16}0, + o(dE,)
(2.3.9) : IAS1— (1— A)/16 .

Poss.mmo svolge‘re alcune osservazioni per giungere a disuguaglianze che
legano i tre numeri 4, A e C4(0, 1).

Teorema VIIIL. Se per 1> 1 vale (2.3.1) allora

(2.3.10) A< ; {1 —y (1 — %)} ) [y = H|C0, 1)],

e quindi anche

Dimostrazione. Per A>1 & €40, 2) >0 [vedi (2.2.5)']. La (2.3.4) ci
dy A< 1JA<1 e quindi sostituendo ancora nel secondo membro otteniamo
una disuguaglianza che vale a maggior ragione ed ¢ la (2.3.10), da cui segue

la (2.3.11).

Teorema IX. Per 1< AZ 2 risulla

. 42 —1
(2.3.12) 0,0, )= H- ~(i}-2-~—) .
Per 1= 2 risulia
(2.3.13) C,0, )= H .

Dimostrazione. Per A=1 il secondo membro di (2.3.12) ¢ nullo e la
proposizione & vera. Sia A > 1; allora vale (2.3.4) che si puod scrivere

pA 4 (A —2) A+ (y — 1)< 0

e, poiche y >0, il discriminante deve essere positivo, cioé deve essere
AP—dyl + 4y =0 da cui y = 2%/{4(A—1)}, cioé la (2.3.12).
' La funzione C,4(0,1) ¢ monotona non decrescente e poiché Cy(0,2)= H

vale la (2.3.13).
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2.4. — Sul campo A(dud) «quasi-pieno ».

Teorema X. Se esiste una successione {£,} ¢ una coppia u, A di numeri
reali 0 = pu <A< - oo tali che sia

(2.4.1) Dy(&s; py A)~ 0&/Iné,,

allora & Cylu, 1) > 0 e sono soddisfatte le condizioni segumm

> {u P } 88, — 0(0E.) ,

) ~ 05( Hs ~)
(2.4.2) Sy(Ess 1y A) Oy, 7) .
2
l = LR (0 — ) 08, + 0(0F),
H . 2H
(249 CEN G P Gy
- (2.4.3)}, p— —. <,~ R R Cé(,‘t);b) :Z- H . - j ;;;;; N

Osservazioni. I) Bssendo Cy(u, )< €< 16H abbiamo a maggior ra-
gione:

(2.4.4) u<1—Hle,, izu-+2H/C,,
(2.4.5) 0= 15/16 , A= u+1/8.

Conviene qui ripetere 1’osservazione fatta al principio del § 2, e cioé: Nelle
disuguaglianze (2.4.2), (2.4.3), (2.4.3)" in luogo di Cy(u, A) si pud sostituire
il coefficiente Cy({£,}; p, A), non maggiore del precedente e che quindi potrebbe
venire a’ rinforzarle. :

Conviene anche enunciare una parte del Teorema X in una forma nega-
tiva, ¢ cioe: '

Se ¢ verificata una almeno delle due disuguaglianze

(2.4.6) 1 T __ r<p+ 2
2.4. — L s
Colmr ) 17 BT G 1)

allora non esiste alcuna successione {&;} per la quale si abbia

Dd(fs; ;u? )") ~ 558/11153 ’
cioé, allora ¢é ‘

lim sup Dy(&; u, A)-In§/(65) <1

&

2 — Rivista di Matematica.
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La proposizione sussiste a maggior ragione quando, in luogo delle (2.4.6),
si considerano le disuguaglianze:
1—H/e, < u, A<u+2H[C,
oppure:

15/16 < u , A<p+1/8.
Come corollario abbiamo:
Teorema X bis. Per ogni >0, ¢
(2.4.8) lim sup Dy(§; 0, 2H/@,— ) In£/(08) < 1,
(2.4.9) lim sup Dy(&; 1—H|C; + &, +o00) In&/(06) < 1.

II) Questo-risultato ci sembra-interessante: esso c¢i-segnala, in partico=
lare, che la costante Z di P. ErDOS, definita in (1.1.1), soddisfa alla disugua-
glianza ()

B<1—H/e, (£ 1—H|B,),

e quindi anche ' < 15/16: si confronti con i risultati di R. A. RANKIN (n. 1.1).
Inoltre, esso pone in relazione la costante universale che ci interessa con delle
costanti classiche; infine, viene ad essere maggiorata, accanto alla %, un’altra
costante universale che non & inferiore a quella: si tratta della costante indi-
cata con 4 in [12] (pag. 199), 1a quale & analdga alla F ed & definita trascurando
una successione di posti # avente « densitd nulla ».

Questo Teor. X ¢ un immediato corollario del seguente Teor. XI, pilt gene-
rale, del quale esporremo la dimostrazione.

2.5. — Ancora sul campo A(Sul).
Teorema XI. Sia 0SS u<<i<+tooe

(2.5.1) Dy(Es; puy A) ~ AEJIn &, .

Allora, se Cs(u, 2) = 0 ¢ anche A = 0, mentre, se Cs(u, 1) > 0, sono soddisfaite

(®) In G. Rrccr [12] si trova annunziato il risultato (del quale non venne mai pub-
blicata la dimostrazione) B< 1 — H/Bs: Vedi la pag. 199 dove le notazioni sono di-
verse: 13 & seritto f ¢ B in luogo di 2H e @By.
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le condizioni sequenti:

H
[ = { R Cotas 1) A }5&‘3— 0(d&;)
(2.5.2) 8,5 u, A)J G
S\t A
l s U0 (e ) 08,4 0(08))
1 H 2H
9.5, < D e > A2
(2:5.3) R APk A= Ay
(2.5.3)/ ‘ Coluy )= H- 2.

Osservazione. Abbiamo a maggior ragione:

(2.5.4) Syl i ) Z (A + AH@,) 05— o(0E.) ,
(2.5.5) nEg—Adg Zzu—‘—zl@;—
€ ancory

(2.5.6) Ss(Ea; s )= (Ap + A2[16) 0&,— o(E,) ,
(2.5.7) p=1/A—A16, A= p+ A8,

Nel caso particolare /1 =1 questo teorema si riduce al Teor. X.

19

Dimostrazione. La (1.6.3) (Teorema I) in unione alla (2.5.1) ci da
A= (A—pu)Cs(u, A)/(2H) che ¢ la seconda delle (2.4.3): in particolare se

Cy(u, A) = 0 & anche 4 = 0.
La parte maggiorante in (2.5.2) & la (1.6.4) del Teor. II.
Confrontando Ia (1.6.5) (Teor. III) e la (2.5.1) otteniamo

2H

M) = pu -+ Gy 1) {4 +o(1)}

e quindi:
B(E) — p2= (&) — (8 + u} =
= 2p{A + o(1)}[2u + 29{d + o(1)}] =
= dp Al + y4) + o(1),
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dove si ¢ posto, per semplificare la scrittura,

v =y, 1) = H[Cyu, 2) .

La (1.6.6) del Teor. IT1, tenendo conto di questa espressione di A}(E)-— u?
conduce alla parte minorante di (2.5.2).

Rimane da dimostrare la prinmy delle (2.5.3): per questo, basta osservare
che Sy(&s; u, A) < 0&, - 0(6€,) e la parte minorante di (2.5.2), confrontata con
questa, conduce all’asserto.

Il teorema risulta completamente dimostrato.

2.6. — Risultati riguardanti il numero delle piccole differenze p,.,— p,.
Poniamo la seguente questione: A quale condizione sufficiente deve soddi-
sfare il parametro g > 0 affinché il numero Dy&; 0, 1) abbia ’ordine di gran-
dezza 0&/In&? oppure sia > pd6&/Iné? Si risponde con il seguente

Teorema XIIU Sia 0= g <1 ¢

1 ‘ H

2.6.1 > e (1 — @) = —
(2.6.1) =1, { Q)Cﬁ(#,oo),

dove Cy(u, oo) = Jim_ Cy(u, ) (S €;); allora, per & abbastanza grande, risulta
(2.6.2) ' Dy(&; 0, u) > 0 OE[InE .

La (2.6.2) vale a maggiore ragione se, in luogo della (2.6.1), il parametro pu sod-
disfa alla condizione

(2.6.3) C us (o

6. 1> e (1~ ) —
f I—g ¢ G’

oppure a quella non meno restrittiva

2.6.4 > 1o le

(u. B ) 22 1 e 16 .

Osservazione. Poiche per ¢ — 0+ il secondo membro di (2.6.3) tende
a 1— H|€;, se ne deduce come corollario [in accordo col Teor. X1, vedi la
la prima delle (2.5.5)] il seguente :

Teorema XIII. Per p>1—H|C, ¢

(2.6.5) Iiéll}_ggf Dy(&; 0, p) Ingf(5&) > 0.
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Per o —1— la stessa espressione diverge a --oco e pertanto essa non el
dice se, per qualche x> 0 (finito), ¢ Dy(&; 0, )~ 6&/In k.
La (2.6.4) si pud scrivere nella forma
0*—2(8u +1)p + 16—~ 15> 0

<

-

e, ricordando che 0 < o <1, essa-¢ soddisfatta se e soltanto se o << 8u +

41— nva 4.[4—%1, si conclude col seguente
Teorema XIV. Per ogni e > 0 ¢ £ abbastanza grande risulta
(2.6.6) Dy(E: 0, 1) > (8 + 1 — 4V du?+ 1 — ) 8&[InE .

Osservazione. Questa proposizione & significativa soltanto per quei

alori di u che rendono positiva ’espressione al secondo membro e quindi

~goltanto per-p > 15/16: : _—
Dalla (2.6.6) ricaviamo

(2.6.7) D,(&; 0,1) > 0.055-0&/In &
e ciod:

Teorema XV. Fissato 0<< =<1, quando & ¢ abbastanza grande, almeno
it 55 per mille delle differenze Puii— Py con (1— )< pu= &, verifica la di-
SUGUAGAnZa Ppaq — Pu<<INPy. ‘

Dimostrazione del Teor. XII. Dopo avere dedotti i Teor. XIII,
XIV e XV immediatamente dal Teor. XII, ci rimane da dimostrare questo
teorema. sso ¢ conseguenza dei Teoremi VIII e XI e si dimostrerd per assurdo.
Supponiamo che, contro la (2.6.2), esista una successione {£,} tale che lungo di
essa si abbia

(2.6.5) Dy(&;; 0, p) ~ 21, 0&;/Iné,, A4, = 0.
Il secondo membro di (2.6.1) & funzione continua crescente al crescere di g

e si pud scegliere un numero ¢ > 0 abbastanza piccolo in guisa da avere ancora

(2.6 6)‘ SO a g)
Ena T a3 IxA - P JR— R e .
Tl O Oyt o)

Scegliendo A > jl./é, pel Teor. VIII [vedi la (2.3.10)] risulta, per s abba-
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stanza grande,
‘ D(‘)(é; 2'7+OO)< 8'53/11153

¢ si puo estrarve da {&} una successione parziale (che possiamo continuare a
chiamare {£.}) in guisa da avere

(2.6.7) Dy(&s; 2, Fo0)~ Ay 0&,/InE,, A=< 6.
Le (2.6.5) e (2.6.7) ¢i danno

D& ty )~ OEJInE,— Dy(£,; 0, 1) — Dy(&,; 2, -+ c0)
~ (1= Ay — Ay)- 0 /In&, .

. Siamo nelle ipotesi del Teor. XI con A=1-—A,— A; e quindi vale la
(2.5.3) e tenendo presente la (2.6.6):

Os(u, 2) 7 1—p—¢

= (L — A — A)

=14, — 4,

A

—(l—g—¢) <u,

Cs(, o0)

che ¢ assurdo. Il teorema risulta dimostrato.

§ 3. — Indagine metrica sulla irregolarita della funzione enumeratrice D,

e della funzione somma 3,

3.1. - I liminf e il lim sup delle funzioni D; e S, normalizzate. Si con-
siderino le funzioni D; e §; «normalizzate » e cioé (vedi n. L2) i rapporti

Dy(&; p, ) (0EInE),  Sy&; u, 1) (68) ;

conviene fissare Pattenzione sui seguenti minimi e massimi limiti:
Bia 0<< =1, 05 u<A=< + oo; poniamo:

lim inf l
>

=

! *Aglpy )

(3.1.1) Dy(&;5 py A)-Inéf(6€) =1
limsup |~ 8 / [ 45 (s A) 5
Hm inf ] !*Ga(ﬂ: A)
(3.1.2) , iSo(E; py NJ(0E) =1
. lim sup _ [os (s 4) .
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Le quattro funzioni di intervallo *A,, A7,

mente le seguenti proprietd

o5, o5 possiedono evidente-
1.

In conseguenza del.«Primzahlsatz » &

[0 *A (pu, WS Af(u, W1
(3.1.3)

| 0=F

ooy NS of (1 N=1.
2.

Esse sono monotone non decrescenti al dilatarsi dell’intervallo, cio¢
per S u<<As=A o

(3.1.4) Ay A S A, Yy ey oy (s A S o (V)
3. Poiche Dy(&;5 u, ) e Sy(&; u, A) sono additive, le due funzioni */(u, 1)
e *o,(u, A) sono sopra-additive mentre le due funzioni A (u, A) e oy (u, ) sono
sub-additive. Cioe:.

Per p<<t<<lé

- {[ Aty 1) Z A5y 7) + A7, 2)

1.5 ,
l A, A= A (uy 7) + A:)F (t; 2)

3.1 6) {[ 29 (.U: )“) =% (“7 7) + * oy (77 )

o (A oF (u,7) + 0y (1, 4)

4. Che cosa accade di queste funzioni al variare di 67 B evidente che
per 0 << << d'<<1 si ha

Dy D
5, (& NS E = Ew ).

Consideriamo 1 due rapporti

Dy(&s uy )[(08), (&5 1y A(0'E):
poiche per ogni & ¢ (1— 8)E< (1— 6)& < &, Dintervallo dell’asse & al quale
si riferisce il primo rapporto & parte di quello a cui si riferisce il secondo e,
pertanto, fissato & si possono scegliere &' e £’ in guisa che risulti

I—=0¢=1—08<ét=4, (I—dE=1—0f<ié=é
e gli intervalli ((1— )&, &) e ((1— )&, &) siano rispettivamente quelli nei
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quali Vingieme degli interi # enumerati in D, risulti il meno denso e il pit
denso, cioé si abbia

D& s AOE) = Dy(&3 o, D(O'E) S Dy(&"5 115 2)/(08") .

D’altronde ¢
logé' ~logé&, logé&"~1log &, (per & — + oo),

¢ si conclude: guando 0 <C d<C & << 1 abbiamo
(3.1.7) gy A) = ¥y A S Al ) S Af(u, 7).

La considerazione perfettamente analoga vale per la somma Ss e quindi
¢ anche

(3.1.8) *o5(iey A) é ,*o",;’,(,u., s o-(;(,u, Z) 07 (uy 4.

5. Conviene anche maggiorare lo scarto fra le funzioni attinenti a o e quelle
omonime attinentia §’: a questo scopo osserviamo che, per il « Primzahlsatz », &

{[ Dy— {00 + o(1)}MEL Dy< Dy < Dy + {6'— 0 + o(1)}EIn &
3.1.9
(3.1.9) Sy —{0'— 00+ o)}A <S8, =8, =8, +{0— 6+ o(1)}AE,

[dove le funzioni sono calcolate tutte per la terna (&; u, A)]. Dividendo la prima
disuguaglianza della catena delle (3.1.9) per ¢'&/In & otteniamo

Dy InE)(§'E) — (1 — 6/8") — o(1) < D, In&/(SE)- 8/

e, tenendo conto delle definizioni (3.1.1) e del fatto che Dy < D, si per-
viene alla catena

. 6, e 6, | e £ (S, E3

(3.1.10) 5 A s gty A)— (3 — l)§ Ay A) = AT (0, 1) = 5 A5y A) .
In modo analogo dalla seconda catena delle (3.1.9) otteniamo:

. ’51 e (5/ E e - £ 6' ES

(3.1.11) 5 osli, A)— 5 1 *o5{p, A) < o5 (uy A) = 5 O (ths A).

Le due catene (3.1.10) e (3.1.11) sono da associarsi alle due altre (3.1.7) e (3.1.8);
ma mentre le (3.1.10) e (3.1.11) sono ottenute con &— --co procedendo in-
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sieme per o e per &, le altre si ottengono con &-—>-+ oo indipendentemente
per 0 ¢ per 6. Su questa osservazione ci richiameremo al n. 3.3.

Le catene (3.1.7), (3.1.8), (3.1.10), (3.1.11) ci dicono anche che per DR
oppure ¢— 9, in modo generale risulta

:%:‘/16'(/% ;“) g */10(1“'7 }“) P ] O‘:;i(‘u, ;“) - G?(Au’: /‘{) b

cioé le quattro funzioni considerate sono, per u e A fissi, funzioni continue
dell’indice 9.

3.2, — Le due coppie di intervalli (¥4, *Q,), (45, OF) e (¥a,, *y), (o y w5)
che interessano le funzioni D, e S;: Lo studio delle quattro funzioni *A,,
AF, *o,, ¢F conduce molto naturalmente a definire; per clascuna di esse, un
intervallo che ne costituisce una prima grossolana descrizione. A questo scopo
poniamo .

/1() (0, ) > 0), QF = Sup (; AF(0,4) < 1),
F(#A,0,4) > 0),  #Q, = Sup (*4,(0,4) < 1),

of (0,2)>0), wf =8up (o (0,H)<1),

*a, (0, 1) > 0}, oy = Sup (%o, (0, A<<1).

B evidente che A}, *A,, QF, *Q, sono i minimi numeri reali (non nega-
tivi, .Q; e *(, eventualmente +oco) pei quali sussistono rispettivamente le
seguenti proprietd, che li caratterizzano: Per ogni &> 0,

10) esiste ¥ > 0 e una successione {&}, & - -+ oo, tali che per s abba-
stanza grande risulti:
Dy(&4; 0, AF + &) > pEfIné,;
20) esiste y > 0 tale che per & abbastanza grande sia:
Dy(&; 0, A &) > pE[Ing;
39) esiste una successione {&;}, &, -4 co, tale che, per s — + oo,
D:s(583 0, Q; +e) = ES/ln &k O(E-v/hl &)

40) 'D"(;; 0, *Q,+¢e)=E&/Iné +o(&In&), per &§— + co (%).

(*) E evidente come si devono modificare 3%} e 49) nei casiin cul rigpettivamente
sia QF = -4 oo, *0y = - co.
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Le quattro proprieta perfettamente analoghe caratterizzano oy Fag, s, wF.
Dalla definizione segue evidentemente

' 0= A4 =QF< + oo, 0= ¥4, %< 4+ oo
(3.2.1) ‘
0=e Sw; =< + oo, 0= *oy < *wy=< + oo,
e anche
0S AF<*4, <%0,  AFSOQF<*0,< + oo
(3.2.2) .
0= 0 <%y %0y,  of 0fS *0,< + oo,

Le relazioni (3.1.7) e (3.1.8) scritte per u =0 ¢ dicono che per diversi valori
di 0 e precisamente per 0 << d<C 6'<C 1 risultano verificate le catene

[ A¥< A< ar

IA

A R4, < R4

(3.2.3) ey e
B | Qrs0p=0r=r0,24,

Sussistono le catene analoghe alle (3.2.3) per gli estremi o*, *o, w*, #q
che non stiamo a scrivere.

In base alle definizioni poste, quando ’intervallo (¢, A) non ha punti in
comune con lintervallo (47, *Q,) risulta A 2) =0 e *Ay(u, 2) = 0; di
tali intervalli non ne esisterebbero se fosse A =0, *Q, = + oo. Infatti
Dy(&; 0, 2) = Dy(&; 0, ) + Dy(&; 1, 2) e, nell’ipotesi fatta su (e, 4), esistono i
limiti delle espressioni D,(&; 0, A) In &/(6&) e Dy(&; 0, 1) In E/(5E) e sono am-
bedue 0 o ambedue 1.

Un’osservazione analoga sussiste per annullarsi delle due funzioni o) (uy A)
e *os(u, A) e (1, 1) senza punti comuni con ’intervallo (o0, *ay).

Osserviamo che le differenze *4,— A%, *Q,—0Q% le quali, in un certo
senso, rispecchiano un aspetto della irregolaritd dell’andamento di Pot1= Pus
rimangono inalterate o diminuiscono all’aumentare di 6, in accordo con 1a
immediata intuizione.

La nostra indagine & rivolta a procurare informazioni sul collocamento degli
intervalli (*d;, *Q,), ecc., e sull’andamento in questi stessi intervalli delle
funzioni *Ay(u, A), ecc..

3.3. — Le funzioni /I, e o, e gli intervalli (d,,9y), (2, ws) attinenti a una
successione {£,}. Sia {£,} una successione crescente e &—»--oo per 8 —--oco:

si possono considerare i due rapporti -

Dy(&s; 1y A) 7 (0E/InE), Ss(&s; 1y A) 1 (6€,)
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e, per 0<<O=1, 05 u<< A= + oo, le funzioni
(3.3.1) lHmint Dy(&:; g, ) In&J(08) = * (484 10, 4)

ecc.. Siamo cosi condotti, con le definizioni analoghe alle (3.1.1) e (3.1.2), alle
quattro funzioni

(3.3.2) \A,s({gs}v y A), Ao({fe}- 1y A) :5:0'(5({53}; JWA Uo({f«}- s 2) s

¢ agli otto numeri (vedi n. 3.2)

(3.3.3) AFEEY), QFUED s ALY, H(ED).
(3.3.4) oy ({€3), wi(&d) s Py ({&3), Fo,({&)),

~i~guali-tutti -dipenderanno; in-generale; dalla-successione {£.}

Fissata la successione {£}, le funzioni (3.3.1) possiedono evidentemente le
proprietd espresse al n. 3.1 da (3.1.3), (3.1.4), (3.1.5), (3.1.6), (3.1.10), (3.1.11),
poiche gli evidenti ragionamenti & svolti per & variabile liberamente, sussi-
stono ancora per & variabile lungo {{,j. Mentre non risultano dimostrate le
proprieta espressc da (3.1.7) e (3.1.8) poiché non si puo ripetere in generale
per ogni {&} il ragionamento del punto 4 del n. 3.L.

Sia, {Ssl} contenuta in {£}; allora evidentemente abbiamo

Ay 2) = FAEES sy A) = FA(E S A)

(3.3.5)
A5 (&} A)

A Az ATEE D=

e anche le analoghe catene per *o, e o,

Fissata {£,} i numeri 4,, Q,, o5 e w, [definiti in (3.3.3) ¢ (3.3.4)] possiedono
evidentemente le proprieta espresse dalle catene (3.2.1) e (3.2.2): non sono
pitt garantite le (3.2.3). In conseguenza delle (3.3.5) abbiamo:

A =ATEh s
(3.3.6) 4 0%

or <

cioe, nel «diradare » la successione percorsa dalla variabile &, @ numeri A% ¢ 0
restano inalterati o aumentano, mentre i numeri *A e *Q restano inalterati o di-
minuiscono: pertanto lintervallo (A*, Q%) resta inalterato o si sposta verso
destra e lintervallo (*A, *(2) resta inalterato o si sposta verso sinistra.



1~
)

G. RICCI

3.4. - I rapporti incrementali delle funzioni Ay e oy definite nel n. 3.1.
Veniamo ad esprimere le proprietd stabilite nel § 2 per le funzioni D e S,
mediante proprieta attinenti alle funzioni Ay e oy <he descrivono la irregolarita
di quelle.

Teorema (A). St 0< =1, 0< 1W< A<+ oo: allora sussistono le
seguentt disuquaglianze:

(3.4.1) 0= *A5(u, 2) = Af (1, )< (h— ) sy A)(2H)
(3.4.2) 0= *0, (1 ) Z 0] (1, A S (h— 1) (A ) Oyl Z)/(:LH) .

[ =4y, 7)) - ANy A HCp(py 2) < o ol 2)
343 4 ‘
| sy (o 2) = AF (u, 2) "HCs(py 2) < 0 (uy ).

In particolare, per jo =10 abbiamo:

(3.4.1) 0= #4u(0, )= AF(0, 2) £ 2 - C(0, 2)/2H) ,
(3.4.2) 0= %05 (0, 1) < 0f (0, A) < 22-C5(0, 2)/(4H) ,

[ zlo\() / H/C,)

!l/\

05(0, 2)
| 450, z)-H/O,s<(), D=6l (0,7).

In (3.4.3) sono da considerare i primi membri ;mllz nel caso Co(u, A) == 0:
Uanaloge osservazione vale per le (3.4.3). .

Le (3.4.1), (3.4.2) e (3.4.3) sono una immediata conseguenza delle defini-
zioni poste al n. 3.1 e, rispettivamente, dei Teoremi I, IT e III (pmhmman)
enunciati nel n. 1.6.

Lie relazioni (3.1.5), (3.1.6) e quelle zmaloghe del tipo seguente

sy D)= Aoy 7) + Af (1, 4)

(che sono immediate quando si tenga conto del significato di lim inf e di
lim sup), unite al precedente Teorema (A), conducono al seguente

Teorema (B). Le quattro funzioni *As(p, 2), A7 (1, 1), *oaltty )y o5 (1ey 2)
sono funziont dell’intervallo (11, 1), definite per ogni 0 << d<<1¢0 < U= 1< 4co,

1) eol valore compreso fra 0 e 1 (estremi inclusi),
2) monotone non decrescenti,
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3) continue per 05 u <A<+ oo
4) a rapporti incrementali lLimitati, cioé per 0 /' Ep << i V< + oo
valgono le disuguaglianze

sty A') — F sty A) ]}
. L N § ()JM* ).) : (;’,,)(,ll, ;\.),{(ZH) .
A (g Ay = A5 (uy 2) | :
(3.4.4)
7 *‘/16(/% A) — *AO<NI’ ) ]}
" = () Colpy A)J(2H)
AG (g A — A 2) |

e quelle analoghe ottenute sostituendo. rispettivamente

G, (A'— 2)- (A +A))2, (g~ ') (" ) [2
n luogo di ,

‘l 7’ ‘2/—" )" 7‘ 1” - AI’[, ' a

Osservazione. Ricordiamo che Cyly, 1) = @ = 16H e pertanto 1 rap-
porti incrementali sono limitali uniformemente per le funzioni /A, mentre sono
Hmitati in dipendenza molto semplice dal posto per le funzioni .

] 1

3.5. — Gli intervalli (d,,2,) e (s, ws). Veniamo a dimostrare alcuni ri-
sultati riguardanti gli intervalli (As, 25) e (x5, ws) definiti al n. 3.2: cio¢ gli
intervalli caratterizzati (a causa della continuitd, della monotonia e dell’«in-
clinazione » limitata delle funzioni' A5 e ;) dalle relazioni

[ 0SusAf<T1<Qf= 1= + o0

(3.5.1) o
L AZ(0, ) = 0 < AF(0,7) < 1 = AF(0, 2),
0 ns * s < T<HH= A + o0
(3.5.2)
| 460, 1) = 0<< *4,5(0, 1) < 1 = *415(0, 2),
ISusSo <r<of<iI=+ oo
o5 (0, ) = 0<C 05 (0, ) <<1 = 64 (0, A,
0= s *oy<<T< ¥y = A5 +
(3.5.4)

[ *00(0, 1) = 0 ¥05(0, 7) <1 = Fo5(0,4) -
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Pud avvenire che Pintervallo descritto da o si riduca a un punto e allora
la. funzione corrispondente «si stacea » immediatamente dallo zero ; pud avve-
nire che sia QF = 4 co e allora viene a mancare Pintervallo descritto da A
per AF(0,2) =1, ece..

Teovema (C). Sussistono le relazioni sequenti:

(3.5.5) 0 of = AF< %y = %y 1
(8.5.6) 1= o) < *oy,

¢, secondoche wa e *ws sono finiti o mfiniti, sussiste anche necessariamente una
delle tre relazioni sequenti

o

i

] oy
s = 0’ = *w; < 1 oo

A

(3.5.7)

I

I

2 of = Foge=t oo,

iy

Q5

IA
A

l QF £ %0y = 0} < *wy = -+ oo

Osservazione. Rimane aperto il problema di decidere quale delle tre
relazioni (3.5.7) si presenta effettivamente e anche quello di confrontare col

2

numero 1 l'estremo 2F e anche 'estremo #Q: quest’ultimo soltanto nel caso
in cui sia @) = -+ oo.

Dimostrazione. 1) Cominciamo col dimostrare che ayf =AY e Fos=*d,.
Per la (3.4.3)" e pel fatto che A-Ds(&; 0, ) In = 85(£; 0, 1) abbiamo

4570, 2)-H[C(0, 2) < 65:(0, 1) < - AF(0, 2) ;
queste disuguaglianze ci mostrano che A}(0, ) = 0 implica 65(0,1) =0 e
viceversa e pertanto «f = A¥. 11 ragionamento analogo vale per *us — *A,.

2} La disuguaglianza *4;<1 ¢ una conseguenza immediata del « Prim-
zahlsatz ». Se fosse *4; =1 4 2y > 1 esisterebbe una successione {&} per la
quale

Dd(fx; 07 1+V) - 0((553/1]1 Es); Do(é:s: 1"‘,{")}7 +OO)~ (Sgs/ln ‘Es
e quindi '
655'\/80(55; 07 —}—OO)% S&(fs; 1“;')/7 +OO) %
= (1+V)-D(5(585 14y, +oo)Iné,~ (1+y) o0&, y

o

assurdo per y > 0. La catena (3.5.5) risulta dimostrata.
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3) Dimostriamo che o) = 1. Infatti, se fosse @)= 1-—2y < 1 ayremmo
1—y>w] e limsup Ss&; 0,1—yp)/(68) =1, ed essendo S(&;0, 1—y)<
= (1—)Ds(&: 0. 1—p)In & si avrebbe anche ‘

lim sup (1 —p)Ds(&; 0, 1—p) InE/(0E) = 1,
lim sup Ds(&; 0, 1—p) In&/(d&) = 1/(1 — ) > 1 ;

assurdo, perché contro il « Primzahlsatz ». Risulta dimostrata la (3.5.6).

4) Dimostriamo che quando *w; & finito ¢ *w, = *Qs. Sia *ws < *Qs < 4-o0;
sussistono le due uguaglianze evidenti:

Ds(&;5 0, %) = Ds(&; 0, *ws) + Ds(&; *ws, *Qs)
Ss(&; 0, *'-Qé‘) = 85 (&; 0, *ws) -+ S (&; *ws, *-QO“) .

_Dividiamo la_prima di_gueste due uguaglianze per J6&/In& e la_seconda. per.
0& e poi passiamo al limite per & — <4 oo, tenendo conto delle definizioni di
*2s e *ws: un componente della prima e due componenti della seconda am-
mettono limite 1 (determinato) e si ottiene

1 =1liminf Ds(£; 0, *w,) In &/(6&) + lim sup Ds(&; *ws, *2s) In &/ (08) ,
1 =14 lim Ss(§; *ws, *‘.Q,;)/((Sf) .

Il primo termine al secondo membro della prima ¢ minore di 1 (poiche per
ipotesi *ws << *£s) e quindi

lim sup Ds(&; *ws, *8025) In £/(0&) > 0, 8s5(&; *ws, *025) = 0(E) .

Queste due relazioni, valevoli simultaneamente, conducono all’assurdo poiché
s >0 e

0(08) = Ss(&; *ws, *Qs) = *wsDs(&; *ws, *25) In & = 0(06) .
8i conclude intanto *Q,=< *ws. Sia *Qs<*w,: sussistono le due uguaglianze

Ds(&; 0, *ws) = Ds(&; 0, *Qa) + Ds(&; *Q(s, *ws) ,
S,}, (tf. 0, *Cl),s) = 8(5 (f, O, \!2()) -+ S(s (E, :R.QQ, '\::60(5) .

Procediamo come sopra, dividendole rispettivamente per dé/lné e per of e
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passando al limite per & — -+ co; otteniamo rispettivamente

=1 - hmDo(E -()D, Cl),) h] /(SE
L= Hminf Ss(&; 0, *05)/(0€) + lim sup So(&; *Qs, *ws)/(5£)

Essendo *Qs < *w,, il primo termine al secondo membro di quest’ultima ¢
minore di 1 e quindi

Ds(&; *Qs, *w,) = 0(6&/In &), lim sup 858 *Qy, *ws)/(68) > 0.
Se *w, & finito, queste due conducono all’assurdo poiché
(65) (Ur)])l) (E pt)y (/-)(3) 1]1 § = ‘S()(§ Q(}y * r)) 7 0(65)

Dunque se *ws ¢ finito abbiamo *Q; = *wy, mentre se *w; == - co ah-
biamo dimostrate soltanto che *Q;=< *ws = 4 oo.

5) Dimostriamo clie ¢ *Qy = ] a meno che non sia o} = - co, ché
allora ¢ *Q;< w
Sia *Qy < w}; allora si considerino le uguaglianze

Do(&5 0, wy') = Ds(&3 0, *Qs) + Dy(&i *Qy, wf)

S50, ) = Sa(&; 0, %Qy) 4= 8y (&3 *0,, wy)
e, divisa la prima per 0&/In¢ e la seconda per O, si scelga la successione
¢ (<<, £+ 00) in guisa da avere Ss(£e; 0, wf )~ 6&,; dalla seconda
risulta, per ¢ — -+ co,

1= Tlim sup Ss(&,; 0, *42,)/(6&,) + lim inf Ss(&,; *Qs, w})

ed essendo *Q, < @, per la definizione di w}, il primo termine del secondo
membro & minore di 1 e quindi

hm inf Ss5(&,; *Qs, wf)/(08) >

Per la definizione di *Qs, Iungo {£,} abbiamo dalla prima uguaglianza: 1==1--o(1)
e cioe

Dé(fn **{4‘67 CU;:) = 0(5§s/ln§3)
Si giunge all’assurdo quando w® ¢ finito, poiché

0(08,) = ;- Dal&; *Qy, 0F) I &, > SBa(Ee; *Qy, ) # 0(0E,) .
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Sia o] < *Q,; allora si considerino le uguaglianze
3 *
-Dé(g; 07 JFQO) _ -DIS(E; 01 0)()’ ) DO(‘S} ( 'Qé) 3
Ss (E, 0, 'F-Qé) = 85 (59 0, (D:) + 8 (S, w;:, *-Q(S) )

e, divisele come sopra, si scelga {£} in guisa da avere S;(&; 0, w])~ 0&;:
lungo {&}; per s —> -- oo, la seconda fornisce 1=1 -+ o(1) ¢ ciod

Ss(&s; wé s “-ﬂ)) 0(¢,) .
Per la definizione di *(Q;, la prima delle uguaglianze fornisce
1 = liminf Ds(£,; 0, w¥) In &,/(8&,) -+ lim sup Dy(&,; ;" , *Qs) In £,/(6&,)

11 primo termine del secondo membro & minore di 1 (poiche per ipotesi ) < *Qs)
e quindi
w5y *2) I & (88,) > 0

Him sup Ds(&;; w;
Si giunge all’assurdo poiche

0(08.) = So(Es; @ , *0o) Z wF DoE; oF , *2) Iné, # 0(06.).
Coipunti4)e 5) risulta dimostrato che necessariamehte vale una delle (3.5.7).
Teorema (D). Sussistono le disuguaglianze
0 Af < *4,<1— H|@s |
{3.5.8) ; QF —Af= 2H/e,
*Qy—*4,=  2H/Cs,

¢ quindi anche ;
0 AF < *4,< 15/16

1/8

!I\/

(3.5.8)' QF — Af
*Qy— ¥4 = 1/8.

. . . e e . . . . o
Inoltre, le funzioni A0, 2) e *45(0, 2) sono continue rispettivamente in 025
e *Qs anche se questi estremi sono --oo, cioé

AF(0,4) ~1—  peor  A->8F—,
*As(0,4) =1 —  per A —Fs—.

3 — Rivista di Matemutica.
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Osservazione. Le (3.5.8) ¢i dicono che, sull’asse reale portante gli inter-
valli (u, 4), i numeri A e *4, sono (ambedue) alla sinistra del punto 1 e stac-
ati alquanto da questo, e che ambedue gli intervalli (4], QF), (%4,, *Q;)
hanno un’ampiezza che risulta valutata al disotto.

Dimostrazione. Poiche [vedi (3.2.2)] 0= A) < *4,, la prima  delle
(3.5.5) ¢ dimostrata non appena avremo provato che ¥A;<1— H/C;. Per
la continuitd di */15(0, ) ¢

*As(0, *4s) = 0, #4500, 525) = 1.

Poiche #4150, ) =Hm inf D; (£; 0, A) In&/(6&) ¢ *4,(0, 1) < 1, queste due ugua-
ghianze ci dicono rispettivamente
In ¢ Iné&

lim inf Dy(&; 0, *45) Fr 0, lim Ds(&; 0, #2,) — =1,
(e

e sia {£,} una successione per la quale
DiEei 0, ") = o(06nE),  DyfEes 0, *5) ~ 06/,
Per la proprieta additiva di D risulta
Ds(&s; *As, ¥Q5) ~ 08, /In &,

e quindi il campo A(6*4,;%0Qs) & « quasi - pieno » (vedi n. 2.4) ¢ per il Teor. X
vale la prima delle (3.5.8) espressa dalla prima delle (2.4.4) e, quando sia *
finito (e quindi anche per *Q;= -+ co0), vale la terza delle (3.3.8) espressa
dalla seconda delle (2.4.4).
Per la seconda delle (3.5.8) si ragiona in modo analogo considerando l'inter-
vallo (45,QF) e il -campo A(SAFRT) « quasi - pieno ».
La continuitd di AJ(0, 1) e #4150, 4) in 27 e *Q; rispettivamente, anche
quando questi estremi sono infiniti, ¢ conseguenza del Teorema VI (vedi n. 2.2).

Nota. ILe informazioni fornite dai Teorcmi (A), (B), (C) e (D) sull’andamento
delle due funzioni A¥(0, u) e *A(0, u), pur essendo interessanti, sono ben lontane dal
precisare tale andamento: esse ci danno un confine superiore Cy(0, p)/(2H) = @;5/(2H)
dell’inclinazione del diagramma, un confine superiore 1 — H/@;s dell’ascissa del punto A*
(oppure *4) ove il diagramma si stacca dall’asse delle g e, infine, un confine inferiore
2H[@; dell’ampiczza del tratto in cui si svolge I’ascensione del diagramma. Purtroppo
~anche @s ¢ noto soltanto entro un grande intervallo di indeterminazione.

2 figure se atiche seguenti sono segnati alcuni tipi di configurazioni pos-

Nelle figure schematiche seguent enati aleuni tipi d figurazioni pos
sibili: i primi cinque di essi corrispondono all’ipotesi in cui */A(0, u) e A*(0, ) coin-
cidano lungo tutto 1'asse delle p.

on & uso che, per qualche J, possa essere 2 < *d; (vedi il nono sc a

N esel 1 lehe & Q3 *ds di il 10 schema) e

questa circostanza segnalerebbe una notevole irregolarita della distribuzione di ppi—p,-
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Non & escluso che possa essere *Qz= oo e anche 0Ff = oo; e quesbe circostanze
segnalerebbero una notevole quantitdh di differenze p,4, —p, molto grandi in con-
fronto a Inp,.

L’andamento di questi diagrammi (dipendenti da d) e la deformazione di essi al
variare di §, per 0 < §=< 1, descriverebbero le proprieta piti riposte della sucecessione
Putr — Pyt essi costituiscono un problema aperto per c¢id che riguarda lo studio di questa
successione.

A {l=c0

0 1 o,
g4 o0 A0 n

Osservazioni e figure schematiche analoghe potrebbero ripetersi qualora si consi-
derassero tutte e quattro le funzioni AF(0, u), *A40, p), 6¥(0, p), *05(0, u) e 1 loro
rigspettivi diagrammi: in questo caso occorrerebbe tenere presenti i vincoli imposti
ai diagrammi di ¢* e *¢ dai Teoremi (A) e (B) e le mutue connessioni imposte ai
quattro diagrammi dal Teorema (C).

§ 4. — Una ipotesi analoga a quella di Hardy e Littlewood

€ sue conseguenze.

4.1. — L’ipotesi HL, di Hardy e Littlewood. Questi due autori (vedi[6])
hanno avanzata la segnente ipotesi, che denoteremo con HI,: « Per ogni intero
pari 2a¢ = 2, il numero delle coppie (p., p.) di interi primi tali che

]]m"’* pn = ‘)[l ’ 0 < Pn § 5
¢ asintotico a ’
om- ] 221 S

ssplaP — 2 In*¢

[H==0.6601... costante di SHAH e WILSON, vedi (1.3.8)].»

Cioe, richiamandoci alle notazioni introdotte e alle definizioni di @(2a),
Zs5(&5 2a), 25(&; 2a) (vedi n. 1.3), Pipotesi HL, si pud enunciare al modo se-
guente:

«z (&5 2a) —2H  per « fisso ¢ & —> -+ oo
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Si riconosce facilmente che questo enunciato equivale al seguente (che ¢
soltanto apparentemente pitt generale)

«25(&; 2a) —2H per 0<<O=1 ¢ a ambedue fissi; ¢ &~ + cor.

4.2, — Una ipotesi HI(u, 1) analoga a HL, e un’altra congettura. Alcuni
dei nostri risultati assumono una forma particolarmente semplice ed espres-
siva qiando si ammetta la seguente ipotesi analoga alla precedente.

Ipotesi HL(u, A): «Sia 0<< <1, 0 < A; allora ¢é

(4.2.1) ) 25(&3 2a) — 2H

per & — 1 co e uniformemente rispetto ad a wnel campo pIné << 2a < Alnk. » ()
Questo significa che, fissati 0, u, 4, ad ogni ¢> 0 si pud coordinare un
&, = &,(&) tale che per £= & e ulné << 2a< 11Iné si abbia

2H — e << éa(§; 2(0) < Q‘Hu—;- £ ‘. k

Poiché 2;‘&(5; 2d) [vedi (1.4:3)] non “S‘upér'a, 25(£; 2a), la definizione (1.4.6)
Ai Cs(u, 1) conduce, nell’ipotesi HL(u, A) alla disuguaglianza

(4.2.2) Co(u, 1) = 2H ,

e arche [vedi (1.5:3)] Cs({&:}i pu, A)= 2H.

Abbiamo gid dimostrato che per =2 ¢ Cs(0, u) = H (vedi Teor. IX,
n. 2.3); pertanto: ‘

Se pw= 2 e vale HL(0, u) risulta

(4.2.3) H< Col0, )< 2H , (= 2).

Adesso osserviamo che Z%(&; 2a) < Zs(&; 2a) e che Z; enumera le coppie
Put1— Pu = 2a, mentre Zs; enumera le coppie p,— p.= 2a: ¢'é da presumere
che zj (&; 2a) risulti notevolmente minore di 2;(§; 2a). I teoremi dimostrati e
i risultati conseguiti, nel loro insieme, ci inducono a ritenere (¢ soltanto una
congettura!)

(4.2.4) Cs(0, ) =H, per ogni u>0,

() Ad una affermazione HL, riguardante ogni orizzontale (la cui quota diciamo 2a)
del piano (&; 2a) si sostituisece un’affermazione che riguarda il campo limitato da due
curve logaritmiche (9, eventualmente, dall’asse delle & e da una curva logaritimica).
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¢ anche
(4.2.5) Os(p, A) =H, per ogni 05 u<<iA<< 4+ oo.

4.3. — La forma dei risultati nell’ipotesi HL(u, A).

Veniamo a segnalare quale forma assumono i risultati nell'ipotesi HL(u, 4):
contrassegneremo con un asterisco le proposizioni corrispondenti a quelle gia
dimostrate (vedi §§ 1, 2, 3).

Se vale HL(u, 1), allora ¢:

1#) Do(&; pty 2) = (A — ) 0€[In & + 0(5/In &)
11%) Ss(&5 py A) = (A2— p®) 08/2 - 0(08) .
II1*) Luguaglianza Ds(&; 1y 1) == {A4(§) — u} 6&/In& implica
Ss(&; gy 2) = {A(E) — %} 082 — 0(€) .
IVH) Se vale HL(O, 1) ¢ s¢ Dy(&,; 0, u) ~ 6&,/Ink, & anche
Ss(&5 0, 1) = 0&,[2— 0(0&s) .

\7;5:) Se vale HL(O, /U) e se D(S(Es‘; O, [LL)NA'(SES/IHSS ¢ anche

(1/2) 4265, — 0(0E,) = Sol£; 0, ) = (1/2)2-0&, + 0(0E,) ,
p= (L—A22)]0— 4) .

VI*) Se vale HI(0, p) per ogni g > 0, allora risulta

Ds(£; 0, ) > (1— &) 8&/Iné
per ogni p=1 4 1/(2¢).

VII*) Se vale HL(0, 2), allora da

Ds(&s; Ay +00)~ A-0E[/Iné,
segue ,
Ss(&s; 4 :
AN Ay e 008,

ME1— (11— A)22.
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X*)  Se vale HL(u, 1), allora da

Dz)(fs; Ly ;V)N 659/11155
seque
= (¢ + 1/2)0&,— o(0&,)

[
SsEes s A)
’ : ié 2) )D_“‘ = )(359 T 0(653) }

u=1/2, Az u+1.

‘ {

Richiamiamo ’attenzione su questa proposizione X*) che ci sembra inte-
ressante per le limitazioni di y e 4.

XI#*) Se vale HL(u, ), allora da

(Es; My })NA &, /lnf.s
. Seque

! {Au 4 A2 /‘)}553—0 55)
Ss(Ee; py A)
= (1/2)(A— p2 )5-§s+0(5§s),

n=1/4d-—A4/2, Az u+A4/2.
XII*) Se vale HI(u, ) per ogni A> u, allora se
0=o<1, p>1/0l—g—0—0)2,
risulta, per & abbastanza grande,
Ds(&; 0, u) > p-6&/Iné .
XIII*) Sia u>1/2; se vale HL(u, ) per ogni A > u, allora ¢
lgu inf Do(€; 0, 1) Iné/(6€) > 0

La condizione per p in XII*) si pud scrivere nella forma ¢®— 2(1-u)o -+
+2u—1> 0, e si ricava:

XIV*) Se vale HL(u, 1) per ogni A > u, allora per ogni ¢ > 0 ¢ & abbastanza
grande risulta:
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In particolare:

Ds(5;0,1) > 0.26-0&/In& .

XV#)  Fissato 0 < 0= 1, se vale HL(1, A) per ogni 4> 1, allora, per & abba-
stanza grande, almeno il 26 per cento delle differenze P~ Pa, con
(I — ) < pa = &, werifica la disuguaglianza P, — p, <lup,.

Veniamo alle proposizioni riguardanti le funzioni As e o5, ¢ gli estremi
A, Q, o, w.
Se vale HL(u, A) risulta:

A%) 0= *Ay(, NS AF (e, VS A—p,
0= *a5 (u, 1) S o) (u, )= (A2—pu?)2,
v olpy ) A *A5(uy 1)[2 = Fop(u, )
AT D) AP DR S 0F Ay
*A5(0, 1) £ 2 #05(0, 1), AFH0, )= 2 670, 2) .

B*) Le due funzioni *As(u, A), Af(u, 2) hanno il rapporto imcrementale in
non superiore a 1 e quello in w non inferiore a — 1.

D*)y Se vale HL(0, u) per ogni pu> 0, allora:
0 Af=*4;<51)2,

O —ATz1,  My—*4z1.

Questa proposizione D*) non si ottiene direttamente dall’enunciato del
Teor. (D) (vedi n. 3.5), ma dalla sua dimostrazione, con lopportuna inser-
zione dell’ipotesi HL(0, u).

§ 5. — Sulla funzione @(2¢).

5.1. — Maggiorazione di @(2a). Sussiste, come subito si verifica, il seguente

Lemma 1. Per a-— -+ oo risulia

p—1 _ ef
5.1.1 D(2a) = e L ——1Inlna-{1 + o(1
(5.1.1) - D(2a) 31;“27_2_23 { (L)}

(C = 0.5717... costante di Euler-Mascheront).
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Dimostrazione. Ses—1 ¢il numero dei divisori primi dispari distinti
di a, risulta

D2a)< ] p“«l = 11 (1 — }>m1.<1 - ,_w}_.._wz.>~l —

3SnEn, p—2 LETESR P (p—1)
-1 1 J' }—1
= 1 o ‘1 _—
(6.1.2) ~ ¢° lnps/(ZH) ) per s - - co.

Draltronde 2¢ =T] p = exp[p{1-+0(1)}] e quindi abbiamo

PSDg

Inp.<Inln2a¢-{1 +o(1)} =Inlna-{1 +0(1)}.

uesta maggiorazione, insieme alla (5.1.2), conduce all’asserto. In parti-
o ? 3
_colare esiste un k tale che per a.>> 2 exp.(e).risulta.

(5.1.3) D(2a) < k-Inlna.

5.2. — Sulla somma di @(2a).

Lemma 2. Per la somma dellu funzione aritmetica @(2a) sussiste la se-
guente rappresentazione asintotica

(5.2.1) Vo) = 3 80 = — (—1) + K(z, 1),
T<<2asy

dove

(5.2.2) R, n) =0 ((17—~ T /]n ™ I) .

Osservazione. Sia 7= pulné n=2Ing; allora & per u e 1 fissi e
£ — -} oo,

-t In & In & N

PR O ryry iy el L Rl ey g e
e quindi
(5.2.1)’ S o) N%(z—ﬂ)-lng.

i i<asimé

Questo lemma & dimostrato in G, Rrcecr [13], p. 145; ivi figura, per il ter-
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mine complementare R(z, ), la maggiorazione (*)

oo 7
Mnnﬂ<mw3 ————— +@Rm§;+%ﬂ,

k h

dove Py = PPz Pr € €1, €3, C3 SONO costanti assolute. Poniamo (= (n — t)/lny
e scegliamo h in guisa da avere

Py LIn{ < Py s
allora sussistono le seguenti relazioni

p = In (/I &){L+o(1)} = I+ {1 + o(1)},

n—7
T,h - lllc{1+01)}’

Pnp< {Inygfln = (n—r= /]nC )

Py =o[(n— 7)/Inl].

Tenendo conto di queste néll’espressione di R(z,n) otteniamo
|R(t,n) | < ot {1+ o(1)} + c(n— 1)/ + of(n — 7)/In{]

e ne segue l'asserto.

TLemma 3. Per la somma della funzione aritmetica 2a-P(2a) sussiste la
scquente rappresentazione asintotica

(6.2.3) > 2a~@(2@)~£ﬁ (P—72)

T<2asn
quando {(n— 7)/In 5 —> + co.

Osservazione. Sia 7=y Iné n=211In¢; allora, per ye 4 fissi e &£ o0,

(8) Occorre tenere presente che in [13] il lemma ¢ enuneciato per la somma estesa
al campo 7 < a = 7, mentre qui & = < 2a £ 7; pertanto nel termine principale deve figu-
rare il denominatore 2.
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risulta (n— 7)/lny — -+ oo (vedi Osservazione dopo il Lemma 2) e quindi

) B

(5.2.3) > 2a-D(2a) ~- (22— u2) In% .

pinf<2a= A & 4f]
Dimostrazione. Sia 0= 7<# e dividiamo Dintervallo (z,n) in m
intervalli parziali uguali

5.24) T=r1,<m,<... < T =1y  Tp— Tp—y = (5 —T)/M k=1, ..., m).

Allora

m n

(5.2.5) ir,n) = 3 20-D2a)=Y > 2a-P(2a) = ZS,

T<<2as7y k=17 <2051
U ke 13

Tenendo conto di ¥(z,n) definita in (5.2.1) abbiamo

per il Lemma 2 & (per 1< E< m)

Tk rk_ — T
yj(rk—ly Tk) = "{ CL( T Tr— /hl —
In 7,
(¢ uniformemente limitati) e inoltre vale evidentemente:
777‘: — Tp—1 n—r
T Tp—mg = (W — T)/M In7. £ Iny In———>=1n ——
; k1 (7 )/ ! k== ( Int, — "mln 71

Fissato m, quando (n—1)/(m Iny) — 4+ co anche (T,—1_;) /I T, — + co; risulta
quindi:

(5.2.7) Yf(v:k_l,rk):z’i:-rk"l{l L em)/ln % l

dove i ci(m) si mantengono limitati uniformemente per (yn— 7)/(m lny) —» + co.
Sia {c,';(m)t< ¢ e introduciamo la (5.2.7) nella (5.2.6); in questo modo
otteniamo la limitazione

SH Tim1 (T— Tim) (1 — Co/”/ 1= 8 E = il — Ti-1)(1 + co/?/)
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e per la (5.2.5) quest’altra:

m

(5.2.8) 1 MCO/U z Tt (T — 1) = PhilT, ) = < = CO/J z — Tgy) -
k=1 =

D’altronde ¢

7
m

1
2 T (T — Tar) < }' w e = 5 m2— 73 < 3 Tl T — Tua) »
k=1 L=1

e la differenza fra le somme estreme risulta

r—1 m m
2(n—1) 1

2
a2 Y (g2 — T .
m(n +7) 2 =)= ) (r*—7%) 5

pertanto ¢

. ot 2 Co\.. p . A . 2\/. o\
iy 9 S ) U e oy PR P73 2 :
T )(1 m)(; y) SHEnE ;0 —1 ><1 + m)(i =g y)
TFissato g, con 0 <C e <C 1, si scelga m abbastanza grande da avere 2/m<C¢g/3,

e quindi (n— 7)/(mIny) abbastanza grande da avere ¢y << &/3; in queste
condizioni abbiamo

e ne segue la (5.2.3).
§ 6. — Confronto di somme estese a campi analoghi 4 e B

e lemmi relativi alle somme estese ai campi B.

6.1. — I campi A(Sul) e B(ouh). Sia 0<<d=1e 0= u<< A= +oo;si con-
siderino i due campi descritti dall’intero n (°):

(6.1.1) A(Sul) unp, < pop-—p. = Alnp, (A—0f<p.=4§,
(6.1.2) B(dul) pIné <pua—p.= 2 lné ) —0<p,=¢&
[il campo A(éud) venne gid introdotto in (1.6.2)].

(®) E evidente linterpretazione glnp, < Py — P, 0, rispettivamente, plné <
< Pui1— Pr el caso 1= -+ oo. ,
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Riportando su un piano riferito ad un sistema cartesiano ortogonale O(x, v),
i punti di coordinate (p,, p.+;— p,) sono quelli contenuti nei due campi A4
e B segnati schematicamente nelle seguenti figure,

y
y
ANEF o c m e e e N R

Alngll s . A Jine i
Aln{e&) o~ T 0
et
o N o0 T (-6 Ex
4=1ER,  BSOLRT,  b'zPORS AZ PORS 8% PORS'

Accanto alle somme

6.3:3)DsE e =21, S ) =3 (Pai— Pa) s
. |

A

con A =A4(dul), che vennero introdotte nel n. L2, si considerino le somme
analoghe

(6.1.4) 21, Y Bar—Da)s

Bopd Bioud

che dal punto di vista analitico sono meglio trattabili; istituiamo il confronto
col seguente

Lemma 4. Sia 0<0=1, 0= < A= +o0; allora, per & —-oo, risulla

- Btéuh

I DoEs ) = 31 + o(8E/In &),
(6.1.5)

S5 (&5 0y 2) = 2 (Pusr— pu) + 0(68) .

BSuky
Dimostrazione. Analizziamo i diversi casi:
1) Caso pu=0.

1.1) p=10, A= + co. I due campi A4(60c0), B(60co) coincidono e le
(6.1.5) sono vere.

1.2) p=0, 2 finito, 6 =1. Fissiamo 0 << ¢ << 1: il campo B(001) si ot-
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tiene da 4(504) aggiungendovi i due campi:
(a) i Alnp, < pori— Pa s Alné, 0< p, = &,
(b) » y ek < Pa = £,
e pertanto

(6.1.6)  Ds(&;0,4)= > 1 —>1 —>1,

B(od) (@ L}

(6"1-7) Sé (‘57 0’ A’) = z (Pn+1 - pn) - z (Z)n-'rl - pn) - z (pn+1 - pn) .

B(304) [¢:H) 4]

Riguardo al campo (a) osserviamo

(6.1.8) S1=¢c0EmME), 3 (Pari— 1) = (e +0))E,

@ @)
mentre il campo (b) pu6 essei‘e émpli;i,to nel ‘nﬁbvy‘o éfimpo (1’ettzl-1igoiai‘é)
(b") An(ef) < puyr— pa=AIn§, < p=§,

nel quale la differenza p,+;—p. assume un numero di valori che, fissato &;
¢ limitato al crescere di &, poiché

Alné—Aln(ef) = Aln(1/e).
Ci troviamo nelle condizioni di applicare il teorema di V. BRUN (vedi n. 1.3)

S1< 31 S 7, 20) [A1n (e6) < 20< AIné],
» (4:4} P

< e D(2a)-EIn2é
[applichiamo il Lemma 1; vedi la (5.1.3)]

< cAln(1/e)-klnln (A In§)-&/In*&
(6.1.9) < 2ln(1/¢)-¢;&Ininin €/ln* €.

La prima delle (6.1.8) e questa (6.1.9) inserite nella (6.1.6) ¢i danno

Dy(&;0,4) = 3 1—¢-0(fIné)— Aln (1/e)-O(fInlnln E/In*&).

Bsoh
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Essendo 2 fisso e &> 0 arbitrariamente piccolo, segue la prima delle (6.1.5)
nel caso p =0, 2 finito, J = 1.

Veniamo a dimostrare la seconda delle (6.1.5); a questo scopo  teniamo
conto della (6.1.9) e del confine p,4y— p, = Aln &; allora otteniamo

z (pwH - pn) g z (Z)n—é-l "“" pn) é z 1 * ;‘- hl §
[{0] (" b

(6.1.10) 2 In(1/e)-¢,fInInlné/in &.

Tenendo conto della seconda delle (6.1.8) e di questa (6.1.10) nella (6.1.7),
otteniamo:

S5(£5 0, 4) = 2 (Purs— Pu) — O(e€) — 221In (1/e)- O(£ In1n In Eln &).
B(§02)
Bssendo 4 fisso ed ¢ > 0 arbitrariamente piccolo, segue la seconda delle (6.1.5)
nel caso =0, A finito, é==1.

1.3). p =0, 2 finito, 0.< < 1. Si puo. ripetere lo stesso ragionamento -

con Passumere ¢ =1— 0; in queste condizioni il campo (a) risulta vuoto e

la differenza fra le somme confrontate, estese ai campi A(302) e B(8024), si

riduce alla somma > la quale, anche in questo caso, risulta, rispettivamente
b

nelle due uguaglianze (6.1.6) e (6.1.7), maggiorata nella forma

0(0&/In &), 0(d&)
in conseguenza, rispettivamente, della (6.1.9) e della (6.1.10).

2) Caso p>0. Sia 0 < u<< A=< +oo; ambedue le (6.1.5) seguono su-
bito per differenza da quelle dimostrate nel caso u == 0; infatti le intersezioni
di campi

A(80u) N A(Sul), B(o0p) n B(dul)
sono vuote e le riunioni danno
A(S0u) U A(Suld)=-A(501), B(o0u) u B(dpd) = B(504) .

Osservazione. Il Lemma 4 or ora dimostrato ci consente di pervenire
al risultati col sostituire le somme > 1 e > (P, — D) estese ai campi B(dul)
in luogo della funzione enumeratrice Ds(&; u, A) e della funzione somma
So(£5 1y 4). Anche le definizioni delle funzioni Ay(u, A) e os(u, 4) introdotte
aln. 3.1[vedi (3.1.1) e (3.1.2)] restano invariate con la sostituzione qui segnalata:
infatti, i due termini complementari o(6&/In&) e o(£) che figurano ai secondi
membri delle (6.1.5) non alterano il lim inf e il lim sup per & — - oo dei
rapporti considerati in quelle definizioni.
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6.2. — Maggiorazione delle somme > 1 e 3 (Pui1— Pu)-
B B

Lemma 5. Sia 0<O0=1,0=u<i ¢ B(dul) il campo definito in
(6.1.2); allora, per & —-+oo,

( (y, i) o0& 88"

5.9 1 - AR e ) e e
(6.2.1) B%,,_, oy P e T (m )
(6.2.2) S G —p) = OV (22208 o+ 0(88) .

Bspk 4H

Queste maggiorazioni sussistono anche quando &— oo lungo una successione
(&) (crescente e divergente a -+o0) ¢ in luogo di Cs(u, 2) si sostituisce Cs({E3; 1ty A).

Dimostrazione. Le somme », senza alcuna indicazione, sono estese
~al campo
ulné<2a = Alng.

S1=3 Z%(E; 2a) [vedi (1.4.2) ¢ (1.4.3)]
B
= > 2 ). D(2a)-0&/In2 & [vedi (1.4.6)]
< z s(iy A) -+ (&)} DP(2a)-0&/In2 & [e(§) — 0]
— (Cols W) + £6)} T PRa)-0EmE [vedi (3.2.1)]
( > 2 - 8 <;': J
- (ff— DA G 5 0 o

e quindi la (6.2.1).

S (Pusr— Pa) = 2, 20275 (£ 2a) [vedi (1.4.2) e (1.4.3)]
B
= > 2;(&; 2a)-2aD(2a) - O&[In* & [vedi (1.4.6)]
< 3 {Csluy 2) + &(8)} 20D (2a) - 0&[In* & fe(€) —0]
= {Cs{p, 1) (&)} 2aD((2a)- 65/In* & [vedi (3.2.3)]

(/é(u, )+ &) ., 2
Ol 2860 e peya o) o,

da cui la (6.2.2).

Il Lemma 5 risulta completamente dimostrato.
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6.3. - Valutazione al disotto della somma 3 (p,,, — p,).
B

Lemma 6. Sia 0<<O=<1, 0= u<< A e 4,(&) definito nel modo sequente:

(6.3.1) S 1= o Oy D(E) — S & -

Bdud)

Allora, fissato ¢ > 0, per & abbastanza grande risulia

(6.3.2) S (Bun —8a) = | o Colon, D) — et} — ] 8¢

Boud

Osservazioni: I) Quando ¢ Cs(u, 1) = 0 pud non esistere (&) ma,
tuttavia, la (6.3.2) vale con qualunque A,(&). Pertanto supporremo Cs(u, 1)>0.

IT) Per la (6.2.1) risulta evidentemente
(6.3.3) B o hE=A+01), per & —-oco.

IIT) Sia R = Cs(u, A), allora sussiste una osservazione analoga all’Os-
serv. IV) del n. 1.6 e cioé: Dall’uguaglianza

(6.3.1)" 21 —wﬂ[l (§) — p)- 0/l £

B(ul)

seque, per ogni £ > 0 e per & abbastanza grande,
! I 1 92 2 1 ol
(6.3.2) 2 (Duts— Pa) Z {5 RIA(E) — o I ey 0

[essendo qui 24,(§) < 1 + o(1) caleolato in dipendenza di K]
Dimostrazione. Poniamo

(6.3.4) 2o(&) = Min {2,(§), 2}

e quindi & A,;(&) = 4, (8= (5) -+ 0(1); essendo Cé\([u, A) (£ @=16H) limitato,

cambiando eventualmente & in ¢/2, possiamo limitarci a dimostrare, anziché
la (6.3.2), quella analoga

(6.3.5) S P — Pa) Z | Colpty NA(E) — 2} — | 08
Boph 4H



SULL'ANDAMENTO DELLA DIFFERENZA DI NUMBERT PRIMI CONSECUTIVI 49

A e

ottenuta sostituendo Z,(§) in lmogo di ,(&): questo c¢i consentird di semplifi-
care lievemente il discorso.

Sia m intero > 0; dividiamo lintervallo (4, 1) in m intervalli parziali uguali
¢ poniamo

= o gy < oo < = Ay g = (A— p)fm=nim)=1n, (k=1,2,..., m).
Poniamo anche provvisoriamente
(6.3.6) Sp= > 1, Sp=23 (Pur1—Dn)

Bidug, g By, 1)

e quindi

(6.3.7) D> 1=2s, 2 Purr—pa) =D 8.
Bopiy fr==1 B(dui) R=1

_Sia_m, = my(&) 'intero scelto in guisa da_avere

(6'3'8) » ;“O(f) — 77 < /umu é 20(5) < ,Umﬂ+1 g ;‘0(5) _%_ 7] 5
allora g, == u -+ mey e si verificano le seguenti limitazioni:

0= melé) = m

(6.3.9) . Ao(8) — p—n < mgy = Ae(§) — n < (m0+1)77;

tenendo conto della definizione di m, nella (6.3.1.) e della prima delle (6.3.7),
otteniamo:

]_ E
(6.3.10) s, Z)mw— zs,b_ i Os(u, )(mo—}—l)n»~—

Poniamo ancora

1 9&
] 7ul8) = 5 Oolpts M =5 5 per 1=k=m,,
2 aé
(6.3.11)
l (€)= 10, per my, + 1= k=< m,
e cosi la (6.3.10) si pud serivere
(6.3.12) %w(& = %81 < %w ! Cs(u, Ay 35.
) E=1 r=1 2H o Iné&

4 ~ Rivista di Malematica.
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Teniamo conto adesso che, evidentemente, & 8, = ty-;8-Iné e quindi Ia se-
conda delle (6.3.7) ci da:

D Putr—DPn) = D plaiSp-Iné

Bul) . k=1

m

== z M- yi(E) In & + z Mi-1{se— vi(£)} In &
(6.3.13) = + >

e siamo condotti a trattare le due somme Y e 3.

m .

3= wy(£) In g [vedi (6.3.11)]

k=3

= z /‘k»—f}’k(&) Inég
g TN .

8¢
= 5z Colus A ‘Iglﬂk«l

o6&

=2 Rl
— oH Cé(,u} 2’)"7 9 (/u' + /U/mu—l) .

Per le (6.3.9) abbiamo:

N (e 4~ Nm‘,—l) > {Ao(&) —p—n} {p + Ao(§) — 277}
= 3(6) — p*— n{8A(€) — pn— 2}
> 2O — i — (A — 4}

e otteniamo per la somma >, la valutazione al disotto
5E ) 2 3
(6.3.14) 3, > o Ol M2 — 12— 0B2(6) — )]

Veniamo a considerare > ; ci proponiamo di dimostrare che lim inf >, >
>—n* essendo #™ un numero positivo piceolo quanto si vuole, pur di pren-
dere m abbastanza grande.

Per il Lemma 5 [vedi (6.2.1)] abbiamo:

1 . : o
8 = Eﬁ {Gé‘(#k—l: Hk) -+ Ek(g)}(ﬂk—,“k—l) ]”I’l“é 3
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dove lim sup B (§) = 0 e py— iy = 9. BssendoCs (-1, pu) = Colpe, 1), possia-
mo scrivere

o5f —
(6.3.15) s, Iné = @77{05(/&, A) - B(&)}
dove E.(§)< Ex(f) e quindi

(6.3.16) im sup E.(§)< 0.

Tenendo conto della (6.3.15) e della definizione (6.3.11) di y,(£), abbiamo,
per i singoli termini di

29
LT J— .
o=y mé =9 Buld) per 1= k< my,
(6.3.17)
Sy} Inf=s.1né, per mp, 1=k m.
_ Poniamo

11
Ry= Y {s—y(&)}Iné  per 1< 1< m,

Fo==1

e allora, per la prima delle (6.3.17), otteniamo

13
- ol .
o= oo 3 Bl = o BEE), 1< 1< i,
(6.3.18) ‘ .
l 11;n>+sup E¥ =0,

e per la seconda delle (6.3.17) otteniamo

(6319) R'"o g Rmn-‘.‘—l é e é Rm .
Veniamo 2a valutare R, :
Rm = z {Sk— 7/L(§)} hl E

k=1

=Yg Iné— 3 y(€)Iné [vedi (6.3.7, 1, 11)]
k=1 k=1

2 Oy D OE) — 1} — 5 O, Dymes [vedi (6.3.4)]

- °SH 5 iu7 1 { 2H My A ol] <,

o&

= o5 Colue, A AAE) — 1o — men + o(1)},
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e poiche per la (6.3.9) &

0 L) —pu—my<n,
risulta

\ 08
(6.3.20) 0= R, < 5T Cs(uey Ay {n -+ o(1)} .
Adesso, costruite le espressioni di R,, operiamo su », la trasformazione
di BRUNACCI-ABEL:

m

S,= trfsi— (&)} In &
k=1

=S fty (R — Ryey) (R = 0)
k=1 .
—_— E (“/ My 1 T Mo 1-13771 {\"GC1i (6320)'
m—1

=z — z (M — e VB,
ke==1

Mg m—1i
=—7 ZRL —n > R [vedi (6.3.18,19)]
= ang--1
(5{: my .
= 57 z B E) —nim — my— 1)R,, [vedi (6.3.20)]
(SE my . .
N5y ]ZIE,; &)+ {n+ (m—— my—1)Cs(u, A)|  [vedi (6.3.9)]

(S My
(6.3.21) | 91‘51[ z EEE) + {A— L&) + (m— mo)o(1)} Os(se, Z)J .

Siamo in grado di valutare al disotto la somma Z (Pwr; — pa) servendoci
di (6.3.13, 14, 21); queste ci danno:

o8 R ’
(6.3.22) D Wutr—Pu) = fy Os(uy ) {I2E)—p2} — w(&) - 6&,

Boudy

dove

my

(E) = 772 3 BEE) + Ol 2R + M) — 1+ (m— mo)o(1)}].
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Adesso si tratta di dimostrare che, fissato ¢ > 0, & possibile scegliere I'intero m
abbastanza grande e &, abbastanza grande in guisa che per &= &, risulti
(&) << e. Incominciamo con lo scegliere m abbastanza grande in guisa da
avere 4(31— p) - (A—pu)/m<Cg[3; allora, essendo 2,(&)< 2, Cs(u, 1) < @5 < 16H,
7 = (A— w)/m, risulta

VR ”[1 L A 240(8) — ) - Coluy A) << /3.

Iissato m in questo modo, si determini &, abbastanza grande in guisa che per

&= & s abbia (21— u){4,(&) — A} < ¢/3; allora anche il termine in o(1) ¢ siste-
mato:

Si-determini-infine &, abbastanza-grande-in-guisa che per & = & si-abbia

o (B ZI’ (&) << &/3 (I=1, :'2,...,m)J per &= &,

2miH 23

¢ questo ¢ possibile in forza delle (6.3.18).
Si seelga &, = Max (£,, &); allora, per quel valore di m e per &= &, risulta

o(8) < el3 +¢/3+e/3=c¢.

11 primo membro di (6.3.22) non dipende da m e, pertanto, quando &= &,
risulta soddisfatta la (6.3.5) e il Lemma 6 risulta dimostrato.

6.4. — Dimostrazione dei tre Teoremi preliminari. 1 tre Teoremi prelimi-
nari I, IT e IIT enunciati al n. 1.6 e cold accompagnati da qualche osserva-
zione, ¢ hanno consentito di ricavare tutte le proposizioni della presente Me-
moria. La loro dimostrazione si ottiene, ormai semplicemente, sostituendo nei
primi membri delle (6.2.1), (6.2.2), (6 3.1) e (6.3.2) dei Lemmi 5 e 6, le somme

> alle somme Y che ivi si trovano: questa sostituzione ¢ consentita dal
A B

Lemma 4 che c¢i informa sullo scarto fra queste somme: ogni scarto rientrs
nel termine complementare che figura al secondo membro della corrispondente

Iy

disuguaglianza (1.6.3), (1.6.4), (1.6.6), e pertanto & assicurata la validitd dei
tre Teoremi preliminari.
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