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Polinomi pii generali di altri classici e dei loro associati,

e relazioni tra essi. Funzioni di seconda specie. (*¥)

Introduzione.

Sono note aleune relazioni che legano classiel polinomi, quali ad esempio
le relagioni di SzEGO tra 1 polinomi di LAGUERRE ed HERMITE.

Ora ¢ interessante il fatto che, come vedremo, delle relazioni analoghe a
quelle che esistono tra dei polinomi elassici, quali ad esempio le dette rela-
zioni di Szmed, vi siano pure tra i loro polinomi associati (*) ed anche tra
polinomi pit generali di essi. Cid potrebbe forse far pensare che vi gia un
legame pitt stretto, di gquanto si pud dedurre dalle formule di definizione, tra
un polinomio ed il suo associato, anche se lo sviluppo di un polinomioc si abbia
in forma pill semplice, come sembra avvenire in generale, di quella del suo
associato. :

In questo lavoro oltre a stabilive relazioni del tipo detto tra polinomi pit
generali di altri classici e dei loro associati, diamo anche un contributo allo
studio di tali polinomi e di alcune clagsiche funzioni di 22 specie.

§ 1. - Funzioni pili gemerali di alcune classiche di 1* ¢ 22 specie

e polinomi ad esse associati.

1. — Indichiamo con M,(x) ed m,(x) rispettivamente un polinomio di
grado n [se n & intero positivo o nullo; se n € intero negativo & invece M, (x)=0]

(*) Indirizzo: Via Sepoleri Messapici 20, Lecce (Italia).

(**) Ricevuto il 24-XTI1-1953.

(1) Per la definizione, ad esempio, dei polinomi associati alle funzioni di LAGUERRE
di 18 e 2% gpecie, e per un contributo al lore studio efr. G. Paramd: Sul Wronskiano
delle junzioni di Laguwerre di 12 e 2% specie ¢ su det polinomi ad esse associati, Boll.
Un. Mat. Ttal. (3) 8, 185-193 (1953); Relazioni inlegrali tra le funzioni d Hermile ¢
di Laguerre di prima e seconda specie, e su dei polinomi ad esse associati, Rivista
Mat. Univ. Parma 4, 105-122 (1953).
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ed uns funzione dipendente da n (intero relative o nullo), da » (reale} e da
r parametii o, 04,.., o soggetti ad opportune condizioni, e con x variabile
in un intervallo tale che la m,{x) risulti finita.
Nei simboli M ,(x), m.,(z) non sono stati indicati 1 parametri Gry Cageeey Blyy
perché essi non mutano nelle varie relazioni che qui sarannc stabilite,
Inoltre M, (x) ed m,{z) ammettiamo soddisfine alle relazioni

(1) M) (0) — M () r(2) = Ta(a)
2) Ponta(@) == (@~ boil) pn(®) — Copinr(@) ,

ove con u,(«) indichiamo indifferentemente M ,(w) ed Ma{®); @n, by, ¢, dipen
dono da m, o, o4y, a,; e si indica poi econ W, «(x) un’opportuns funzione
di 5, @, Ay, G,

Dalla (2) con un processo d’induzione si ha

(3) Mn%-:n(m) = Tnp(x)ﬂ"(x) -+ T:’:o(w)/i‘zn—l(w) 3

in eui con T™?(x), I™?(x) rappresentiamo dei polinomi in # di graéﬁ P, p—1
rispettivamente, dipendenti anche da o,..., o,. Allo studio di tali polinomi
si da qui anche un contributo. Hssi sono una notevole generalizzazione sig
di classici polinomi ehe dei loro associati.

Dal confronto di (2) e (3) segue intanto

Two@) =1,  T"g) = a, + b .

2. ~ Moltiplichiamo la (1) per 7™ 1’(:0) ¢ poi eon 1a (3) eliminiamo T" o)),
a2 (x) M (x), abbiamo cosi

(4) ]V[’n~1(w)mn+p(x) - Mn+p(w)mn~1(w) = Wm(x)Tnp(m) .

Analogamente moltiplichiamo la (1) per TP7(x) ed eliminiamo poi

Ty (@) ma (@), TP7(@) M, \(x), con la stessa (3), si ha
) (8) Mnﬂ)(m)mn(‘%‘) - Mn<x)mn+m(w) == W,,(.CL’)T:’Z’(W) .
1] confronte di (4) e (5) da, se non & Wale) =0,

an +11%) ()

(6) () =

fn%—l p—1 ( ) y
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per cui la (3) pud secriversi

IVIH‘l (1’)

n+1,p—1 )
I’V,,(JJ) T (m)/un—-l(x) .

(34) Pnip(@) = T2 (@) pa(w) —

'8 faccia nella (3;) p=1 e si confronti poi con la (2), si ha-

H'rn +1 (:L') _
W)

.

Pertanto la (6) e la (3,) possono scriversi
(6,) TP2(g) = — ¢, Tr+r-1(g) ,
(3.) Haso(B) = T2(2) 10, (%) — C, T2 @) s ()

Nella (3.) si faccia 7 = 0 e ua(z) = M.(x), m.(®) e si ha rispettivamente,
se scriviamo 7'?(z) invece di 77 (z),

M B To7(2) = M),

8) o mye) = M @mee) — TP (@m (),

se, come abbiamo supposto, esista, sia finito ¢d uguale ad m_,(x) il limite di
Mpa(m) Per n 0. ; o
 Si vede intanto dalla {7) che i polinomi 7'™7(z) sono una generalizzazione
degli M,(x), riducendosi ad essi per n = 0. ‘ '

3. — Diamo in questo e nei nn. successivi un contribuvo .allo studio di tali
polinomi T*r(zx). R " ‘
. Nella (1) si muti » in n+4+p-41 e vi si eliminino poi con la (3,) tutte le
‘,Yu,g.;,(w), Untota(T), Si ha cosi la relazione che segue, se si tien presente poi la
stessa (1), ' ‘ '

W tmir(@)

n, pf nt1, ) — n,‘-i—l“y n—%-l, -1 —_—
©) Lo(a)res(a)— D) D7) = SR,
che, per »n =0, da, per la (7),
Wy i)

(10) - M@ T (@) — Mpn(2)T7(2) = 57 (@)
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4. — La (3,) e la relazione che vi si trae cambiando p in p-+1, danno un
sistema nelle incognite u,(x), u.,(x) che, risolto rispetto a alx), di, se si uti-
lizza la. (9),

an )

W, 7 p+1(

(11) () =

[T"_Ll - ’E)/Ln+,,(0") —PM-]'])“1(‘%),“7;—}‘7:«}41(“”)] .

Da questa porendo =0, si trae:

a) se () = M,(x), la (10);
b} se pu(w) = m,(x), la formula

Wosa (@)

12y TY(eym, (@) — T ()M y4(2) = — My -
()

Ponendo n = 0 nella (1), se my(#) come abbiamo ammesso per ipotesi non
¢ infinita, si ha

(13) m_y(w) = — W) .

La (8) si pud quindi scrivere
(81) my(@) == M (@)mo(w) + Wilx) T () .

I polinomi T”(x), che soddisfano alle (8,) e (10), i diciame assvciati alle
funzioni M. (@) ed m,(@) [talvolta associati soltanto agli M, (z)].

Pertanto i polinomi 7T™?(v), poiché per n = 0,1 si riducono rispettiva-
mente ad M,(z) e T (x), cioé ad M,(x) ed ai loro associati, sono una gene-
ralizzazione di entrambi questi ultimi polinomi.

Inoltre, se nella (4) si cambia n in n—1 e si fa p=1, si ha

M o{@) 1, () — M (2) 1 o(2) == W,y () T 11 (),

da cui per n==1 si riottiene la (13). Invece 1a precedente per n = 0 d3,
se esiste e¢ non ¢ infinito il limite, ) '

}ILHOI [Wema(@) T Y (@)] = hm [Wes(@){ @y 4 bpy?)]
(14) - '77”—-2(' ) = llm[ n—1 + b -—l‘p) n—-l( ).] .

Se poniamo

Uy == (n ‘{_ 1)“7:7 En = ('n + 1)bn ’ TV’n(x) =
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Ia (14) puo ancora scriversi nella forma che ci sara utile in seguito
(15) - ”L-‘.’(m) == :7[1%})11’)1 [(an—l + bn—lw) Wn—-l ($)] .

Dalla (3,), se cambiamo prima =« in-n--q e poi p in p-g¢, si hanno due
relazioni-che;-confrontate;~dopo-aver-eliminato-nela-prima-di-esse;~a-niezzo

della (3.), Mare © Hnte—, danno una formula che, per sussistere identicamente,
si deve avere

(16) Trrte(g) = Trter(g) Tre(g) — ¢, Trtetlr=1(g) Ime(y) |
Da questa formula per p=1, ¢=1 risﬁettivamente 8i ha

{11 Troti(z) = Tr43(@) T79(0) — €y T14(a)

che ¢ ricorrente rispetto all’indice g,

(18) A Tonrtl(g) = TN @) TH00(x) — e,pp, TP~ 1(e) |

Valori particolari di 7"?(x) sono i seguenti

[ Tro(g)y =1, imyz) = a, + b,
(19) ’
1 T"’Z(m) == bnbn+1w2 + (a1xbn+1 + a’n—l—lbn){v ‘IT“ Apllypy — Cpiy -

5. — Dimostriamo ora la seguente formula

Wara(®)

(20) Wix)

Tr41:7(2) = Mo (@) D0 (@) — Myiia (@) T (@),
con la quale i polinomi TI+'.?(z), che generalizzano gli M,(x) ed i loro asso-
ciati T'?(x), sono espressi mediante questi stessi polinomi.

Ammettiamo che la (20) [che sussiste per » = 0,1,2, come per questi

due ultimi valori di » si ricava subito dalla (18)] sia vera per tutti i valori
n<n-+1le qualunque sia p.

T'Vn +1 (117)

ed eli-
Wile)

Se cambiamo nella (18) p in p-+1, la moltiplichiamo per

miniamo poi T tL.r+i{g), T»7+2(z) a mezzo della (20), si ha

{21) Hﬁ"i(i%) Trten(g) = [ 173 () M (@) — € M,y ()] T+ (25) —
o

— [T (@) T (@) — e, T1(2) | My pia(®) -

25 - Rivista di Malematica.
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Ora la (3,) per u,(@) = M,(@), p=1, e la (17) cambiandovi ¢ in n—1,
dopo aver fatto n=1, ¢i danno rispettivamente

Moial@) = T3@) M(@) — euMyoa(®)

T‘""I“»U-(»[E-)- e s | (x)T(?l)(w} C;: Pns=1) <$) ;

pertanto la (21) si riduce alla (20) dopo aver cambiato in questa ultima =
inn-+1.

6. — Nella formula seguente, dimostrata al n. 2,

Wm—i-l("v)_
W) — "

si muti # in n—1, n—2,..., 1, 0 e si moltiplichino poi tra loro tutte le rela-
zioni cosl ottenute, si ha

W) = e4ey ... Coy Wo(z)

ossia, per la (13),
(22) Woaul@) == — €oC1 o.. Cooymiy(2) .

7. — Possiamo ottenere formule pili generali delle (13) e (15). Perd notiamo
innanzi tutto che nelle applicazioni che faremo e¢i interessano le funzioni
M, (), mn{z) che dipendono da %, z e da un parametro o ed il cui corrispon-
dente W,(x) sia della forma

1
Wa(z) = s Ao, n)wl(e, @) ,

ove A(a,n), w(x, ) sono funzioni di « e rispettivamente di n éd . Si vedrd
poi subito Popportunitd di non conglobare il fattore 1/m! in A(e, n).

Nella (4) si muti difatti » in n— p e si moltiplichi poi per n!, si ha cosi,
se Si passa al limite per n — 0,

(23) My (®) = (— 1)*(p — 1)! A(at, — p)w(er, @) Jim [nL"=72(x)]

ammesso che si abbia

lim [A(e, n— p)] = Ao, — D),
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con A(a, — p) determinato e finito, e che esista il limite
i Pn—p,p
(24) Hm [nT (®)] .

Ora tale limite esiste, se esso esiste per p=1, p = 2; e se esistono quelli

di ap—p + bpp®, Cpepiy, per n —0, cioe, per esempio, se si ha

,121_1}01 (@aep - bpey®) = @y + by,

,;lgl Co—pt1 = C—pir

essendo a_,, b_,, ¢y, determinati e finiti.
Difatti, dalla (18), mutando % in n— p, p in p—1 e moltiplicandola poi
per n, si ha

(25) ,nTn——p.p(w) J— (an_p + bn_pw)nTn—(p—l),p—l({B) - cn_m_l,nTn——(p—-z),p—-z(m)
e quindi, poiché la (25) & ricorrente rispetto a p, il detto limite esiste anche

per p =3, 4,....
Ponendo

lim [nT777(2)] = U() ,
la (25), passando al limite, pud pertanto scriversi
(26) U (@) = (a—p + b,@) UPD (@) — 01, U2 () , (r>2).
Quindi la (23) da

(27) My (@) = (— 1)?(p — 1! A(et, — plw(e, ) UV (@) .

§ 2. - Applicazione delle formule del § precedente a classiche funzioni.

Applichiamo in questo § i risultati precedenti a classiche funzioni.

Notiamo innanzi tutto perd che ciascuna formula che ricaveremo in
questo §, nei tre casi che considereremo, sara contraddistinta dallo stesso
numero che ha la formula del § precedente, dalla quale sara ricavata, e rispet-
tivamente con uno, due e tre apici.
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a) Il caso delle funzioni di Laguerre di 12 e 2% specie.

1. — 11 polinomio M,(z) e la funzione m,(z) siano cioé rispettivamente il
polinomio L¥(z) e la funzione I:”(x) (« non intero ed @ finito qualsiasi) di

LAGUERRE di 2* specie. '
Le corrispondenti delle (1) e (2) sono ora le note formule (%):

I 4 n)e®

1) L2 (2) 57 () — L ()24 () =

01!\/231"‘ ’
20 4o+ 1 — > o 4 n
( ' . (a o
2" 2 @) = T @) — o A @),

ove A% (x) sta indifferentemente sia per Li’(w) che per L2 ().
Si ha

20 - o 1 1 o+ n
T oy bn - T Cp ==
n -1

tn == “ﬂ+l'

Poiché LW (z) e I{¥(x) soddisfano alle (1') e (2'), che sono. dello stesso tipo
di (1) e (2), si possono trasferire, a questo nostro caso, tubti 1 risultati del §
precedente, quando si indichino con P*™?(z), Py™’(z) i polinomi corrispon-
denti a T*(z), 177(x). »

Percid dalle (3), (4), (8), (6;), (32), (7), (8;) del § 1 abbiamo rispettiva-
mente:

) 32, (0) = Prmr(@)i @) + PR @A ()
I ) & & x Do —}—"n,)ex .
@) I, @) ) — L ol 0) = 2O Pa),
n!V2m
(5") L:f‘_:,,(w)lia)(x) _L::“)(a))l:ﬁp(w) — _(_Cf___._ﬂe_ PYo(a),
n!V 2%
: %1 « 4+ n M 1,0 —
(6;) Pomr(g) = .—n: 1‘P 1P 1(w) ,

(2) Per la (1") del testo cfr. il primo dei lavori citati in (1). Per la (2), nel caso
20y =19(x), cfr. G. PaLayd, Funzioni di Laguwerre di 28 specie, Boll. Un. Mat.
Ital. (3) 5, 72-77 (1950).
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! & Ty & % A= n &sn+ 10— N e
(3,) A8 (@) = Po™P () AN ) — . lP T iy A @),
() Poore) = I9()
(81) 19(a). == Liéfl(m,)z%z(m,)w:;f,ﬁi‘fi._ii) < P22(g).
&~y BN i3 o \/2;’6 3 N

Quest’ultima segue dalla (8,) essendo ora
o

I 4 1)ex
Wl(w) = “““7.___
vV 2axe

e perché poniamo P**(z) invece di P*¥? (z).

T da notarsi poi che per la (7') i polinomi P*™"(z) sono una generalizza-

zione di quelli di LAGUERRE.
Inoltre, poiché (3)

1
j w”* ey ,

o

VE;Z T

201 (— «) sen ot

I (x) = —
cui subito si pud dare la forma

1 ot
() — (e + )je dt

\/% fotl ?

a (81) pud seriversi
@

w00 =T | mo | 25+ Pt ]

0

che, confrontata con I’altra da noi stabilita (%)

I + 1)

l(a)
(@) = W

o (ox
[L @ )Lm + PO ) }
0
porta all’identitéd

Po2(g) = P9 (x) .

(3} Cfr. il secondo lavoro citato in ().
(*) Cfr. il primo dei lavori citati in (1).
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Ora mnel lavoro citato in (*) con P (x) si indicod il polinomio associato alle
funzioni di LAGUERRE di 1% e 2* specic: quindi coincide con tale polinomio,
come del resto era d’aspettarsi, per guanto si ¢ detto in generale nel § L
polinomio P*1"~Y(w) = P**(x).

Noi perd adotteremo qui il simbolo P*"(x) per questi polinomi associati

1, per.non confonderli ycon gli:ultrasferici. dei quali

pure dovremo occuparci.
Pertanto i polinomi P*™”(z) sono, non soltanto una generalizzazione dei
polinomi di LAGUERRE, come si & notato pitt in alto a proposito della (7'), ma
anche dei loro associati, riducendosi ad essi per »n == 1. '
Si noti infine che dalle (13) e (15) si ricava subito (%)

1 I'(e)e® ) B [a—1)

19 (@) = — —= L) = ——
! Vg @ ’ : V27

@—o +1) —.
x®
2. - Inoltre le (9), (10), (11), (12), (16), (A7), (18), (19), (20) diventano
in questo caso rispettivamente: '

o (n 4+ Do +n -+p 1)
T P+ 1) (e +n-1)

(9/) Pa,n,w(m)Pam-b 1)P(w) — P'x,n,ﬂ+1(m)Pa,n+l,p-—1(x)

)

. Ile+p + 1)
4 () 2P+ 1 T (= oy —
(10) L2 (x) P (@) — L (2) P () = P I Te D’
(1) 29 (@) =

4p+ )T+ n 4 1)

— . x,n+1,p-1 {0) ]
SO tntprl) (@) — P (@) A50,.@)]

n4p+1

n+D

[Pu,ﬂ +1,p(m)2(a)

Lo +n 4+ 1) -
n ot ) Mo+ 1)

(121) Pl (m)}.(:) (.’l?) . P:v,n(w)}‘ﬁx) l(w) — (

-+

(@) 5

(16') Po:,vl,zz+0(m) — P“’"“"’”(a;)P“’""’(w) _z :i: : ::j__% _Pa,n+a+l,p—1(m)1)oc,n,q—-1(w) ,

amy  Pemetl(y) = oA t1l—a Prma(g) _E Pt 4 pena 1

n+q+1 n+q+1 (w)’

(5) Cfr. il secondo dei lavori citati in (2). In tale lavoro, nelle formule del testo,
ci si & dimenticati di scrivere il fattore costante — 1/4/27.
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a4+ 20 -1 —2 o« 4 n o~ 1

(18’) P::,nm-kl(m) — P - Paﬂul,p(r)__ '—';l""?“ffm P«,ﬂ+2m 1(%) .
. )+ -+ 2
w420 4+ 11—z
P:x,n,()(m) — , I)zx,n,l(w) — ! Sl

n 41

(19 i (14 1)(n 4 2) P¥E () = 2 2(A 41w A (A —{-2)—(x.+'n+1)(n 1),
[ ove A=2n-+4+a-t+1,

@0 - fiﬁ(o?ff) Pomn(g) = L (@) P2+ @) — L () Po() .

Notiamo poi che la (16') & una generalizzazione della (3.) nel caso A9 w) ==
== L{"(x), cui la (16') si riduce per = == 0; e che Ia (17') & una formula ricor-

rente rispetto all’indice q.
Infine nella (20°) i polinomi P*"+»?(z), che generalizzano quelli di LAGUERRE
ed i loro associati, sono espressi mediante questi polinomi.

b) Il caso delle funzioni d’Hermite di 12 e 22 specie.
3. — Si abbia cioé
M, (z) = H,(@), My(®) == ho(@) ,
ove H,(z) ed h,(®) sono il polinomio e la funzione A’HERMITE di 28 specie che
indichiamo, indifferentemente 1'una e D’altra, con 0,(z). Le 0(,), di cui qui
ci si occupa, sono quelle per le quali &
1 v
— 0,(x) = nb,_,(®) .
dz ‘
Inoltre, come si sa (6), risulta
(1”) Hn~1(w)7?'7t<x) - Hn(x)hn—l(w) (’)’L - 1) Le™ /°
2" Or1() = 0n(2) — 10,y () .

E quindi anche in tal caso possono utilizzarsi i risultati del § 1. - ..

(°) Cfr. P. AppELL et J. KaMPE DE FErIet, Fonciions hypergeometnqucs et hy Jpe1-
sphériques, polynomes &’ Hermite, Paris 1926, p. 360.
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Si ha intanto

a, =20, b,=1, Cp=N.

Se inoltre assumiamo

o) = Hvo@), o) = H(@)

le (3), (4), (5), (61), (3.), (7), (8,) del § 1 danno rispettivamente:

(3 Burs(r) == H2(@)0,(0) -+ H(0)0,s(a) ,

(#) Heahassl@) — By p@)hya(0) =— (n— 1)1 & Hm2(z),
(5) H ) (2) — H(2) @) = — (n— 1) ! = H(3) ,
(61) Hyr(n) = — nH4(z)

wb Ouis(@) = H()0,(@) — nHM7-1(2)0,(3) ,

(1) Ho@) = Hio)

() () == H(@)ho(w) — ¢ HL ().

La (8]) confrontata con la nota formula (7)
ho(@) = Hoy(@)ho(@) — 672G (@)
ove G,(2) & il polinomio assdciato a quello A’HErRMITE, da
Hir-v(g) = @,_,(x) .

Quindi i polinomi H**(z) sono una generalizzazione, per la (7") ¢ quest’ul-
tima, sia dei polinomi d’HERMITE che dei loro associati.

4. - Le (9), (10), (11), (12,) (16), (17), (18), (19), (20) danno luogo invece

() Cfr. e in (5).
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ot

rispettivamente alle seguenti:

(@) B (@)E () — H @) T ) = "0

(10") H,(0)6,(@) — Hpua(@) () = 1,

a1) Ou(e) = ot L)l == = @n100109]
(12") Cal @) — Goa (@) Pis (@) = 1! To(2) ,

(16") Hroto(z) = Hr+o0(@) — (n 4 ) Hr+anr-i(@) Hrai(z)
(17) Hroti(z) = oH"(@) — (0 + OH (),

(18") Hro#(5) = aHr2(@) — (n -+ DH™ 1),

19 Hou)—1, Ho@=o, Hw@=o—0+1),

(20) n! Hi12(g) = Ho(@)G s n(®) — Happia(@)Gra(2) -

Qui si possono ripetere analoghe osservazioni di quelle fatte alla fine del
caso precedente.

Notiamo perd ancora che la (4"), se vi cambiamo » in n—p e la molti-
plichiamo per (n—mp, p +1), d&

(n—p, D + D[ Hups(@)a(8) — by (@) Ho(@)] = — 0! & H22(@)

cioé passando al limite per =» —0, essendo I%Lno Hwrr(g) = H-77(z),

lim [} = gy
U [0k, (2)] = P(x)e” " .

Una formula ricorrente che consente di ricavarsi gli H—»?(x) si ottiene
dalla (18"), quando vi si cambi » in —p e p in p — 1. 8i ha difatti dalla (18"),
dopo le dette trasformazioni, se si assume H-7?(z) = K,(»),

K@) = 0K, (@) + (0 — 1)E,—(#) .
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Valori particolari di X, (x) sono, ad esempio, i seguenti:
K@) =z, Ki@)=a*t1, Kr)=a"1+ 3w, H,z)=a2'+ 62°4 3,

Ky(z) = a5 + 102 + 10 ®, Ho(w) =%+ 15z - 4022 -+ 15 .

c) I caso delle funzioni ultrasferiche di 1 e 2 specie.
5. — Le formule corrispondenti a (1) e (2) del § 1 sono ora ():

/A2y + 9 —1)
o wIl()

(1///) P;:-—)IW)QS')(QC)_P:)([E) ::_)1(03) — (a:2~— 1)-‘.-—1; ,

v L n 2y +n—1_ .,
K" z) — e K" () ,

oM Kv,'lu-l ) = 2
%) (@) n -+ 1 n -1

ove K™"(z) sta indifferentemente per I'una o I'altra delle due funzioni ultra-
sferiche P"(x), @V(»), (J&|>1), di 12 e 22 specie.
Essendo ora .

Mo(w) = P(x),  ma(e) = QY (),

si possono, per le (1”) e (2”), anche in questo caso, ricavare dal § 1 le formule
corrispondenti, quando si assuma

Tro(@) = A7), Tpe) = A7),

e si ponga

AP () = AT ()

Si ha in particolare

v+ n
() .

17,0 . 0 1 ——
Ay =1, A" x) =2 ¢

Tali formule sono state in parte gid date dal NIELSEN (7).
Notiamo soltanto le seguenti, che si ricavano dalla (10) e dalla (8,) & mezzo

(8) Cfr. Nizvs NIeLsEN, Théorie des fonctions métasphériques, Paris 1911, pp. 117-118.
(*) Cir. Le. in (8), pp. 117-121.
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della (1),

" . (€2 yn+1 {r) PR —— F(2v '_TL_ n— 1)
(10") PP (@) A" e) — PR, 4) = =T
[47°(z) = 0, A"Yx) = 1],
n . 2 e al'(2 ) —v grn
() wm=EW%m—$%§w~w¢rm,

che ci fanno vedere, come ¢ naturale, per quanto si ¢ detto in generale nel § 1,
che i polinomi A™"(x) sono gl associati alle funzioni ultrasferiche di 1a e
22 gpecie. : o

Se assumiamo » = 1/2, i polinomi A¥*(z), che seriviamo pitt semplicemente
An(x), attribuiti dal NIELSEN a GAUSS, sono percio gli associati alle funzioni
sfenche P,(x), Q.(x).

Si noti che P. HUMBERT (10) dme, invece, polinomi asgociati & quelh di
LEGENDRE i polinomi 4,(z), B,( [11 primo dei quali, perché non sia confuso
con A,(z) usato in alto, indicheremo per un momento con Z,,(x)] definiti da

A,(@)Pa(®@) + Ba(@)Ppw) =1,

(una analoga posizione iniziale fa PHUMBERT per i polinomi associati agli ultra-
sferici), e trova poi la formula

-1 a1

1
Qu(@) = 5 Pu(a) lo
che confrontata con I’analoga seguenﬁe, attribuita dal NIELSEN pure al GAUSS,

Qule) = 3 Pola) log - — 4,(a)

porta alla relazione

xP,(x) — B,
x?—1
I polinomi 4,(x) di GauUss, indicati invece con f,, da HUMBERT, sono stati
studiati, come nota lo stesso HUMBERT, da CRISTOFFEL al quale si deve uno

(1) Cfr. P. HuMmBERT, Sur deuwx polynomes associés auw pol’ynomes de Legendre,
Bull. Soc. Math. 46, 120-151 (1918). »
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sviluppo di f,-; in serie di polinomi di LEGENDRE. Una formula di Scmirrni
ed HERMITE, relativa a questi f,—;, & stata poi generalizzata anche dallo stesso
CRISTOFFEL.

I polinomi di GaAuUss inoltre sono stati studiati da F. NEUMANN che i ha
indicati con R,(x), essendoci tra questi e gli 4,.(z) la relazione

Si noti perd che tra i risultati nuovi, ai quali si perviene con 1’applicazione
delle formule del § 1, vi & per esempio la formula che si trae dalla (20):

I'(2v + n)

(207) n + 1)1 I'(29)

AP g) = PP () A" @) —Py), L (@) A (@)

in cui, al solito, i polinomi A4**»(x), che generalizzano sia gli A”*(x) che i
PP(x), sono espressi mediante questi stessi polinomi.

Dei resultati che possono trarsi dal § 1, trascriviamo qui il seguente, che ci
servira in seguito,

@7 (n 4 1) A"+ z) == 2(» 4 n)wA»" (@) — (2v + n— 1)A»"Y(z) .

Infine notiamo che dalle (13) e (15) del § 1 si ricava, rispettivamente,

0 () — T — 1)v/7

-
il o @1,

(1)2({16) — 221}-2]"(1,_, (1/2));:0(562——— 1)%—1’ .

La prima di esse & stata data dal NIELSEN (1),

§ 3. - Relazioni tra polinomi che generalizzano altri classici

ed i loro assoeciati.

Diamo in questo § delle relazioni tra polinomi che generalizzano altri clas-
siel, i soliti gia considerati precedentemente, ed i loro associati.

(**) Cfr. L. e. in (8), p. 112.
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a) Polinomi che generalizzano quelli di Laguerre e di Hermite ed i
loro asseciati.

1. — Sono notissime le seguenti formule di SzEGO:

[ Hyu@) = (—2)n! LS P(@2/2)

()
Hypial@) = (— 2)"n! aZ¥ (@22) 5

d’altra parte noi abbiamo dimostrato le analoghe alle precedenti per le fun-
zioni di 22 specie (%):

Ron(®) = (— 2)"n! 1P (22)2) ,

@)

| Ponsal@) = (—2)mn! P (2%)2) .

Ora, formule analoghe ad (1) e (2) sussistono anche per i polinomi P*™”(x),
H"?(x) che, come abbiamo visto, genéralizzano,i polinomi di LAGUERRE, quelli
Q’HERMITE ed i corrispondenti loro associati.

Dimostriamo difatti, innanzi tutto, le due seguenti formule:

s n!
. P — 5N DY 02 2 — 2n—1,2p+1
®) (— 2raPm@2) = o HY )
(4) (__ 2)pwP%mm(m2/2) — n! Heneril(p),
) (p + 2! ‘
Per dimostrare la (3) basta porre « = — 1/2 nella (20) del § 2, cambiare

@ in #2/2, moltiplicare per (— 2)7+*"z e tener presente la prima delle (1) e (*?)

, ) 1
(5) (— 2)raP™ 57+ (g2[2) = Y Gopia() -

In modo analogo si dimostra la (4) quando si tenga presente la relazione (14)

(@) = (— 2)n! GPP(512) + Hawn@)

(12) Cfr. il secondo dei lavori citati in (?).

(13) Cfr. G. ParAMA. Relazioni tra i polinomi associali alle funzioni di Laguerre
ed Hermite, d'imminente pubblicazione in « Boll. Un. Mat. Ital. »

() Cfr. 1. c. in (*3).
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che per la (20") (se vi si pone » =1 e si cambia poi p in 20— 1) puod anche
seriversi pitt semplicemente

(6) (— 2)tn! aPP"(22[2) = Ho2n-1(z) .

Dalla-(3)-e-(4)-per-n-=-1-seguono-la-(5)-e—(6) rispettivamente:
2. — Analogamente si dimostra la séguente formula limite:

=24k 4+ n)

. » - 1 . 0!
M 1wl ernepr s (4 | = S g,

h 'R (p + n)!

basta cioé servirsi della (20') e delle note formule (%)

nmlh" 04ty (i” + 1_)} =g,

e!

250 h 12
8 ; PP+l 041 /C_'_; 1_ — (;Il.p_
(8) 1;,1.1}3[77’ Pt \h - h2>J @+ 1)1 G,(z),

per ottenere, con un lecito passaggio al limite, la (7).
Dalla (7) per n =1 segue la (8).

3. — Dimostriamo con il metodo d’induzione completa la relazione
1 o, R, — (=) m
(9) lig [nPr-r(w)] = — pLy™(—a) .

Si verifica subito che vale per p ==1,2; ammesso che valga per ogni
valore di p <p, dalla (18'), mutando n in »—p—1 e moltiplicando per n, i
ha, se si passa, come & lecito al limite, per la stessa (9),

!112.? [nPa,n-—(p+1)m+1($)] — (“___ 2p_ 1— m)L(p——m)(_ m) — ((Z——- p)Lz():o;)(__ w) ,

che, riducendosi il suo secondo membro per la formula ricorrente rispetto
all'indice p dei polinomi di LAGUERRE & — (p+1)L;¥(~— ), non & che la (9)
quando vi si cambi p in p--1, e quindi la (9) & vera.

Se nella (9) si fa « =-—1/2, si muta @ in #2/2 e si moltiplica per (— 2)7z,

(*%) Per la prima cfr. L. Toscano, Formule imiti sui polinomi di Laguerre, Boll.
Un. Mat. Ital. (2) 1, 337-339 (1939); G. Parama, Sulle soluzione polinomiale della
(@@ + ag)y" -+ (byw + bo)y'— nbyy = 0, Boll. Un. Mat. Ital. (2) 1, 27-35 (1939); per la
seconda cfr. 1. ¢. in (13).



POLINOMI PIU GENERALI DI ALTRI CLASSICI E DEI LORO ASSOCIATI ECC. 381
a mezzo della (3) e della seconda delle (1), abbiamo
(10) H-2r-1204(g) == (— 1)1 H,,,,(iz) , i=1—1.

In modo analogo si dimostra la seguente:

(11)  HomaR(g) = (— 1), (i) .

Inoltre, se nella (18” ) assumiamo n = — 2p — 1 e mutiamo p in 2p, abbiamo
a mezzo della (10):

aH-222(g) == (—— 1) H,, 1 (i) + 2pH,,-(i%),

cioé, per la formula ricorrente rispetto all’indice dei polinomi di HERMITE,

(12) H=2r22() = (— 1)"Hp, (i)
In modo analogo dalla (18") per n = — 2p, quando si cambi p in 2p, si ha
(13) H-2r=1.20(g) == (~— 1)?iH,,,(ix) .

Dalle quattro formule trovate (10), (11), (12), (13) seguono per confronto
queste altre:

mH—zp,zp(x) — H—Zﬁ.27’+l(w) ,

mH-—zm-],zp—-l(w) —— H—2ﬁ+1,2ﬁ(m) .

Le (10), (11), (12), (13) si generalizzano nelle seguenti due notevoli for-
mule:

H2r2vin(g) == (— 1)?Hy,(ix)H ()
H-er=n2pim(g) = (— 1)7iHyp (10) H 14(2) p>0,
che si dimostrano facilmente con il metodo d’induzione completa a mezzo

della (17").
Si osservi che se nella (1) del § 2 mutiamo p in 2p abbiamo, per la (12),

10 [1h oy ()] = (— 1)7Hoy (i) ¢* .
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Analogamente la stessa (1), se si cambia p in 2p—1, ci db
UM [#hyenp(®)] = (— 1)~ Y%H,,_,(ix) e .

n—>0

Con delle nostre formule (%) si scrive agevolmente lequazione differen-

ziale.cui-soddisfa-il-prodotto.degli-integrali- particolari-H., (), -H .(a)-Tispet-—-

tivamente di

y'— gy’ + gtmy =0, y' —ay +my=0,
e si trova cosi che
;H—EP'S(CD) = ("'_ 1)pH2p(zw)Hm(w)? H—(Zp—l)'s(w) = (— 1)7’?:H2‘,_1(’L..CI7)H,,,+1($)

(ove @ =+/— 1, s = 2p -+ m) sono integrali particolari rispettivamente delle
equazioni

YO+ (—a® + 2r)y"— 3y’ + s(s + 2)y = 0,
YO (—a? 4 2r + 4)y"—3zy’ + s(s + 2)y = 0,
in cui & 7 =m—2p, s =2p + m.
b) Polinomi che generalizzano gli ultrasferici, quelli di Hermite ed i
loro associati.

4. — Sussiste la formula limite ‘

1 x n!
4 1 P —(p+2n—-2[2 4 /2,1, — ne(g) .
4 i pglle+n—bs 4 («/EH PR TR
Innanzi tutto perd dimostriamo la relazione
. 1
(15) lim[s—?2 45224 (x[1/§)] = —— G, (),
n—>o ) (p + !

a mezzo della quale & facile dimostrare poi la (14).

(%) Cfr. G. PAramA: Sulle equazicni differenziali soddisfalle dal prodotto di integrali
particolari di due equazioni differenziali lineari omogenee assegnate e su aleune formule
integrali dei polinomi di Laguerre e di Hermite, Annali Mat. pura applicata (4) 18,
309-325 (1939).
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Si osservi che la (15) € analoga alla nota relazione (3¢)
. 1
{16) Hm[s= 2P @/v/s)] = — Ha(@).

Per dimostrare la (15), che vale per p = 0, 1, 2, supposta vera per ogni

p <n—1, basta moltiplicare Ia (I7") per s/, mutarvi « in «/v/s, » in §/2
e passare al limite, come & lecito, per ottenere, a mezzo della (15) e della nota
formula

Gn({v) i xGn-—l(m) - %Gn—z(a")7

la (15) per p =mn.
Per dimostrare ora la (14) si cambi nella (20”) » in s/2, @ in /s, si
moltiplichi per s—#+2/2 ¢ si passi al limite, si ottiene cosi a mezzo delle (15)

e (16):
lim F(S + lnl) S—(1)+271)/2As/2,n+1.7) (_z"____)] —
S s «\/S
n -1
= Y (Ha ()Gt n(2) — Hpp 511 ()G (®)]

che mediante la (20") si riduce appunto alla (14) se vi si muta » in n--1.
Si noti poi che la (15) segue dalla (14) per n=1.

5. — Con il metodo d’induzione completa si dimostrano anche facilmente le
formule:

‘ L Atmeentll/G) gn -
10 ‘l’l‘gl" (@ —n, n) - (_2n £ I Gz,,(.’):\/2),
"A_a—n,2n ; /o Q- _
(18) lim W—W\/ﬂ = __ Gona(2V2)

a—> (@ —mn, n) (2n)!

che sono analoghe a due altre relative ai polinomi ultrasferici e A’HERMITE (17),
di cui i polinomi che compaiono nelle (17) e (18) sono gli associati.
Noi dimostriamo la (17), in modo analogo si dimostra la (18).

(1%) Cfr. L e. in (%), p. 332. .
(*%) Cfr. G. Parama, Coniributo alla ricerca di relaziont tra classici polinomst, Rivista
Mat. Univ. Parma 2, 383-402 (1951).

26 ~ Rivista di Matematica.,
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Dalla (17") si ricava immediatamente

(ny 2)(v + n—2) A" Hz) = [4(» + n— 2, 3)@*— 2(» + n — 1)BJA"" " Y{z) —
— (¥ 4 n)(2v +n—3, 2)47" " (z) ,

essendo

B=n2y+n—2)—yp.

Se poi in questa cambiamo n in 2r, » in a—n, # in z/v/a, dividiamo per
{a¢—mn, n-}-1) e passiamo al limite, come & anche ora possibile, abbiamo, se
si ammette che la (15) valga per ogni n <n—1,

Ada-n2a H(J}/'\/a)

@ (@ — n, 1)

2n — —
= T @7 — 40 4 D 0v2) — (2n— 2)2n— D@V )],

che da, per identitd facile a dimostrarsi, appunto la (17) e quindi essa, che
vale per n=20,1, & vera. '

6. — In maniera analoga a quella seguita per dimostrare la (9) si dimostra
la relazione ‘

(19) v lim [nA»m=22(g)] = (— 1)~ 1pP 0 (— ) .

§ 4. — Formule relative alle funzioni di 2» specie. Wronskiani.

1. — Applichiamo le formule (26) e v(27) del § 1 alle funzioni ultrasferiche
e a quella di LAGUERRE.

~a) Le funzioni ultrasferiche.
Con i simboli del § 1 si ha ora

2(v + n) 29 +n — 1
(l,,:O, = —, Cp = —r———
n -4+ 1 n o 1
Ay n) = —Y" @ +n—1),  w,a) = (@2—1)""*}

I'(v)
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e percid le (26), (27) del § 1 diventano, ponento U z) = N (z),

N (g) = ___2(" - P) @ No-D(g) L 2y ”ép Nu-2(g),
— p —
08}l = (= 1= 1)1 P D2 1))

ossia, per la (19) del precedente §,

QL,-2(@) = mp'r(zu p— 1@ —1)7PT I — )

B) Le funzioni di Laguerre.

Si ha
a4 2n 1 b — 1 c_oc—{—'nv
P | ? n—‘—n—{—l’ "1’
).n) ev
Ao, n)_. \/24 , w(e, x):;c—a.

Quindi le (26), (27) del § 1 danno rispettivamente, se U'?(z) = S®(z),

S () T« +p2p——1 ;S’”"l)(w) + L 8- (z) ,
1, @) = —= (10— 1) Te—p) 5 5,

ossia, per la (9) del § 3,

19 1@) = = (— 1! e — ) S T2,

come gid avevamo trovato altrove (8).

2. — La (22) del § 1, qualora si conosea e non sia infinita m_,(x), consente
di ricavarci il valore del corrispondente W,(x).
Facciamo due esempi.

(*8) Cfr. il primo dei lavori citati in (%).
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a) Le funzioni wulirasferiche.

Nigrsex da la formula (*?), da noi ritrovata alla fine del § 2,

(¢)] ( ) — \/‘:‘-F(%l' —1) (’Ez———-l)—r%—%
— 1\ I‘('I’) * 7
e poiché in questo caso &
2y 4+n—1
b = n -+ 1 !

dalla (22) del § 1 si ha subito il noto valore di W,(x):

A/Zl(@2v +n—1)

2 1y—rEd
wll(v) (= D ’

Wn(m) =

b) Le funzioni di Laguerre.

Noi abbiamo stabilito, indipendentemente dal valore di W,(x), la formula

1 D(x)e®
1 1) = — ==~
A2z as
e poiché in questo caso &
o+ n
Cp = -
n n - 1 !

dalla (22) del § 1 abbiamo la seguente nota espressione di W,(x) (20):

I - n)e*
T oy/malae

Wax)

Questo valore di W,(x) & legato al Wronskiano delle funzioni di LAGUERRE
da una semplice relazione (%).

(1%) Cfr. L. e. in (8), p. 112.
(20) Cfr. il primo dei lavori citati in (1).
(@Y Cfr. il primo dei lavori citati in (}): formula (4).



