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Luict TANZI CATTABIANCHI (%)

Sui teoremi di Mercer e Vijayaraghavan

precisati per le successioni oscillanti.

1. — Introduzione.

Alcune proposizioni classiche stabiliscono la convergenza di una succes-
sione {w,} di numeri reali quando sia supposta la convergenza di una media
ponderata {ax,+ (1 — a)X,} fra la successione data {z,} e la successione {X,}
delle sue medie aritmetiche X, (teorema di J. MERCER [4] (1)), oppure quando
sia supposta la convergenza a zero di una successione {z,-B,X,} ottenuta
da quella data {x,} con una «perturbazione» {8,X,} espressa in funzione della
successione {X,} delle medie aritmetiche e con peso variabile B, (teoremi di
T. VIJAYARAGHAVAN [5]).

Nella presente Nota si riprende 'argomento e si studia a fondo questa con-
nessione, fra i caratteri delle successioni in discorso, da un punto di vista gene-
rale e cio¢ quello degli estremi di oscillazione lim e Iim e quello del peso varia-
bile «, nel teorema di MERCER: si ritrovano come casi particolari il teorema di
MERCER e due dei teoremi di VIJAYARAGHAVAN sopra ricordati; si da poi una
dimostrazione di un terzo teorema di VIJAYARAGHAVAN (di questi teoremi
8i riportano gli enunciati nel n. 2 seguente).

Riteniamo che questo nostro lavoro presenti interesse, oltre che per i nuovi
risultati, anche dal punto di vista metodologico, giacché & richiesta solo una
rudimentale attrezzatura per giungere alle proposizioni generali. L’idea di
questo studio ci & stata suggerita dalla elegante dimostrazione del teorema di
MERCER che venne data da K. KNOPP (%): abbiamo perd dovuto introdurre
aleuni concetti appropriati per sistemare le successioni oscillanti.

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universitd, Parma (Italia).
(*) I numeriin parentesi quadra si riferiscono alla Bibliografia posta al termine del

presente lavoro.
(?) Cfr. XK. Knopp [3]; G. H. Harpy [2], p. 106.
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2. — Un teorema di Mercer e tre teoremi

di Vijayaraghavan.

Consideriamo una successione

Toy X1y  Bay eeny Tn,
di numeri reali e, accanto ad essa, la successione delle sue medie aritmetiche
X, X, X, ..., X,,

il cui elemento generale & pertanto dato da

2.1) . Bt fit et
Pl n = n + 1

Consideriamo poi una successione di numeri reali positivi (%)
(2.2) Goy Oy Ony ey Ony ey (>0 Per m=0,1,2,3,..).
Indicheremo con
Yos Y1y Y2y ooy Yn,
la successione il cui elemento generale ¢
(2.3) Yn = Lnlly + (1 —o00,) X, 3

indicheremo infine con

Vpy Uiy Vay eeey Uy,

la successione il cui elemento generale &

1 —a,

(2.4) Vp = By + fuk,, con fB,= — R
a?l
risulta evidentemente
Yn
(2.5) : Un =y (n=20,1,2,3,..).

(®) Le proposizioni considerate in questo lavoro riguardano proprietd di limite
delle successioni e pertanto le ipotesi potranno in modo ovvio essere sostituite da altre
non sostanzialmente pit generali: per esempio basterd supporre «, > 0 per n=n,
conveniente, ecc.. :



STUI TEOREMI DI MERCER £ VIFJAYARAGHAVAN ECC. 339

T classica ed elementare la catena di disuguaglianze attenuate (%)

(2.6) lime,<lim X, < lim X, < lima, .

Cid premesso ricordiamo il seguente

Teorema (di J. MERCER). Se o > 0, la relazione di limite y, — L (finito)
implica @, =L (%).

In questo teorema o« & fisso (cioé indipendente da »): quando lo si consi-
deri variabile con n, cio¢ lo si sostituisca con e, [vedasi la (2.2)], sussistono
1 seguenti teoremi:

Teorema 1° (di T. VIJAYARAGHAVAN). Se 0<<o,< A (4 indipendente
da n), allora », -0 implica X, — 0.

Teorema 2° (di T. VIJAYARAGHAVAN). Se 0<a=<o,< 4 (a, 4 indi-
pendenti da =), allora v, — 0 implica z,—>0. :

Teorema 30 (di T. VIJAYARAGHAVAN). Se f,>cn (¢> 0, indipendenfe
da n), allora v, — 0 implica =, -0 ¢ nX, — 0.

Questo Teorema 3° viene soltanto enunciato dall’Autore (¢), insieme ad
altre proposizioni, con la riserva di presentare in una occasione successiva la
dimostrazione. Non ci consta che tale dimostrazione sia stata da lui pubbli-
cata; una dimostrazione ¢ stata data, in modo semplice, da E. T. CoPSON e
W. L. FERRAR (vedasi [6], in particolare p. 259). Noi ne daremo una che si
presenta come interessante applicazione dei concetti introdotti: questo teo-
rema sard elencato come Teorema D (vedasi n. 5).

3. — Osservazioni preliminari.

Dalla (2.1) risulta
(31) Xy = Xn _l“ n(Xn—Xn—l) 3
da questa e dalla (2.3) si ha poi
(3'2) Yn = -Xn + n“n(Xn“_' Xn—l)
(*) Nelle relazioni di limite & ovviamente sottinteso n — —,'— oo. In circostanze ana-
loghe verra sottinteso, perché sempre evidente, I'indice che cresce indefinitamente.
(?) Cfr. J. MErcER [4]; G. H. Harpy [1], [2], (p. 104).

(%) Cfr. T. VIJaAYARAGHAVAN [5], p. 1384, dove questa proposizione viene formulata
in Theor. 3 e Theor. 5.
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e, sottraendo membro a membro gquest’ultima dalla precedente (3.1),
(3.3) By — Yy = n{l — o )X, — X,_y) .

Dalle (3.1) e (3.2) seguono le tre relazioni

(3.4) 0. Z2X, <> y.2X, <= X.Z2X., (),

le quali valgono contemporaneamente ed inoltre in esse i tre segni >, =, <
si corrispondono.
Si ha ancora che

(35) Dpt1 % Xn <~ Xn+1 % Xﬂ 3
infatti
> . n1 Tppy > (M1 _}_ .
Lty <Xn = Xn+1'—'n+2Xn+n+2 2(’11—{—2 n+2 Xn Xn?

e inversamente

Xn+1 % Xn ) == Lpaq % Xn+1 > Tpaa ‘<Z —Xn .

Dalla (3.3) risulta poi
[ 0<“n<1’ wn% Yn <= X, %Xn—ly
(3.6) oay =1, Tn == Yn,
1< a, , , % Yn <= X,,ﬂfXﬂ ]

E anche evidentemente
min (X, Tyy oovy Tp) = X, < MAX (T Tyy ooy L) 4

dove il segno = vale se e solo se gli #,, (i=0, 1, 2,..., n), sono tutti eguali
fra loro.

4. - Una semplice rappresentazione geometrica.

Supponiamo che per ogni n sia a,=a > 0; riferiamo il piano ad un sistema di assi
cartesiani ortogonali O{x, X,) e sulle tre rette verticali di ascisse 0, 1, « consideriamo
rispettivamente i punti di ordinate X,, Xy, ..., X, o5 g, Tys eors Tps oovs Yo Yps eoos

(") Con la scrittura 4 <= B intenderemo: da "4 seque B e inversamente. Con la
scrittura 4== B intenderemo: da A4 segue B.
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Yns .-, © la retta r, congiungente i punti (0, X,) e (1, x,). Su questa retta r, si trova
anche il punto («, y,): infatti dalla (2.3), per «,=«, si ha la proporzione

(4.1) =

“Come illustrazionie” di ¢id possiamo considerare, ad esempio, 1 quattro schemi (a
seconda che sia O0<a<loa>1le x,>%X, 0 2, < X,).

X
2

%

]

Quando x, - L (finito), dalla catena di diseguaglianze attenunate (2.6) si ha
X, —~L e, dalla (4.1), y, — L: allora la retta 7, tende alla retta orizzontale limite di
ordinata L. ‘

Quando X, L, ma non & x, L, la retta 7, tende, per cosi dire, ad «imper-
niarsi» nel punto (0, L): evidentemente in tal caso la successione {y,} non potrd essere
convergente. :

Quando {X,} & oscillante, lo & pure {w,}. Ci chiediamo: 7, tendera ad «imper-
niarsi » sulla verticale di ascissa « ad una qualche quota L? La risposta é negativa,
giacché il teorema 1t Mercer afferma che da y,—1L seqgue z, >L, X,—~L.

5. - Risultati.

Consideriamo il caso generale del peso «, dipendente da n: ci proponiamo
di dimostrare i seguenti tre teoremi, di cui i primi due relativi all’oscillazione
della successione {y,} nei confronti delle successioni {z,} e {X,} e il terzo rela-
tivo alla oscillazione della successione {v,} nei confronti della {X,} (8).

Teorema A. Sia 0<e,< A4,

. . Lot Ty oo+ Ty
Y = &y + (L — o)X, , Xp= B R
Risulta allora
(5.1) lim y, < lim X, < lim X, < Tim ¥, ;

(8) Per il quarto teorema enunciato alla pagina 343 si veda la fine del n. 2.
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n particolare

Yn—> -+ oo implica X, — + co, lima,= -+ co,
(5.2)

Yp —>— oo implica X, »>— oo, limaz,=— co.

la (5.1) vale anche nel caso in cui la successione {x,} non sia limitata supe-
riormente. )

Osservazione. Il Teorema A contiene come caso particolare il Teo-
rema 1°di VIJAYARAGHAVAN (vedasi n. 2): infatti v, — 0 implica ¥, = aw, — 0
e quindi, per la (5.1), anche X, 0.

Teorema B. Sia 0<o'= lim o, < lim o, = o (finito) e poniamo

A=Ilmy,—limy,, (4=0 ed eventualmente infinito).

Allora ¢
lim z, (fma,] A
(3.3)  limy,—=-=<! !<limX,<imX,< (= lim g, + —;
— lim y, — lim y, | ¢

net due casi y, — -+ oo, Y, — — co vanno soppressi, nella (5.3), 1 due membri
estremd.
In particolare, se per ogni n=n, conveniente ¢é
10 1< «,, allora
(5.4) lim y, < lim #, < lim @, < lim g, ,
29 o,=< 1, allora

(5.5) lim #, < lim y, < lim y, < lim @, .

In questo caso 2°) ai due membri estremi della catena di diseguaglianze atte-
nuate (5.3) si possono sostituire rispeltivamente le seguenii espressioni

1 — ) R
(5.6) limX,—— (lim X, —limy,), lim X, - o (lim 9, —lim X)) .
s « 2 am

Osservazione. Il Teorema B contiene come caso particolare il Teo-

(NelP’ipotesi—che~la~successione{X,} non siadefinitivamente —monotonz,
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rema 2° di VITAYARAGHAVAN (vedasi n. 2): infatti v, — 0 implica ¥, = «,v, = 0
e quindi, per la (5.3), anche x, —0.

Teorema C. Sia 0<<oa,=< A (4 indipendente da n),

Oy = @y + fudn, B = =3

n
allora se
(6.7) lim v, <0< lim v,
risulta
(5.8) Alj}gvn§@Xn§fﬁii X, £ Alimo,.

(In particolare
limv, =0 dimplica lim X, =0,

Iimo, =0 dmplica Ilim X,=0).
Teorema D. 8ia f,>cn (¢> 0, indipendente da n), allora v, -0 tmplica
z, >0 ¢ nX, —>0.

Dai Teoremi A e B discendono i seguenti corollari:

Corollario 1°0. Nell’ipotesi 0 < o’'= lim o, < lim o, = o (finmito) sia, per
n abbastanza grande,

L—c¢csy, =L +c (L, ¢ numeri finiti);
allora per og'mi e>0 ¢ anche, per n abbastanza grande (ossia per n = ny(e)),
(5.9) L—c¢c—es X, L +c+¢;
inolire, qu‘ando risulta deﬁnitibamente 1= o, é pure definitivamente
(5.10) L—e¢—eZLo, <L +c¢+ e,

e quando ¢ definitivamente o, <1 & pure definitivamente

! 2 . ! 2_
(5_11) L_g_—*;?jmacémnéL_}_wc

o o
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Osservazione. Questo Corollario 1° contiene come caso particolare il
classico Teorema di MERCER (vedasi n. 2): infatti se o, = «> 0 (indipendente
da m) e se y, — L, si possono assumere ¢ ed & piccoli a piacere e, sia dalla
{(5.10) che dalla (5.11), segue z, — L.

— . Corollario 2. Nell'ipotesi-0 < o's=-Hm oty < -Hm o= (finito)-sia; per-—

n - abbastanza grande,
L—b<X,<L+b, L—c=<y,<L-te, (b = ¢);
allora per ogni & >0 & anche, per n abbastanza grande,
a) quando ¢ definitivamente 1< o,:
(6.12) L—¢—e=Za,EL+¢+e;
b) quando é definitivamente «, < 1:

1

(5.13) L-—b—;—;%(bw}—c)—!—agwngL—}—{b-{—“,(b—{—c)—{—a )

Corollario 3° Nell'ipotesi 0 < o= lima,<lima, =« (finito) sia
X, —L ¢ per n abbastanza grande si abbia

M—c=sy, = M-+c, (M—c=LE M-+o);

allora per ogni >0 é anche, per n abbastanza grande,

a) quando ¢ definitivamente 1< a,:
(b.14) M—c—ec=Za, < M+cHe,

b) quando & definitivamente o, < 1:
1 1 '
(5.15) D+ (M—L—0—cSanS L+ (M—L+o)+e.
[+ 4

Le dimostrazioni dei teoremi e dei corollari enunciati nel presente numero
sono riportate nel n. 10: a tali dimostrazioni perverremo dopo aver considerato
il caso delle successioni {#,} e {X,} definitivamente monotone, indi il caso
delle successioni {z.} e {X,} oscillanti, e dopo aver premesso alcuni lemmi
relativi all’uno o all’altro dei due casi suddetti.
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6. — I caso delle successioni {2,} e {X,} definitivamente monoctone.

Si riconosce facilmente quanto segue:
Se le due successioni {x,} e {X,} sono ambedue definitivamente n.onotone

“non decrescenti (oppuré Ton ¢reéseenti) allora

da @, — L (finito) segue X,-+1, Y, =1L,
da z, — 4+ o0 segue X, > 400, Y- 00,
(oppure da @, - — o0 segue X, —>— 00, Y, —>-— 0O).

11 carattere di monotonia della successione {y.} concorde con quello di
{x,} e {X,} & garantito quando sia definitivamente 0 << o,= 1.

Veniamo ad illustrare le conseguenze su {X,} della monotonia di {z.}.
Sussiste in proposito il seguente

Teorema. Se {,} ¢ definitivamente monotona, tale risulta anche {X,}
{(non vale in generale il viceversa). Pii precisamente, se 2, — + oo (Tn = — co),
st ha X, — 4 oo (X, —>—o0) e {X,} ¢ definitivamente crescente (decrescente).

Se x, — L (finito), allora X, — L nello stesso senso di {z,} o in senso opposto.

Dimostrazione. Distinguiamo i seguenti casi:
19) Sia {z,} definitivamente monotona non decrescente.

a) Sia z, — - co e sia {@,} non decrescente a partire da n = m, (cioé
per ogni n= ny Sia @y = Bp)-

Allora per la (2.6) & X, — -+ co. Mostriamo che la successione {X,} ¢ defi-

nitivamente crescente. Posto
fn == INAX (Fg, B1y «ery La)

& ovvio che u, ¢ non decrescente, u, — -+ oo ed esiste un minimo indice
v = n, tale che w, sia il primo elemento che superi tutti i precedenti; si ha
pertanto «, = u, > py— = X,—1, da cui, per le (3.5), X,> X, e, per le (3.4),
2,> X,. Avremo poi @, =,> X, e, per le (3.5), X,t1> X,. Procediamo
ora per induzione: sia

A

By = Byp1 S e = By s X, <Xnu<..< Xoin < Popr

Y

e mostriamo che & ancora X, < Xpiper- Infatti @40 = o> X, e dalle
(3.5) segue che la successione {X,} risulta quindi definitivamente crescente.
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b) Sia @, — L (finito) e sia {z,} non decrescente a partire da n=mn,.

Se esiste un indice v = n, tale che z, = X,, allora per le (3.4) & X, = X,as

si ha poi @1, = 2, = X, e per le (8.5) X, = X,; per le (3.2) ¢ poi @, = Ko
e per induzione X, < X, 4y, (k=0, 1, 2,...). La successione {X,} risulta quindi
definitivamente monotona non decrescente 2 partire, per lo meno, da n=y;

per-la—(2:6){x,;} e {X,} convergono allo stesso himite, entrambe per difetto.

Se invece per ogni n=n, & 2, < X,, allora X, < X, , e in questo caso
{X.,} & definitivamente decrescente a partire da n = n,. Per la (2.6) X, — L,
ma, mentre @, — L per difetto, X, — L per eccesso.

2°) Sia {z,} definitivamente monotona non crescente. Considerazioni per-
fettamente simmetriche a quelle fatte nel caso 1°) completano la dimostra-
zione del teorema.

Esempi.

1 .
I) Bia zy=1, Tp= — — per n=1, 2, 3, .... Risulta
n!

1 ~ 17
Xy=1, X =0, Xzz_‘é’ st“‘a:was —14=*—T2"6<x4=‘a,
43 1 Z1 / 2—e
Xy=—— <y =——, ., Xyp= YV (¥1 - 0, ...
"= 360 =" T 5l ¥ ( ?m)/(* )<y s

La successione {,} & monotona crescente a partire da n=2; la successione {X,}
& monotona crescente a partire da n=4. E z, -0 —, X, >0 —: questo esempio illustra
la prima possibilitd contemplata nel caso 10, b) [ciod che esista un indice » = n, tale
che z,=X,]; qui si ha infatti z,=X,, z,>X,, ecc..

1
II) Sia 2y=0, @, =1, Tp=— — per n=2, 3, 4,.... Risulta
n.
1 1 1
Xo=0, X=, X,=-, X,= —,
] 0 1 2 2 6 3 12
Xy x,=(1 fl [wan =272,
1907 YT ~nl)f + N417

La successione {x,} & monotona crescente a partire da n—3; la successione {X,}
¢ invece monotona decrescente a partire da n=2. B 2,0 —, X, —>0+: questo
esempio illustra la seconda possibilitd contemplata nel caso 1°, b) [cio® che per ogni
n=ny sia @, < X,]; qui si ha infatti x, < X, per ogni n=>2.

Nel seguito faremo uso del seguente _ V
Lemma 1° a) Sia {X,} definitivamente monotona non decrescente. Allora
(indicando a ed A numeri indipendenti da n):
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10) se 0 <o, = 4,
da X, —> - oo segue x, — -+ oo, Y, —+ - co;
da X, — L (finito) segue lim @, = L, @, = o(n); limy, = L, ¥, = o(n);

20) se 0<<a=X o, < A,

da Y pozm oo;,,segue‘_;,}fn»,,—>,w+woo,.._,wn»7>..,-}—uoo.;

da y, —> L (finito) seque X, — L, @, > L.
(Il caso y, —-— co non si pud presentare).
b) Sia {X.} definitivamente monotona non crescente. Allora (indicando
a ed A numeri indipendenti da n): ‘ '

10) se 0 <o, < A,
da X, —— co segue @, — - 00, Y, —>—- cO;
da X, L (finito) seque Iim @, = L, @, = o(n); limy, = L, 9, = o(n);

20) se 0< = o0, < A,
da Yy, —— oo segue X, > — oo, @, —>— 00}
de y, — L (finito) seque X, L, @, — L.

(I1 caso ¥y, — -~ co non si pud presentare).

Dimostrazione. Dimostriamo la parte a) del Lemma:

19) Per ipotesi esiste un indice n, tale che per ogni n = ny si ha X, = X,_,
e, per le (3.4), w,= X,, y,= X,. Allora, se X, = -- co & anche z, — -} oo,
Yn—>+o0; s8¢ X, - L ¢ lima, =L e limy,= L; tenendo presente la (2.6)
risulta lim z, = L. Dalla relazione

(6.1) Yn = X, + “n(wn"‘Xn) ’

osservando che, per una conveniente successione {,} di indici » = » per cui
@y~~L, si ha 2z, =L—§&, X,=L—un, (-0, 5 >0+) X, -1,
2,— X, —0, risulta y, - L, e quindi lim y, = L. Consideriamo la differenza
X,— X, _;; si ha, con semplici caleoli,

@y — X,
X, —Xpy = ‘“:n—_‘{:l—“l .

Poiché X, - L ¢ X,— X,_; -0 e quindi ,— X,.; = o(n), da cui z, = o(n);
dalla (6.1) segue ancora %, = o(n).

20) Sia y, — -4 co. Se fosse X, — L (finito), essendo, per n = ny, X, = X,_;,
dalla (6.1) seguirebbe, per la parte a), 1°) del Lemma, lim g, = L, contro
I'ipotesi; dunque X, — - co. Poich¢ per n=n, & z,= X,, si ha anche
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@, — -+ co. (Essendo poi, per # = n,, ¥.= X,, ne segue che il caso y, —— oo
non si pud presentare.)

Sia ora y, — L (finito). Per n=n, risulta X,= X, ;e, per le (3.4),

Yo = X,, ¥, = X,: ne segue che la successione {X,} & limitata superiormente
e che ¢ X, - M < L. Dimostriamo che ¢ M = L. Per la (2.6) ¢ lima,<

<M< M @, ma @, =X, (DeT 7 = "1,) € quindi i @, == M= Dalla{6.1),

tenendo conto che esiste una successione di valori n' dell’indice » pei quali
z, — M e passando al limite lungo la successione {xz,}, ricordando che
Yo =Ly, 0, £ A, 2, — X, - 0, risulta y, — X, — 0, ossia L— M = 0: per-
tanto X, — L. Consideriamo adesso la successione {n"} dei valori di » lungo
la quale {«,.} tende al massimo limite, cioé¢ z,. > lim z, e sia lim @, = L + ¢,
(c= 0). Allora dall’eguaglianza ¥,.— X,. = op(@p — X ), passando al limite
si ha o, (@ — Xw) >0 ed essendo «,.= a> 0, risulta @,,— X,.—>0 ed &
quindi ¢==0 e lima, = L. Si ha in definitiva x, — L. :

La parte a) del Lemma risulta cosi completamente dimostrata.

Analogamente si dimostra la parte b).

7. — Successioni qualunque: elementi sopramediani,

mediani e sottomediani. Tratti ascendenti e tratti discendenti.

Definizione. Un elemento x, della successione {,} si dira sopramediano,
mediano, sottomediano, secondo che rispettivamente &

,> Xy, Tn=2X,, x,<<X,.

Denoteremo con p, m, ¢ i valori dell’indice n corrispondenti rispettiva-
mente ad elementi 2z, sopramediani, mediani o sottomediani; pertanto, in base
alle (3.4), possiamo scrivere:

@, > X, <~ Yo > X, = X, > X ’
Ty = Xm <> Ym = Xm <> Xm — Xm—l 3

@, < X, > Yo < D. ¢ <= X, < Xy ’

Osservazioni. Se due o pit elementi x, consecutivi sono mediani, essi
sono eguali: infatti se #, e %,., sono mediani, per le (3.4) risulta @,y =
= Xpp = Xy = @p.

Se la successione {X,} & definitivamente monotona, allora la classe degli
indici ¢ oppure la classe degli indici p (una almeno delle due) ¢ vuota o costi-
tuita di un numero finito di elementi.
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oppure, per = n=< P risulta

Xoé 4Yn§ YP ;

4°) per le (3.4) &

- e a1
{7.4) L S, G A Xy
(7'2) Ly == Xm = 4-Ym—1 5 Ym = Xm ;
(7.3)

mr1<JY«1<—lra—17 ya<XQ§

50) fissato un X,, o esso & un X,, oppure estremo finale X, del tratto
ascendente al quale esso appartiene & tale che X,< X,; & in ogni caso
X, Xp,; analogamente & X, = Xyq);

60) fissato un indice m, se esso-¢ interno ad una coppia separatrice (cioé
se P<m<gq, oppure @ < m<Cp), si ha, per le (7.1), (7.2), (7.3),

(7.4) Xp=X,>X,, oppwre X,=2X,<X,,
{7.5) Lp > Ty >, , Oppure m, <, <o, ,
(7.6) Yo > Ym > Yo,  OPPUTE Yo < Ym <Yy ;

se - esso & interno ad un tratto ascendente (ciod se p<<m<<P)ed & Q< p<C
<m< P, si ha ‘

{(7.7) X< X, =X, < Xy, Lo Ly < &p, Yo Yn<<Yp;

se, infine, ¢ interno ad un tratto discendente (cioé se g<<m<< Q) ed ¢ P<< q<
< m<< @, siha

(7.8) o> X, =2X,>X,, @p>a,>a,, Yp > Ym > Yo -

8. — Alcuni lemmi sulle sucessioni non definitivamente monotone.

Dalle precedenti osservazioni seguono immediatamente i seguenti altri
lemmi:

Lemma 20 Se la successione {X,} non é definitivamente costante, cioé se
per n abbastanza grande non é X, = x,, allora il massimo limite e il minimo
lLimite di ciascuna delle tre successioni {,}, {X,}, {ya} non si alterano se in esse

24 ~ Rivista di Malematica.
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si sopprimono tutti gli elementi di indice m, cioé, nel caso che esistano infiniti
indici m, si ha:

lim#, <limz, <limae, <lima, ,

l}g Xné h__m Xmé Hiﬁ Xmé HEQ— Xn 3

Hm -y - < Timeg - S iy

Dimostrazione. Segue subito osservando che, in forza delle (7.4),
(7.5), (7.6), (7.7), (7.8), ogni #,, X,., ¥ si trova compreso fra valori di .,
X,, ¥y, muniti di indice di tipo diverso da m (e diverso fra loro).

Lemma 3° . Risulla
(8.1) . @X11 = EIF_HXG zl_i_ng'Xoa
(8.2) Iim X, = Iim X, == Iim X,.

Dimostrazione. Poiche {X,} & parte di {X,,} e questa ¢ parte di {X,},
¢ evidentemente

(8-3) - lIm X, = lim X, < lim X, .

- Per provare che lim X, = lim X, osserviamo che ogni ¢ o e un ¢ oppure
¢ seguito da Q(g) per il quale X, > Xyp. Da cio e dalla (8.3) segue

(8.4) . o . lim X, =lim X,.

- Per completare la dimostrazione della (8.1) osserviamo che esistono infiniti
indici P e Q e se P<n<Q (P, @ consecutivi) ¢ anche X,= X,; se poi
Q<n<P (Q, P consecutivi) & ancora X,< X,. Tenuto conto della (8.3) si
ha quindi : ‘

(8.5) . lim X, = lim X,.

Dalle (8.4), (8.5) segue la (.1).
.- Analogamente si dimostra la (8.2)..

Lemma 4°. Risulta

(8.6) . lims, =lim2,< lim e, = im ,,

87 limy,=limy,<my, =Tmy,.
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Dimostrazione. Dimostriamo la parte sinistra della {8.6). Ogni ¢ &
un 7 e quindi lim #, = lim ,: dimostriamo che in questa vale il segno =
‘Ogni #,, di indice interno ad una coppia separatrice (P, q) o rispettiva-
mente (@, p) ¢ seguito o rispettivamente preceduto da un &, << %, che & Dele-

mento z, della coppia separatrice stessa.
~ Ogni w,, di indice interno ad un tratto discendente & SGg‘uiﬁo,_‘,,da,,ﬁunwmq,< Dy

che & Pelemento #, terminale del tratto.

Ogni @,, di indice interno ad un tratto ascendente (escluso il primo tratto
se é‘ascende’n’ce) & tale che pér‘ Pindice @ che lo precede risulta Ty < Ty

Da queste tre osservazioni segue ‘che lim @, < lim «,,. SR

Ogni @, ha il corrispondente X, che appartiene, per definizione, ad un
tratto ascendente e (escludendo il primo tratto se & ascendente) se conside-
riamo D’indice @ che precede quel p, risulta X,< X, e anche To<< w,. Ne
segue lim #, < lim #,; ma, essendo im 2, = lim #,, si ha anche lim z, < lim ,.
Poiché : '

lim @, = min (lim a,, lim o, i a,),
ne segue
. Mim , = lim &,
ossia la parte a sinistra della (8.6); analogamente si dimostra la parte a destra.

Per la dimostrazione della (8.7) si procede come per la dimostrazione della
(8.6), tenendo conto delle (7.6) é delle ultime delle (7.7) e (7.8).

9. — Confronto fra =, e ,.
Per il confronto fra x, e %, occorre distinguere i tre casi 0<< o, < 1,
@, =1, 1 <a, e anche i tre casi n = p, n = m, n = ¢. Precisamente, tenuto

conto delle (3.6), si ha

=Yy, Ty = Ye< %3

.

a) 0<a<l = g,< Yoy 0 == 1
b) o, qualunque = g, = Yo 5

e) 0<a,<<l = .%<%y =1 = Ty ==y, , 1<a, = z,<y,.

10. — Dimostrazione dei teoremi e dei corollari enunciati nel n. 5.

Dimostrazione del Teorema A.:
Cominciamo col dimostrare la (5.1)..
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Sia {X,} definitivaniente monotona non decrescente: allora per il 1° caso
della parte a) del Lemma 10, & [tanto per X,—L (finito), quanto per X,—>-}-co]

lim g, = lim X, < lim y,

e la (B.1) e verificata.

 Sia {X,} definitivamente monotona non crescente: la (5.1) & in questo caso

immediata conseguenza del 1° casc della parte b) del Lemma 1°. “
Sia {X,} non definitivamente monotona: esistono allora infiniti indici ¢ e

infiniti indici p e per le (7.3) e (7.1) si ha rispettivamente y, < X, X< Yyy

da cui -

lim y, < lim X, , Iim X, < limy,
e anche, per i Lemmi 30 e 49,
lim , < lim X, , IimX,<limy,.

Di qui segue la (5.1), la quale risulta cosi dimostrata per ogni tipo di sue-
cessione. :

Resta anche provata D’affermazione posta tra parentesi alla fine dell’enun-
ciato del Teorema A: infatti, nel caso in cui la successione {X,} non sia defi-
nitivamente monotona, la dimostrazione della (5.1) non ha richiesto I'ipotesi
che la successione {o,} sia limitata superiormente.

Le (5.2) sono evidenti, poiché y,—>-+oo (y,——co) implica X,—-oo
(X, —>—oc0) per la (5.1); e daltronde & limax, = -+ oo (lim @, = — o0),
giacché 2, non pud essere limitato superiormente (inferiormente), essendo la
successione {X,} delle medie aritmetiche divergente a --co (— oo).

Il Teorema A risulta cosi dimostrato.

Dimostrazione del Teorema B.
. - Qominciamo col dimostrare la parte a sinistra della (5.3): che sia

. L . 4 .
limz,£lim X, e limy,——-=limy,
ot — — =

& ovvio [per la prima vedasila (2.6)]; ¢ poi lim y, < lim X, per il Teorema A.
Resta dunque da dimostrare che & : o a s

4
(10.1) limy, — —=< limz, .
o
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Consideriamo le due successioni

{#n} gy &y, 5, Zy ey Ly, ey

{Xn—JYn—l} Xl_‘XM X2—X1) ‘Xa_ 29 vy Xn‘—Xn—l’ sery

con gli elementi in corrispondenza e consideriamo il segno -+, 0, — dell’ele-
mento X,— X,_, della seconda: ebbene, tale segno ¢ -, 0, — secondoche n
¢ p, m, q; pertanto tale segno costituisce l’indicatore per di‘stinguere il tipo
del posto n.

Si-dice variazione il susseguirsi di due segni opposti, quando si trascurino
gli eventuali 0 interposti; si dice permanenza il susseguirsi di due segni eguali,
quando si trascurino gl eventuali 0 interposti.

Si dice che due elementi z,, %,, oppure %,, @, costituiscono una coppia
separatrice quando ad essi corrisponde una variazione nella successione
{X,—X,,}; due tali elementi sono consecutivi oppure separati da uno o
pil elementi .

Per le osservazioni che precedono, ogni successione non definitivamente
monotona presenta infinite coppie separatrici.

Due coppie separatrici consecutive hanno elementi @, con indici del tipo
(», @), (¢'yp"), oppure (¢, p), (P, ¢') (¢ eventualmente ¢'= ¢, oppure p’=:p).

B pertanto consistente la seguente

Definizione. Si dice tratto ascendente di {X,} un insieme di elementi
~ consecutivi

‘X',,, ‘Xﬂ+17 Xp+27 ter 2 Xp"

tali che p e p’' (eventualmente coincidenti) siano due indici p e p’ di due coppie
separatrici consecutive (g, p), (p’, ¢'): nel caso in cui all’indice p non preceda
alcun indice ¢, p risulta l’indice del primo elemento sopramediano e (p’, ¢')
& la prima coppia separatrice.

Se p’ > p si verifica in ogni caso

X, L X, =2 X,,<X,.

I1 tratto & costituito da un solo elemento se e soltanto se p'= p.

In corrispondenza ciascuno degli elementi consecutivi x,, %41, ..., @, Ti-
sulta. sopramediano o mediano: e pill precisamente z, e z, (eventualmente
coincidenti) sono necessariamente sopramediani. Se p!/> p il tratto ascen-
dente corrisponde in sostanza ad un tratto di permanenze (--, 4-).

Analogamente diamo quest’altra
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Definizione. Si dice tratto discendenie di {X,} un insieme di elementi
consecutivi

) .
X,y Xpw, Xie, o, X,

tali che ¢ e ¢’ (eventualmente coincidenti) siano due indici g e ¢ di due coppie

aleun indice p, ¢ risulta indice del primo elemento sottomediano e (¢, p')
& la prima coppia separatrice.
Se ¢' > ¢ si verifica in ogni caso

X, =2 X = Xy > X,

Il tratto ¢ costituito da un solo elemento se e soltanto se g¢'= q.

In corrispondenza ciascuno degli elementi consecutivi z,, Lyayy oeey Xpe Ti-
sulta sottomediano o mediano: e pil precisamente , e x, (eventualmente
coincidenti) sono necessariamente sottomediani. Se ¢’ > ¢ il tratto discendente
corrisponde ad un tratto di permanenze (—, —)..

Osserviamo che Iinsieme dei tratti ascendenti e dei tratti discendenti di-
{&.} cosl definiti non esaurisce, in generale, la successione {X,}: restano infatti
esclusi gli eventuali tratti stazionari (cioé costituiti di elementi X, di {X,}
ai quali corrispondono elementi mediani x,, di {x,}) compresi ciascuno fra due
tratti di tipo diverso. In altri termini possiamo dire che tali tratti corrispon-
dono a segni zero compresi fra segni opposti della successione {X,— A, 4}
L’esclusione dei detti tratti stazionari non porterd perd ad alcun inconve-
niente per le applicazioni che seguiranno.

Denoteremo con P e rispettivamente con @ gli indici degli elementi termi-
nali dei tratti ascendenti e rispettivamente discendenti.

Pertanto ad ogni elemento =z, o =, della successione {®,} viene a corri-
spondere, con una ben determinata legge, rispettivamente un elemento z,
[P = P(p)] o x, [@ = Q(g)], corrispondenti rispettivamente all’elemento X, o
X, terminale del tratto al quale appartiene rispettivamente X, o X,.

Si vede ovviamente quanto segue:

1°) @p e @, sono i primi elementi di ogni coppia separatrice: per le suc-
cessioni non definitivamente monotone gli elementi di ciascuno di questi due
tipi sono infiniti;

2°) per due indici P e @ consecutivi risulta sempre X, > X, (sia quando
Xp precede, sia quando X, segue);

3°) per ogni indice n compreso fra due indici P e ¢ consecutivi (in questo
ordine), cioé per P= n < @, risulta

X=X, = X, ;
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Dalla (2.3) si ha

1
Ly = Xn_ - (Xn—' Jn) H

-n

passando qui al minimo limite e tenendo presente che per il Teorema A &,

come si & gia ricordato, lim X, = lim y,, risulta
. . | 1
lim 2, = lim X, — lim 1»— (X ¥a) [
- gt o

Per ¢id che riguarda il lim al secondo membro osserviamo che 1/o, > 0, mentre
Hm (X, —y,) < lim X, —lim y,,

e quest’ultima differenza & = 0 per la (5.1); pertanto
' s 1 .
(10.2) mz,=lim X, — — (lim X, —lim y,).
ot —_ = o

Di qui, tenendo presente la (5.1), discende

. Lo . . 1 .

lim ¢, — -, (lim y, —lim 9,) < lim X, — = (lim X, — lim ¥, ;

i o el — . g

da cido e dalla (10.2) segue la (10.1).

Per simmetria vale anche 1a parte a destra della (5 3), la quale rlsulta cosi
completamente dimostrata.

Osserviamo che nel dimostrare la pmte a destra della (5.3) si trova la rela-
zione [come corrispondente a destra della (10.2)]

(10.3) Tim , < fim X, + — (iim y, — lim X,,),

che assieme alla (10.2) considereremo nel segiito.
Dimostriamo ora la (5.4).
Consideriamo i seguenti casi:

a) Sia {X,} definitivamente monotona: allora la (5.4) & verificata per
il Lemma 1°. Infatti, se {X,} & definitivamente monotona non decrescente,
risulta, per il 10 caso della parte a) del Lemma 1°, [tanto per X, — L (finito),
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quanto per X, — -+ oo

lim @,

hmq,l_-hmo: mth,,S{
hmJ

e rimane soltanto da confrontare questi due ultimi massimi limiti. A tale scopo
seriviamo :

Yo = @p + (ot — 1)(@— X,,) ;

dall’ipotesi fatta su {X,} risulta definitivamente xz,= X,, ed essendo pure
definitivamente «,=>1 si ha Iim LS < im y,: la (5.4) & cosl verificata in
questo caso. :

Analogo ragionamento vale nel caso in cui {X,} sia deﬁmtlvamente mono-
tona non crescente. :

) Sia {X,} non definitivamente monotona: esmtono allom infiniti indiei q
ed 1nﬁn1t1 indici p e possmmo serivere '

Y, =T -+ (%“1)(%—Xa) y Yp = Ty -+ (Ofp’“l)(wp_Xm) H

da .queste, essendo z,<< X, e z, > X, e tenendo presente che & definitiva-
mente o, = 1, risulta , ~

limy,<lime,<imae,<limy,.

Da queste ultime, tenendo presente il Lemma 49, segue la (5.4), la quale
risulta cosl dimostrata per ogni tipo di successione. L
. Dlmostna,mo la (o 5) eommclamo col dlmos‘mame la parte & smlsma, ossia

4  limy,=lms,.

Consideriamo i seguenti casi:

a) Sia {X,} definitivamente monotona non decrescente; allora &, defi-
nitivamente z,= X, e quindi ogni n abbastanza grande & un p oppure un m:
se ogni n abbastanza grande & un m, allora si ha definitivamente X, = =,
e quindi y, =@, e la (10.4) & verificata; in caso contrario, tenendo presente
il 10 caso della parte a) del Lemma 10, si ha [tanto per X, — L (finito), quanto
per X, >4 oco] limy,=1limz, e la (10.4) & ancora verificata.

-b) Sia {X,}:definitivamente monotona mon crescente; allora ‘¢ definiti-
vamente x, < X, e -quindi ogni.n abbastanza grande & un ¢ oppure un m: .
se ogni m abbastanza grande & un m, allora & definitivamente ¥, = @, e la



SUI TEOREMI DI MERCER I VIJAYARAGHAVAN ECC. 357.

(10.4) & verificata; in caso contrario esistono infiniti ¢ per i quali, ricordando
che & definitivamente o, < 1 e tenendo presente il caso a) del n. 9, si ha

(10.5) : : Y=z,

e quindi,,,,l_j_ni_yqz lim #,, da_cni, per il Lemnw‘.v.:A«E,V:,v,segué.‘,k,la_h,(l.Q.fl).

¢) Sia {X,} non definitivamente monotona: allora esistono infiniti in-
diei ¢ e dalla (10.5) si ricava la (10.4) come nel caso b) precedente.

Con considerazioni perfettamente simmetriche si dimostra la parte a destra
della (5.5). ‘

Proviamo infine I’affermazione fatta alla fine dell’enunclato del Teorema B,
relativa alla sosmtuz.lone dei membri estremi della (5.3) rlspettlvamente con
le espressioni (5.6). B‘Lstem osservare che nell’ipotesi che sia definitivamente
o, < 1 vale la (5.5): da cio e dalle (10.2) e (10.3) segue l’asserto.

I1 Teorema B ¢ cosi completamente dimostrato. '

Dimostrazione del Teorema C.
Il Teorema C si otmene facilmente dal Teorema A nelle 1p0tes1 (5.7).
Infatti la (5.1) del Teorema A, ponendo, in base alla (2.5), ¥ = 0ts¥a, i serive

im X, < Tm (ctava) -

IA

(10.6) Hm (xav,) = 11__ X,
Nelle 1p0tes1 0<o,< A (da cui hm a, = 4) e hm 1,= 0, si ha
kli_ng,(znbn)jéﬁn ocnhgl_ 0.z Alimo,
g quindi’' la parte a sinistra della (10.6) si pu(‘) sostituire cqn
wn  dlmesimX,.
Nelle ipotesi 0<C o, < A © Tim 0, = 0, &i ha -
 Tm () < Tim o, T v, < 4 T o,
e qumdl la \ﬁél»té a destra del‘lka (‘1‘0‘.6). ,si‘p'u‘c“) sééfqituire ,,c‘o\n
ws ex.sAlme.

Dalle (10.7) e /(10.8) segue la (5.8). Il Teorema C & cosi dimostra,t@.:
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" Dimostrazione del Teorema D.

Cominciamo con Posservare che, essendo v, =0 e f3, > cn, risulta [vedasi
(2.4)] o, =1/(1 + f,) limitato e quindi ci troviamo nelle ipotesi del Teorema C
ed & X, — 0. Inoltre, tenendo presente la (2.4) e la (3.1), risulta z, = v, —
— BuXy, = (n+1)X,—nX,,; pertanto v, -0, »X,—~ 0 implica z, —0;

—Ientre-vy—> 05y~ 0-implicaf5ds—- 050X —0:
Distinguiamo due casi:

10) Sia {X,} definitivamente monotona; si pud supporre definitivamente
non crescente e quindi X, —0--, X, =0 per n= » conveniente; sommando
per h=0,1,2,..., n Pespressione. di v,, otteniamo:

T s

Vp = z a, + z pr&n = (n + 1) X, + 2 By + z £ s,
0 h=0 n=0

h=0 h=ptl

=+ 10X, +C+e X, (C Z 0, indipendente da =),

h=p+1

e

h

M:

S 9,2 (1 + 1) X, + O+ X, S h=(n + 1)X, + C + c{”‘” + 1’-”“’+”}X,,,

h=0 h=y41 2 2

il

i ’vhg{gnz—}—<§—i—1)n+l——cz(ﬂ~2+—l)}Xn+ c.
h=0 .

Per n abbastanza grande risulta 0 <C §7L2X,,< > v,— C, e poiché v, — 0,
h=0
n

Cjn —0, segue (3 v,)/n — 0 ed anche nX, —0. Il Teorema D & cosi stabi-
B=0 :
lito per le successioni {z,} per le quali {X,} & definitivamente monotona.

20) Sia {X,} non deﬁniﬁiva,menﬁé(monotona; allora esistono infiniti indici p
ed infiniti indici ¢ (vedasi n. 7) ed &, per il Lemma 4°, lim z, = lim z, <
<1lim z, =1im @,, e basterd dimostrare che

(10.9) lim, <0, lim 2,20,

perché allora necessariamente z, —>0.

Distinguiamo gli indici p nelle tre classi p', p”, p” (qualcuna eventual-
mente finita o vuota) tali che sia z, > X, =0, 2, >0> X ., 0 > x,.> X .,
e analogamente distinguiamo gli indici ¢ nelle tre classi ¢/, ¢”, ¢"” (qualcuna
eventualmente finita o vuota) tali che sia 2, <X, =0, x,<<0< X,
0 <@, < X_.. Laprima delle (10.9) sard stabilita quando avremo mostrato che

(10.10) lima,<0, Ilma,<0, Ilme.<0
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(si intendono soppresse quelle limitazioni attinenti a classi vuote o finite di
indiei).

Che sia lim ,.< 0 & ovvio, poiché x,<0.

. Che sia lim @, =0 si vede subito, poiche, essendo z,> X, =0 e v, =
=w, +£,X,, tsulta O0<z,=v,. O0=cp'X,<B.X, e qundi z,—0,
pIXQ,’"—>'0 S

Analogamente si ha lim z,, = 0, lim #,. = 0 e anzi, piu precisamente, ,— 0,
g’ X, ~0. ~

Meno facile risulta vedere che lim z,.< 0, e, a questo scopo, procediamo
nel modo seguente.

Consideriamo ’indice ¢ immediatamente precedente il p” in esame (sup-
poniamo che questo p” non appartenga al primo tratto ascendente); questo ¢
& un Q': infatti, per I’Osservazione 32 che segue la definizione dei P e dei @
(vedasi n. 7) risulta @4 1=p" e v, < X, <X, . <0<,

Si ha

?" 2" »"
zUh = th -+ Zﬂhth
R=Q +1 h=@+1 h=Q'+1
ed essendo X, = Xuo=< X, <0 s’offiene
th P+ )X — (@41 Xy + EﬂnX
h=Q +1 h=Q +1
Ponendo V, = min (V,11, Vntzy -ey Vniry --), TiSulta
»
@P'—QVWo+ @ +1DX, <{p'+1+c¢3 h}x,,,, =
h=0Q +1

Q

={ T 41 +c

W+ @)+l }an;

dividendo per p"— @' che & intero positivo, otteniamo

QI+1 pll+1 P
10.11 Vo+t X, <{=———+-@p'+Q@+1)} X,.<0.
( ) 0 +p,,_Q, Q<{p,,~Q,+2(p + Q'+ )} <

Adesso osserviamo che se esistono infiniti indici p” esistono anche infiniti @’
! 1

2 +Q,X - 0;

P’espressione entro { } al secondo membro di (10.11) supera cp”/2 Si conclude
p" X, —0.

Teniamo conto dell’eguaglianza [vedasi (3.1)]

ad essi comdmatl e per @'—-4-oco risulta V,—0, @'X ,—

(10.12) By = '+ )X, — 9" X, ;
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per cio che precede (p"+1)X, —0 e se per infiniti p” & Q'= p'—1, lungo la
successione di questi ¢ anche p" X, , = (Q'+ 1)X o —>0; se invece Q'<< p"—1

‘si pud stabilive la disuguaglianza analoga alla (10.11), considerando la somma,

> v, estesa al campo @'+ 1< h< p"—1; pertanto & ancora (p"— 1)X,_,— 0.
La (10.12) ci d& @,. — 0 poiché ognuno dei due termini del secondo membro
tende.a._zero

Essendo verificate tutte e tre le limitazioni (10.10) vale la prima delle (10.9)
e, per simmetria, anche la seconda e risulta dimostrato che z, — 0 anche per
le successioni {x,} per le quali {X,} non ¢ definitivamente monotona.

Dimostrazione del Corollario 1°.
 Per ipotesi & L—ec=limy,< imy,< L+4c e nsulta pe1tant0, per la
(5.1) del Teorema A, L——c<hm X, <lim X, <L+c, da cui la (5.9);
inoltre, quando & definitivamente 1: 1= @,y per la (5.4) del Teorema B risulta
L—c¢<limy, <limae, < L +e¢, da cui la (5.10); infine quando & deﬁmtlva-
mente «,< 1, dal fatto che A ==Im Ya.—lim y, < 2¢, segue

2 N —— . 2
L—(l —}—~7>c§h'my,,~— iglimqn -+ ~‘A—,§L +(1 —}——,)0
[~ 4 I o 74 o
da questa e dalla (5.3) del Teorema B segue la (5.11). N

Dimostrazione del Corollario 2e.

La (5.12) é conseguenza immediata della (5.4) del- Teorema B, mentre la
(5.13) & conseguenza della (5.3) del Teorema B, nella quale il primo e I"ultimo
membro siano sostituiti rispettivamente con la prima e con 1a seconda delle (5. 6)
Infatti, per la parte a sinistra, si hfz, ‘ :

1
lian—'—ml(limX,,——Iimq,,)gL——b——,‘(L—i—b‘—L—}—o)z
. i o LT [ P -
: e .
_-:L—,[b—{j;;(’b“*‘g)];"

da cui segue la pmte a sinistra della 5. 13) Analoaanlente si deduce la parte
a destra. : : :

Dimostrazione del Corollario 3°.
¢ Lia (5.14) ¢ conseguenza immediata della (5.4) del Teorema - B, mentre
la (5 15) é conseguenza della (5.3) del Teorema B, nella quale i membri estremi
smno anche qu1 sosmtmn con le (5 6) Infmttl, pel la parte a sn.ustra, si ha,

th——(lJmY——hmq,,)>L—}— (M L—c),

da cui segue la parte a s1n1stra della (5 15) Analogamente si deduce la parte
a destra. : R S
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