‘Rivista Mat. Univ. Parma 4, 319-326 (1953)

GAETANO VILLARI (%)

Un teorema di esistenza e di unicita

per una classe di soluzioni dell’equazione

2(t) -+ A)f(z)=o0.

1. - Recentemente M. CImMINO (1) ha considerato Pequazione
d ’ A
{4) o @) +afy) =0, 2> 0 reale,

che interviene nello studio dell’equilibrio di un fluido con distribuzicne sfe-
rica della densitd e soggetto alle forze di mutua attrazione delle sue particelle.
La (A) pud pensarsi come una generalizzazione della equazione di EMDEN
dell’equilibrio dei gas politropici (?)

%
dw®

dy

dz

+yr=0,

2
@
0 di quella pitt generale studiata da R. FOWLER e da G. SANSONE (3

— (cv?J )+ ety =0, A> 0 reale.
Sotto I’ipotesi che la funzione f(y) sia finita e continua per ogni valore posi-
tivo del suo argomento, ivi positiva e non decrescente e dotata di derivata

(*) Indirizzo: Istituto Matematico U. Dix1, via Alfani 81, Firenze (Italia).

(") M. Coavo, Sulle soluzioni dell’equazione generale del potenziale newtoniano 14
una sfere fluida in equilibrio, Boll. Un. Mat. Ital. (3) 8, 164-172 (1953).

(?) R. EmpEN, Gaskugeln, p. 40, Leipzig 1907.

(®) a) R. H. FowLgR, Further studies of Emden’s and similar dbfferentml equa-
tions, Quart. J. Math., Oxford Ser., 2, 259-288 (1931).

b) G. SansoNE, Sulle soluzioni di Emden dellequazione di Fowler, Univ.

Roma, Ist. Naz. Alta Mat., Rend. Mat. e Appl. (5) 1, 163-176 (1940).
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prima limitata, M. CimiNo ha dimostrato esistenza e 1'unicitd delle soluzioni
dell’equazione (A), definite in un intorno destro dell’origine, soddisfacenti alla
condizione

(B) o Jdm oy(@) = C, 0< C< oo

In._questa Nota. considereremo.l’equazione
1) 2'(t) + A@B)f(z) =0,

con 0<< AQ@)< Lft** per t>1,>0, L, 1 quantitd reali positive, e facendo
uso con opportuni adattamenti di un procedimento esistenziale dovuto a L.
TONELLI (*), proveremo che la continuitd della funzione f(z) & sufficiente a.
garantire D’esistenza di soluzioni della (1), definite per valori sufficientemente
grandi della variabile indipendente, e verificanti la relazione

(2) lim 2(t) = O, 0 0< oo,
Facendo poi intervenire 1’ipotesi della lipschitzianitd della funzione f(z)
dimostrera anche I’unicitd di tali solnzioni.

Con cid, potendosi ricondurre ’equazione (A) al tipo (1) con la trasforma-
zione « = 1ft, risulta anche provata, sotto I'ipotesi della sola continuitd di f(y),
Pesistenza di soluzioni della (A) che verificano la (B), e viene in particolare.
ritrovato il risultato relativo alla loro unicita. '

2. — Si consideri Pequazione
(1) 2'(8) + A@)f(z) =

ove 0<< A(t) < Lft** per t>1,>0 (L, A quantitd reali positive) ed f(z) &
continua per ogni valore positivo del suo argomento. ]

Supponiamo che esista una soluzione z(¢) della (1) che soddisfi alla’ con-
dizione

2) lim 2(t) = O, 0< < oo,

Se f(C)#0, pud determinarsi un intorno di Cin cui f(2) non si annulla;
ci6 porta per la (1) che da un certo valore di ¢ in poi #/(f) ¢ monotona, e poiché
vale la (2), dovrd essere lim 2'(f) = 0.

(Y) a) L. ToxeLLy, Sulle equazioni funzionali del tipo di Volterra, Bull. Cal-
cutta Math. Soc., 20, 31-48 (1928).
b) Cir. anche G. SaNsSONE, Hquazions d@ffemnzmh nel campo reale, Parte 13,
p- 45, Bologna 1948.
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In particolare, per ¢ sufficientemente grande, se f(C) > 0, 2(?) risulta posi-
tiva crescente, 2/(f) positiva decrescente; se f(C)< 0 sard 2(t) positiva decre-
scente, 2'(t) negativa crescente.

Ponendo 2(t) = 2,(t); 2'(t) = 2(t), si ha, per {< a,

al) =) @) dun,  a) = a@) - [ 4@z,

e facendo tendere o — -+ co otteniamo il sistema di equazioni integrali

3) ‘

©

I 2 () =C— fwzz(u) du
l a(t) = [ (e (w)]du.

Inversamente ogni soluzione del sistema (3), con 2 (t) limitata e positiva
da un certo valore di ¢ in poi, definisce una funzione 2(f) = 2 (t), #'(f) =
= 2,(t) soluzione dell’equazione differenziale (1) e soddisfacente alla condi-
zione (2).

a) Cominciamo col supporre f(C)> 0. »
Indichiamo con M, il massimo di f(z) nell’intervallo chiuso {1, 0),
0 < K, < 0, appartenendo K, allintorno di € in.cui f(2) si mantiene posi-
tiva, e sia
i, 12
@ h=n= [ A<1+1><0—K1)}

Cid posto, indicando con % il pilt grande dei valori to, t,, definiamo i ter-
mini delle successioni {#{°(2)}, {2{"(t)} con la seguente legge:

4001) = 0, ]
(52) per t>7 4 n,
2 = C,

t-Hx/n)co per ¥<t<?+n.
() = 0— [2P(w)du,
H

J 2y = fmA'(u)f[z‘l"’(u)] du ,
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Nell'intervallo 7 +n— (1/n) <t< 1t --n avremo:

® LM, 1 LM, 1
20() A du <08 T "
= [Aw(0)du < A1 [ Pa 71 Ao

§4+(1/n)

©
e U Codu - TT[l 1

z(") i 0 f) m du} > (/‘_. ,,,,, — e s
1 () J 2 (u) 1, wA 1 0— 1(7_1_1) 7

e percio, tenendo conto della (4),

¢ >00) > K ,
- 1
LM, 1 > () > per t >t +n—-.
i n
\ MA+1) t"+1
.y - 2 .
Analogamente, nell’intervallo ¢ +n-—-<{¢<{ ¢+ n— - sara:
e ! n n
. LM, 1
2(1) = jA(u) e (u)] du < ipl En
t+(1/n)
L, 1
(n) t C et __1 )
A==y
ed ancora, per la (4),
C =00 > K, 2
LM, 1 I
Al ; z(n)(t) >0, per [ [T -

l ;+1 tﬁ-&-l

Iterando il procedimento si ha allora, per ¢ >7 e per n=1, 2, ...,

M, 1
(6) C >0 > K, , Tl g > 20t

Le funzioni che compongono le successioni {z(¢)} e {#{"(¢)} sono dungue

equilimitate e dimostriamo che sono anche equicontinue.
Posto infatti < t'<< ", dalla seconda delle (6) si ha:

[ (@) -— z§"’(t‘)»|< [ 20 (u) du < (" — 1) T
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Si ha anche dalla prima delle (6):

(1 /m)
. . L3 [t (1 n) A+ — [t (1/n) A+
|y ey | o o it S D i
Re (t ) 2 ﬁt )|§'/ji(u)f[zl (u)] du < i1 {t”+(l/n)} 1[{'+(1/’71')]A+1
'+ fny
g OO 1) 00— 1) e e 1
T - (YA (e AT ’

da cui, supponendo, com’¢ certamente lecito, t>1, ed osservando che

[t/ (1) + 00" — )]
[ 4 (1/n) A+

<1,

si ottiene
L,
AT

|7 — 270 |< ¢ — 1) G < )

Dalle successioni {z™()} e {#°(t)} ¢ allora possibile estrarre con doppio
procedimento diagonale due sottosuccessioni convergenti in ogni punto a di-
stanza finita dell’intervallo (I, oo) ed uniformemente convergenti in ogni inter-
vallo finito contenuto in (%, oo) (5).

Siano V7)) e {z;’i’(t)}‘ le sottosuccessioni considerate ed indichiamo con
2,(t) e 2(t) le funzioni verso cui convergono in (%, oo).

Mostriamo che, per ogni fissato ¢ >1,

lim [ A@fl2?@)]de = | A@)flz@)]du

f+try ¢

lim fz;’i’(u) du = f Zy(u)du .
t b

l

Si ha infatti, per ¢’ > ¢+1, ¢’ arbitrario,

® d § t+(1irg)
1[A(u)]‘[z1(u)] du—ffi(u)f[z;'i’(u)]du } <Lf Iiiz:Z! du +
i trajrp ’ §
t ©
[f(z0) — flay 9| " fley) — fIe421 .

i+ajry ¥

(5) 11 fatto che siano equilimitati per ¢ >7 i termini delle successioni {2} e {2}
consente di estrarre da queste due sottosuccessioni convergenti in un insieme di punti I
denso in (7, co), per esempio Pinsieme dei numeri razionali >7, e rifacendosi a noti
ragionamenti ne conseguono le affermazioni del testo.
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tenendo conto della prima delle (6), in virtd della quale € >z(t) > K, e di
conseguenza anche C >z (f) > K;, il primo ed il terzo integrale che figurano
al secondo membro della disuguaglianza risultano minor rispettivamente di
4 (1/r) .
L, LM, 1 . . . ) _
[ s e JL1 g © per ¢ sufficientemente grande ed i maggiorve di
: ;

unwconveniente»‘ﬂ--‘i-fw~-p038011o»rendersi“‘”minori"“di‘"’"i?’/d positivo prefissato.
Osserviamo poi che I’uniforme convergenza delle 2U?(t) verso 2:(t)

in (£,¢) e la continuitd della funzione /() copsentono di determinare un

indice 4, tale che per i>>4, anche il secondo integrale, minore di

o
L . . . .
e f | f(z) — flz?]] du, risulta << o/3. Si ha dunque, per 7 maggiore del pit

7
grande dei numeri ¢; e 4, e per ¢ > t,

-]

[fmA(u)f(zl)du— [ A du | < o.

ttajry

In modo analogo, per dimostrare la seconda delle (7), si ha pert">7% e
t" arbitrario,

l fmzz(u) du — fwz;'i’(u) duf<_f |2,(u) —2g?(u) | du + F 2y(u) —28P(u) | du ;

I'uniforme convergenza delle 27(1) verso z(t) in (t,%") consente di determi-
nare l’indice ¢ in modo che il primo integrale che figura al secondo membro
della disuguaglianza risulta minore di o/2 positivo arbitrario. Tenendo conto
poi della seconda delle (6), in virty della quale LM, [[(A4+1)#1] > 202() > 0
¢ quindi anche LM, [[(A+1)t71] > 2,(t) > 0, il secondo integrale risulta minore
0 wuguale di 2L, [[A(A+1)t"*], e per #' sufficientemente grande puo ren-
dersi << /2. :

Con cid le (7) sono dimostrate. Fatto allora, nelle (3,), » = r; e passando
al limite per ¢ — oo, si conclude che le funzioni 21(1) e 2,(t) pit sopra definite
‘soddisfano per ¢ >t al sistema di equazioni integrali (3).

b) Se f(C)< 0, indichiamo con— M, (M,>0) il minimo dei valori
assunti da f(z) nell’intervallo chiuso (C, K,), 0< K,< oo, appartenendo K,
allintorno di € in cui f(2) si mantiene negativa, e poniamo

't - [ LM, Jm
2 Ty —= |~ .
T AA DI 0)
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Con c¢id, indicando con % il pit grande dei valori #,, t,, i termini delle
successioni (1)} e {z™(t)} soddisfano per ¢t > ed n = 1, 2, ... alle limitazioni

C<EM <K, o

€ con procedimento analogo a quello precedentemente tenuto si prova lesi-
stenza di due funzioni z,(t) e 2(¢) che per t > ¢ soddisfano al sistema (3).

¢) Infine, se f(C) == 0 la funzione z(f) = ( soddisfa alla equazione dif-
ferenziale (1) ed alla condizione (2).

Dalle cose dette segue il teorema:

Se f(z) ¢ funzione continua di z e C wna costante arbitraria, 0 << C < oo,
esiste almeno una soluzione 2(t) dell’equazione differenziale (1), definita per valori
di t maggiori o uguali di un conveniente t, che soddisfa alla condizione

lim 2(t) = C.

3. — Per valori di € in cui f(C) # 0, P’unicitd, delle soluzioni dell’equa-
zione (1) di cui al numero precedente si & provata l'esistenza ¢ certamente
garantita, seguendo un procedimento ormai classico, dalla condizione che
la funzione f(2) sia lipschitziana in ogni intervallo finito.

Cominciamo con Posgervare che, detto z(f) un integrale che verifica la con-
dizione Hm z(t) = C, f(C) # 0, integrando successivamente la (1) tra ¢ ed «,
t< o, si ha

2(t) = #(0) — (o0 — Ve () — | (u— YAl du,

da cui, facendo tendere o« -+ co e tenendo conto che

tim () gy Al _
Bomin 0O Ot—l [N a—-2 N
per la (2) si ottiene
(8) #(t) = C— [ (e — ) Aw)fla(w)]dw .
: t

Cid posto, indichi Z(#) un integrale che verifica la condizione tlig_; #(t) = C,
f(€) # 0, sia ¢’ un valore della variabile tale che per ¢ > 1 risultino contem-
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poraneamente definite le funzioni 2(f) e 2(t), e sia infine 7 il pit grande dei
valori t' e t, (°).
Per 1a (8), posto ¢ > 7, si ha:

lz(t)——~é(t)l<!0-51+f (e —0)A ()] f(2) = f(5) ] du<

[

0 fzb_t P (5 | 7 ‘w”(z)**f(g)l N
¢ ¢

poiché z(t) e Z(f) sono limitate in (f, co), esisterd una costante XK tale che
[fT=] — 20)]|< K |2() — 2()], da cui

N AT
[z(t)~—z(t)}<[b_0|—}—Lk/—~—ul~u—ﬁ~f—z~idu

e per il lemma di GRONWALL generalizzato (") si ha infine

9) |2(t) — 2(t) |<<| O— T exp [ L 1} .

ALl

La (9) fornisce un limite superiore della differenza l2(t) — 2(2)| in (¢, co).
In particolare, se ¢ = C, si deduce il criterio di unicits enunciato.

(*) Con #, abbiamo indicato, come al numero precedente, il valore della variabile

L
tale che per ¢ >, si ha 0 < A(t) < et essendo [, A quantitd reali positive.

_ LK 1
() Si perviene alla (9) ponendo |2(t) — 2(t) | = exp 117 F(t) e provando col

solito procedimento che in (2, o) si ha max F(t) < |C — C|. Cfr. G. SANSONE, loc. eit..
in (%), p. 30. :



