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Luict MERLI (%)

Sul problema della approssimazione delle funzioni continue

di due variabili.

1. - Assegnato un sistema di punti {§, ,} dell’intervallo (0, 1), con =0, 1,...,
n—1, n; n=1,2,3,.; & ,> Euny S€ 9> 1, associamo ad esso una succes-
sione di funzioni {y, .(2)}, definite per 0 <z < 1.

Un tale sistema di punti e funzioni si dird che risolve il problema della
approssimazione se, per ogni funzione f(x) continua, la funzione

1) AL = 3 1 pate)

tende ad f(x), quando » — co, uniformemente per 0 <<a<1.

Recentemente H. BoamaNN (1) ha studiato tale problema ed ha dato alcuni
teoremi nei quali sono stabilite delle condizioni necessarie e sufficienti alle
quali debbono soddisfare i punti {£,,} e le funzioni {wy,n(®)}, affinche la (1)
sia atta ad assicurare I’approssimazione ver qualungue funzione f(») continua.

Scopo di questo lavoro & di far vedere come tali teoremi siano suscettibili
di estensione al problema della approssimazione- delle funzioni continue di due
variabili. ,

Tale problema pud essere posto nel seguente modo: Nel quadrato @ di
lato 1, avente un vertice nell’origine degli assi cartesiani e due lati rispetti-
vamente sugli assi x ed ¥, consideriamo il sistema di punti (&, ., 7,..), le cui
coordinate {£,,.}, {7}, soddisfano alle seguenti proprieti:

g,,'n> E;,ny se 'V>; 5 ’1}:0, 1, ey /n,
(n=1,2,3,..)
{ 7on™ Mzny S€ u>g, u=0,1,..,n, P T

(*) Prof. nella Universitd di Firenze. Indirizzo: via G. Marconi 61, Firenze (Italia).
() H. Bommaxy, On approzimation of continuous and of analylic functions, Ark.
Mat. 2, 43-56 (1952).
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e ad ogni punto (&, ., 1,,,) associamo una funzione reale v, ,..(z,y), definita
per 0 <x<1, 0 <y<1, cioé nel quadrato Q.

Un sistema di questo tipo diremo che risolve il problema della approssi-
mazione se, per ogni funzione continua f(z, y), la funzione

(2) An[ﬂ‘”; y)] == z z f(fv,ny 77;1,11)1/)1:,;:;"({”7 .7/) I}

r=0 p=0

tende ad f(z, y), quando n -> oo, uniformemente per 0 <o <1, 0 <y < 1.

2. - a) Daremo in primo luogo delle condizioni sufficienti alle quali deve
soddisfare il sistema dei punti fondamentali {(¢, ., 7,,,)} affincheé sia atto a
risolvere il problema della approssimazione. Dimostreremo precisamente che,
se le condizioni:

! Eo,n - 07
(3) l é’,“ 1 rn:(’LX {Ei"i'l,n - gi’, n}—ﬁ) 0 ’
nyn > Ly
( 770, n > 0 b
(@) MAX {1041,0— N, =0,
[ Nayn —> 1y #
n,n 9

quando n —> oo, sono soddisfatte, & possibile costruire wn sistema di funzioni
{9y, :nlit, )} che risolve il problema della approssimazione. Esse saranno quindi
sufficienti. Faremo vedere poi che se le (3) e (4) non sono simultaneamente sod-
disfatte, si puo trovare una funzione f(x,y) continua, non identicamente nulla,
tale che per qualungue sistema {y, ,..(2, y)} di funzioni

lim A4.[f(z,y)]=0,

n—>w

¢ pertanto esse non permettono di risolvere il problema della approssimazione.

b) Proviamo che le (3) e (4) sono sufficienti. Ammettiamo che esse siano
soddisfatte e definiamo la funzione v, .;.(x, ¥) = 0 fuori del rettangolo di ver-

thl (Ev—l,ny 77,11—1,11)7 (§v+1,n1 77;:-1,12)7 (Ev—l,n; 7];:—1,n)7 (§v+1,n, 7]/1+1,n); w:',y;n(x7 ?/) =

Nu—1,n = . . . . . - . .

= M1 Y e punti (x, y) appartenenti al triangolo avente i suoi vertici
NMu—1,m — Num

. » . . 77;14—1,7! —Y .

nei Puntl (Ev,ny 77,1:,11)1 (Ev—-l,na 77;1—1,71)1 (Ev-}-l,n; 77;1-—1,11)7 y}v,y;n(my ?/) = T nel

Np+1,n " Mun
punti (z, y) appartenenti al triangolo avente i suoi vertici nei punti (Epny Nuyn)s

gv n =& . . .
(Evmt,ny Nut1,n) (5v+1,m 77;z+1,n)5 Yosu;nl®, Y) = Eﬁ}”“_“g" nei punti (2, y) appar-

tenenti al triangolo avente i suoi vertici nei punti (£,., 7,,4)y (Esti,ny Nu—1,n)s
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Evinynr Nty ); Prsn@y 9) =§—“~—~:§ nei punti (v, y) appartenenti al tri-
r—1,n T Spn

angolo avente i suoi vertici nei punti (¢, ,, Ny (&, 10y Npe1)s &y Myt 10)-
Consideriamo la funzione

Aff(z, 9)] =

s
M-

(& y’;m“’ﬁ}k’,ﬁ)'/’?jfj'ﬁ(a;? ¥)-

¥ 0

-

Essa & lineare in ciascun rettangolo in cui & stato diviso il quadrato @ ed
inoltre, nel punto (&, ,, Nin)y O

n

-An[ﬂgm,'n; nl,n)] = z Z f(g;gna 77”,11)¢¢v,,¢:n(m’ y) - f(ém,n’ 771:") *

=0 p=0

Tenuto conto della continuita della f(%, y), segue subito, per il modo come
sono state definite le funzioni {wﬂ,#;n(a), ¥)} e per le condizioni (3) e (4), che

nlgll A (=, )] = f(z, ¥),

uniformemente per 0 <z < 1L, 0<y <.
Abbiamo cosl costruito una successione di funzioni che risolve il problema

della approssimazione e pertanto le (3) e (4) sono sufficienti a tale scopo.

¢) Supponiamo ora che le (3) e (4) non siano simultaneamente soddi-
sfatte. Se indichiamo con :

(31) hn = m,@x (Eo,n; 1 _‘é:n,n; §v+1,n—' §v,n) ’
(3:) by = mﬁ‘x (0,n3 1 N, ns 77/1+1.n‘—“77,u,'n) ’

la supposizione fatta equivale ad ammettere Pesistenza di due costanti % e k
positive tali che

limbh, =h>0, limk,=%>0.
N—>c0 n—»w
Esistono allora due successioni h,,?, k. e due costanti p, e go, tali che
d q

h

h, >

’ k
» " 37 per p > py; 7G,,q>§, ber g>gq,.

Si pud allora asserire che esiterd una successione {I,,.} di rettangoli del
quadrato @, con lati paralleli agli assi, ciascuno con area maggiore di hk/4,
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tale che {I,,} non contiene punti dellinsieme > > (&n,01 T ,,)- Scegliamo ora
v

un intero N tale che 1 < lb < ‘-wl ~~~~~ ed un intero M ta.ie che —~1— < E < o

N "4 N1 M T4 M1

e dividiamo Pintervallo (0,1) dell’asse # in N sottointervalli ,, 4y, ..., iy e

Pintervallo (0, 1) dell’asse y in M sottointervalli j,, ju,..., ju. Si otterranno cosi

MN-rettangoli-dei- quali-uno,-almeno;-&-coperto-da-infiniti-rettangoli-appar=——

tenenti alla successione {I,.}. Esisteranno allora una successione {n;} ed un
rettangolo R, di ¢, che non contiene punti dell’insieme > 3 3 (&, ., 7, ).
) A v pu » ;"’”

Y

Consideriamo ora una funzione f(x, %) che & ¢ 0 in R e nulla altrove. Sia
W@ ¥)} un qualunque sistema di funzioni approssimanti. Avremo allora

A[fl@, )] = Z z f(Ep,m nﬂ,n)w;"y;ﬂ(w7 ¥),

¥=0 pu=0
e in particolare

An}’[ﬂwy y]=0,
per qualunque 4, e quindi sard:

lﬂl} A[fw, y)] =0,

Nn—roa

mentre la f(z, ) non & identicamente nulla in tutto il quadrato Q.

3. - a) Daremo ora delle condizioni sufficienti relative al sistema
{w, wm(@ ¥)} di funzioni, nell’ipotesi che esse siano tutte non negative nel qua-
drato €, affinche esse siano atte a risolvere il problema della approssimazione.

n n

b) Sia &> 0 e indichiamo brevemente con 3, le somme 3 3 Yyl Y,
p=0 g=0

relative ai punti per i quali risulti A (@—§,,)2+ (y—mn,,°> ¢ e con EZ le

n n

somme > > Y,,:n(%; ), relative ai punti per i quali siay/ (@—E&, )+ (Y—n,.)<e
=0 u=0 .
Proveremo che se
) im3,=0, lm3¥ =1,

uniformemente per 0 <z <1, 0 <y <1, st ha:
(6) lim A [f(x, y)] = f(@, ),

uniformemente nel quadrato Q.
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Proveremo poi che le condizioni (5) sono equivalenti alle condizioni:
im0y

, im 4,(1) =1,

' lim A +y)=2+y,
N> o0

[ Hm ‘/1"[56..}..?/)2}:(43 ; .‘7)9 ”
N2 0
¢) Proviamo la (6) nelle ipotesi (5).
Essendo f(z, y) continua in Q, sara |f(z, y)|< 4 e scelto un ¢ > 0, esistera
corrispondentemente un ¢ tale che per v/(w, — w,)2 - (11— ¥.)?< &, sary

}f(mlayl)’“f(mzy"'/z) < .

Avremo allora:
|f@ y) — Alf@, )| =11, y) — 31 @, ) + fw, ) Si— A, )] <
SL= 34+ A3 3@, ) JE, 1, 0| <
<P—=23A+43 03,

e per le (5), segue la (6), tenuto conto anche delle (3) e (4).

d) In particolare, per f(z, y) = 1, f(a, y) = a+y, f(z,y) = (@-y)?, le (7)
sono conseguenza immediata delle (5).

Viceversa supponiamo che le (7) siano soddisfatte e dimostriamo che val-
gono le (5).
Sard infatti, in tal easo,

im {(@ +9)*4.(1) — 2(2 + 9)du(@ +y) + A[@ + 92 =0.
D’altra parte:
(@ 4+ 9)24,(1) = 2(z + y)du(@ + y) + A[(@ +y)*] =
= (@ +y) ZIE Voo ol@ Y) — 2(2 + y) Z Zl Eon F TP oy 9) +
+ Z #2 Eon ) P inl® ) =
=3 2@+ 9) = o+ )PPl ) > € 3

Ne segue lim 21'1 = 0, cio¢ la prima delle (5).

N0
Ma & A,(1) =3 + 3" ed & lim 4,(1) =1 e quindi lim 3" =1, cio¢ la
n—>m N>
seconda delle (3).






