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ViTrorio E. BONONCINI (%)

Un teorema di continuita per integrali

su superficie chiuse. (**)

1. — Denotiamo con S la classe di tutte le superficie continue orientate S
«di area finita secondo LEBESGUE: L(8)<<--oco (cfr. n. 2). Llintegrale di
"WEIERSTRASS )

T(8) = (8S) f Fdudv = (8) f Bz, y, 2, t, ty, t,) du do

Sopra una superficie S ¢ stato definito da L. Cesarr [I, 1] (°) per qualsiasi
superficie Se S, nelle usuali condizioni di continuity e omogeneita positiva
per la funzione F, e tale integrale si riduce ad un ordinario integrale di
LEBESGUE sopra la superficie § ogni qualvolta 1’area L(8) & data dall’integrale
-classico per Parea [L. CEsari, I, 1]. Relativamente allintegrale 7(S) J. Cmo-
‘CONI [1, 2, 3, 4] ha dimostrato le formule di GAUSS-GREEN e di STOKES,
L. Cesarr [1, 2, 8] ha dimostrato condizioni sufficienti e condizioni necessarie
di semicontinuitd e, in un precedente mio lavoro [1], ho dimostrato teoremi
‘di convergenza e confronto. Infine L. CESARI [4], A. G. Siearov [1] e J. M.
DawskiIN [1] hanno usato l'integrale 7(S) in teoremi di esistenza del minimo
-assoluto in problemi di calcolo delle variazioni. Tutte queste ricerche hanno
mostrato una notevole analogia tra le proprieta dell’integrale sopra superficie
-di area finita secondo LEBESGUE e quelle dell’integrale sopra curve di lunghezza
finita secondo JorRDAN [L. CEsARI, IJ.
Nel presente lavoro si considera il particolare integrale

FS) = (8) f(fltl + fals + fats) dudo

(*) Indirizzo: Istituto Matematico 8. PINCHERLE, Universitd, Bologna (Italia).
(**) Ricevuto il 15-X-1953.
(°) I numeri in neretto e parentesi quadra richiamano la Bibliografia alla fine

«del lavoro.
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nella classe S, di tutte le superficie S continue, orientate e chiuse di area
finita secondo LEBESGUE (cfr. n. 2), ove f;, f., f» sono funzioni continue di
punto, e si dimostra che (8) ¢ un funzionale continuo in ogni sottoclasse:
di superficie § € &, aventi area L(S) superiormente limitata.

Un particolare integrale (S) & il seguente

V(8) = (8) fwtldudfv = (8) fytz dudv = (S) fzts du do

che pud essere assunto come definizione del volume (= 0) «racchiuso» dalla.
superficie orientata e chiusa S e §,. Tale integrale. soddisfa la proprieta iso-
perimetrica

V(8) < (36m)~1L3(8) ,

e, rispetto ad altre pur notevoli definizioni di volume recentemente proposte-
[T. Rapo, 1; J. W. T. Younas, 1] ha il vantaggio di essere un funzionale
continuo in ogni sottoclasse di superficie § €8, di area superiormente limi-
tata, e di essere espresso come un integrale (di WEIERSTRASS) sopra la super-
ficie §.

Poiche le proprietd sopra richiamate corrispondono a note proprieta del--
Pintegrale curvilineo, I'analogia sopra accennata tra le proprietd delle curve-
e quelle delle superficie risulta ulteriormente estesa.

2. - Alcune proprietd dell’integrale 7(S).

Siano F, il piano euclideo dei punti w = (u, v), B, lo spazio euclideo dei
punti p = (x,y,2), |w—w'|, |p—p'| le distanze euclidee dei punti w, w'e B,
e p, p'e By, A il quadrato unitd, 4 = (0 <wu, » <1), del piano F,, infine K
sia un qualsiasi insieme chiuso in B;. Sia (T, 4): p = T(w), w € 4, una qual-
siasi trasformazione continua di 4 in K. Pertanto (T, 4) & una rappresen-
tazione di una superficie continua § tutta costituita di punti di K. Per sem--
plicitd denoteremo cid con S = (T, A), ossia con altre notazioni:

S=(T,4): w=or), y=yuv), z=z2u0), (@v)cd.

Indichiamo con [8] = T(4) c K D’insieme dei punti occupati da S in F,.
Diremo che § = (7, 4) é una superficie poliedrica se (T, 4) & continua in 4
ed esiste una suddivisione D di A in triangoli ¢ su ciascuno dei quali 7 &
lineare, ‘e indicheremo con a(8) = a(T, A) Parea elementare di S = (r, 4).

Diremo L(S) = L(d4, T) I'area di LEBESGUE di qualsiasi superficie con-
tinua 8§ = (T, 4), onde L(8) = a(8) per qualsiasi superficie poliedrica. Di-
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remo che § = (T, A) & orientata se uno dei due versi per le rotazioni su H,
¢ stato assunto come positivo e inoltre diremo che § — (T, A) ¢ chiusa se T
& costante sulla periferia A* di 4. Date due trasformazioni continue S =(T, A),
8'= (1", 4), poniamo d = (T, T', 4) = max | 7'(w) — T'(w)| per tutti i punti
we A. Pertanto data una successione 8, = (T,,4) di trasformazioni con-
tinue con 8§, — 8 intenderemo semplicemente che d, — (T, T, A4).— 0. al

tendere all’infinito di . Infine denoteremo con S, o &, la classe delle super-
ficie continue orientate S, o di quelle che sono anche chiuse, tutte costituite
di punti di K e aventi area finita secondo LEBESGUE.

Sia F(p, t) = F(z, ¥, 2, t,, t,, t,), una qualsiasi funzione soddisfacente le se-
guenti condizioni: (1) F(p, ) & continua per ogni punto p = (m,y,2) di K e
per ogni terna t = ({,,%,1%,) di numeri reali non btutti nulli (cioé per ogni
vettore ¢ non nullo); (2) F(p, kt) = kE(p,t) per ogni k> 0, per ogni p € K
e per ogni vettore ¢ non nullo. Pertanto se poniamo F(z, y, z, 0, 0, 0) per ogni
punto p € K, allora F risulta continua anche in ogni punto (z,y, %, 0, 0, 0).

In tali condizioni Vintegrale di WEIERSTRASS 7 (8) (vedi definizione al n. 4)
¢ definito per ogni superficie Se€ S e valgono le seguenti proposizioni:

(2,1). Se 8= (T,4)es, 8= (T",4)e S, sono trasformazioni continue
(superficie continue) equivalenti nel senso di FricuET, allora 7(S) = 7(8'),
cio¢ J(8) & invariante rispetto alla equivalenza nel senso di FRECHET [L. CB-
SARI, 1]. v

(2,2). Se §=(T,A4)es, 8,=(T,,A)€S, (n=1,2,3,..), sono super-
ficie continue e S, — 8, L(8,) - L(8S), allora anche 7 (8.)—= T(8) al tendere
allinfinito di » [L. Cesarg, 1].

(2,3). Be S=(T,4)eS e J,(w), (r=1,2, 3), sono gli jacobiani (gene-
ralizzati, oppure ordinari) delle tre coppie (Y, 2), (2, @), (w,y) di funzioni di
w=(u, v) e

L(8) = (4) [(J} + J; + J)} dud,
a]loraAsi ha anche

T(8) = (4) [ Fla(w), y(w), 2(w), Jy(w), J,(w), Jy(w)]dudv

ove gli integrali al secondo membro sono entrambi integrali di LEBESGUE
[L. Cesarz, 1].

(2,4). Se 8= (T, 4)esS, S, =(T,, 4)e S, (n=1,2,38,..), sono super-
ficie continue e §, — 8, se l'integrale 7 (8) ¢ regolare in senso stretto (vedi
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definizione al n. 4), allora J(8,)— F(8) se e soltanto se L(S,) — L(8) [V. E.
Boxoxnacin, 1]

Siano ora f.(p) = f(2, y,2), (r=1, 2, 3), funzioni continue in K. Allora
la funzione F(p, t) = fit;4fufa+fsl; soddisfa entrambe le condizioni (1), 2), e
pertanto l'integrale

F(8)-=-(85) J‘ (frtx
¢ un caso particolare dellintegrale 7(8).
Scopo del presente lavoro ¢ di dimostrare il seguente
Teorema A. Se 8= (T, 4)e&,, S,= (T., 4)eS,, (n#l, 2, 3,...), sono
superficie continue, orientote e chiuse, se S, — S e L(8,) << M (M costante finita),
allora F(8,) —§(8) al tendere all’infinito di n (vedi dimostrazione al n. ).

3. - Notazioni.

Sia 8 = (T, 4) € S una trasformazione continua di 4 in K e siano (7,, 4),
(r=1,2,3), le trasformazioni piane e continue proiezioni di (7', A) sui piani
coordinati yz, 2w, xy [piani che denoteremo con B, (r =1, 2, 3)]. Sia qgc 4
un qualsiasi poligono semplice e chiuso e ¢* la periferia di ¢ (orientata in
senso positivo, diciamo antiorario); siano C: (T, ¢*), C,: (T,, ¢*) le curve
continue chiuse orientate immagini di ¢ rispetto a 7 e T,, (r =1, 2, 3), ri-
spettivamente e siano [C] = T(g*) ¢ B,;, [C,] = T.(¢*) C E., ﬁ11 insiemi occu-
pati dalle curve C, O, in B, e H,.. Denoteremo con O(p; C,) l’indice topo-
logico della curva C, rispetto al punto p € B, [O(p; C,) = 0 se p e[C.]]. Per-
tanto O(p; C,) pud essere considerata come una funzione di p in X, e tale
funzione & misurabile secondo BOREL in H,.. Essendo L(S) < —-oco, O(p; C,)
¢ anche integrabile secondo LEBESGUE in B, [L. CesArL, I]. Segue che i numeri

w= (g, Ty = (B) [O(p; C)Aydz,  u=ulg, To) = (Fw) [ O(p; C) dzda,
Uy = u(q, Ts) = (B fO(p, a)dedy, . w(g, T) = (uj +u; +u) >0,
esistono finiti, ed & |u,|<w(q, T), (r=1,2,3). Denoteremo con u il vet-
tore (U, iy, Us).

Se D denota un qualsiasi sistema finito di poligoni semplici, chiusi e non
sovrapposti g c 4, poniamo

U(Ay T,)= Sup Z ‘u(% Tr)! y (r= 1,2, 3) ’ U(A7 T) = Sup zu(q’ T) .
D aECDh b eED
(3,1). Per ogni superficie continua 8 = (T, A) € S si ha U(4, T)=L(4, T),
U(A, T,) = L(4, T}), (r=1,2,3) [L. Cesagi, I].



UN TEOREMA DI CONTINUITA PER INTEGRALI SU SUPERFICIE CHIUSE 303

Ricordiamo anche la seguente proposizione:

(3, 2). Per ogni poligono semplice qC A e ogni suddivisione finita D, di q

in poligoni semplici s, diciamo C: (T., q*), C,: (T., n*) le immagini @i q* e
di 7* rispetto a T,.. Denotiamo con 3, una qualunque somma estesa a tutti 1 poligoni
weD, e sia M, Vinsieme compatto M, =3 T.(n*) = T(3 n*) C B,,. Allova
O(p; C,) = 3 O(p; C.) per ogni punto p € Boy— M,, (r =1, 2, 3) [L. CEsaArt, I.

In particolare per ogni superficie poliedrica 8 = (T, A), gli insiemi M,
sono di misura nulla in B, e quindi, per integrazione in %,,, abbiamo u(g, T,)=
= 2 ulm, T,), (r=1,2, 3)ein conseguenza |u(g, T,)|< X|u(x, T,)]|.

4. - Richiamo di una delle definizioni di 7 (S).

Sia §= (T, 4)€S una data trasformazione continua di 4 in K. Per
ogni sistema finito D di poligoni semplici chiusi non sovrapposti ¢ c 4, di-
ciamo » ogni somma estesa a tutti i ¢ € D e diciamo d, m, u > 0, indici di D
rispetto a (7, 4), i numeri seguenti:

d = max diam T'(q) per ogni ¢geD;

m=max |M,|, (r=1,2,3), ove M,= Y T(¢*) = T(3 ¢*)C Es;

M= 1ax [U(Aa T)— z (g, T); U4, T,)— z iu(% 1) H; (r=1,2,3).

Pertanto m,=|M,|, u, = U(4, T,)— 3 |u(g, T,)| sono gli indici m, g di D
rispetto alla trasformazione piana 7,. In ogni caso |M,| denota la misura
di LeBESGUE dell’insieme piano M, in F,.. Per ogni regione q € D, sia w un
punto di ¢ e p = T(w) 'immagine di w. Sia poi w il vettore (u, Uy, %), .
w, == ulgq, T,), (r=1,2,3). Ricordiamo che per ogni S = (7, 4) € § esistono
sistemi D di indici d, m, p piccoli quanto si vuole [L. Cesarz, IJ.

Se [D,, (n=1,2,3,...)] ¢ una successione di sistemi finiti D, di indiei
d,, My, p, —0 al tendere allinfinito di =, allora Pintegrale di WEIERSTRASS
T(8) pud essere definito dal limite
@ F(8) = deudv =lim Y F(p,u).

n—rw qED

L’esistenza di tale limite e la sua indipendenza dalla particolare succes-

sione [D,] seguono dal fatto che il limite seguente

2) J8)=lm F(p, %)
m}_>o =8
esiste finito [L. Cmsari, 1, 11
Ovviamente, se F== ( -- 1 +t2)*\0 mllora J(S) = L(8) come segue su-
bito dal fatto che p — 0 implica > u( - U(4, T) ove U4, T)= L(4, T).

Se F = f.t., allora nei limiti (1) e (2) anzicheé gli indici d, m, u, si pos-

21 — Rivista di Malematica.
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sono considerare gli indici d, m,, u,. Cid segue immediatamente da una ispe-
zione della dimostrazione della esistenza del limite (2) [L. Cesary, I, 1].
Oltre alle condizioni (1) e (2) del n. 2 per la funzione F(p,t) anche le
seguenti ulteriori condizioni sono state prese in considerazione: (3) F possiede
derivate parziali prime I, F,, I';rispetto a ¢, t,, f; continue per ogni punto
p=(2,9,2) €K e per ogni vettore ¢ = (, {,, &) non nullo; (4) F possiede

derivate parziali seconde E,; rispetto a ;, f,, 1; continue per ogni pe K e ¢
non nullo. Sotto la condizione (3) si pud definire la funzione di WEIERSTRASS
Ep, t,t) = F(p, t')— 3 t.F(p, t). Sotto la condizione (4) e I'ulteriore condi-
zione (5) che per ogni p € K la matrice quadrata |F;;| abbia caratteristica
< 2 al pitt in un insieme di punti ¢ = (¢, ., ;) non aventi punti interni, allora
si dimostra che i nove rapporti 4,,/(t.t;) sono uguali e definiscono una unica fun-
zione @(p, t) per ogni p € K e ¢t non nullo (ove 4,; ¢ il complemento algebrico
dell’elemento F,) [V. E. Bovoxcint, 1]. :

Sotto le sole ipotesi (1)-(2) si dice che F(S) & definito positivo [semidefi-
nito} se > 0 [> 0] per ogni p € K e t non nullo; sotto le ipotesi (1)-(3) si
dice che F(8) ¢ regolare positivo [semiregolare] se E(p,t,t') > 0 [> 0] per
ogni p € K e t, ' non nulli e non proporzionali; infine sotto le ipotesi (1)-(5)
si dice che J(S) é regolare positive in senso stretto se ¢ > 0 per ogni p € K
¢ t non nullo. Integrali 7(8) semidefiniti positivi e semiregolari sono semi-
continui inferiormente [L. CEsari, 2, 3]; la condizione di regolarity in senso
stretto assicura la validitd del teorema (2, 4) del n. 2 [V. E. BoxNox~cing, 1].

5. — Richiamo di un risultato di L. Cesari.

L. Crsarr ha dimostrato (cfr. [5], n. 9) quanto segue:

Sia § = (T, A)e S, una superficie chiusa, e § = (7,, 4)€ &, una succes-
sione 'di superficie poliedriche chiuse con d, = d(T,, T, A) -0, a(S,)< M
(M costante finita), siano (7,, 4), (2., 4) le trasformazioni piane proiezioni
di T, T, su B,,, r=1,2,3), e ¢> 0 sia un numero arbitrario. Esiste allora
una successione [#] di interi n e, per ogni » € [»], una suddivisione D=D,+
+Dy+...+D, di A in poligoni semplici e chiusi ¢, tali che, se >, >? deno-
tano somme estese a tutti i poligoni ¢ € D, oppure g € D,, (j= 0,1, 2,...,, N),
rispettivamente e Ej denota una somma estesa ai valori j =1, 2,.., N,
risulta: (1) diam T(g)<< & per ogni ¢ e D, diam T(3” ¢)< e per ogni
§=1,2,3, ..., N; (2) |Myl<e, ove M;= Ty(Dq*)CHBy; (3)U(4, T;)—
—3O0ulg, To)|< e, 3, 3ulg, To)|< & (4) 3®|ulg, Tua) — (g, Ts)|< ¢ per
ogni neln]; (6) 2,129 u(q, Tw)|< e per ogni ne[n]; (6) i poligoni ge D,
e il numero N sono gli stessi per ogni % € [n][L. CESARI, 5].

" Notiamo che T, T',; possono essere sostituiti da T, T, oppure da Ty, 7,;.
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6. — Dimostrazione del Teorema A.

(a) Bia S= (T, 4)e S, 1a data superficie. Sia @ c B, un cubo chiuso
contenente nel suo interno linsieme [S8]. Possiamo allora supporre che anche
tutte le superficie S, siano contenute nell'interno di @, ciot [8], [8,].c@

" Da 8], [8.] €@ segue anche [S] [8,]c QK, ove P’insieme QK é ora com-
patto. Trascureremo completamente i valori assunti dalle funzioni f,, f,, f,
fuori di @. Conviene invece estendere la definizione delle funzioni iy foy 1a
all’intero cubo @ (anziché soltanto in QIK), cid che pud farsi senza difficolts
mediante un teorema di BE. J. McSHANE [1] [efr., per il medesimo artificio,
L. Cesari, 4]. Abbiamo ora il vantaggio di poter approssimare ciascuna, super-
ficie continua 8, mediante superficie poliedriche in modo che Pintegrale & (S)
¢ definito anche su tali superficie poliedriche. ‘

Osserviamo ora che basterdy dimostrare il Teorema A per superficie polie-
driche S,. Per ogni n sia infatti [, (h=1,2, 3,...}] una successione .di
superficie poliedriche X,, € &, con X, — Suy a(2,) — L(8S,) al tendere all’in-
finito di 7. Pertanto se 2w = (T, 4), 8, = (T, 4), supporremo d,, =
= d(L1, Ty, A) -0, a(Zm) = L(8,) quando h — oo, a(2y;) << L(S,)+1. In
virta di (2, 2) abbiamo § () = F(S,) al tendere allinfinito di h. In con-
seguenza, per ogni n, possiamo determinare un intero  — h(n) tale che
A <7l | F(Z,,) — F(8.)| <m* Pertanto d(T,,, T, A< ATy, T,, A) +
+ AT, T, A)<n14d,, ALy Ty A)=0, a(X,,) < M1 e quindi F(X,,) -
—&(8) e finalmente anche F(8,) — F(8). Basta dunque che dimostriamo il
Teorema A per superficie S, e S, poliedriche; inoltre basterd che dimostriamo
il Teorema A per il solo integrale & (8)= (8) f fats dudw, dato che un’analoga,
dimostrazione vale per gli integrali che si ottengono ruotando gli indici 1, 2, 3
e la proposizione definitiva segue allora per addizione.

(b) Poniamo I'= lim inf F(8,), U= lim sup ¢(8,) al tendere all’infinito
di n. Sia [#] una successione di interi n tali che #(8,) =1 al tendere allin-
finito di » con ne[n].

Sia &> 0 un numero arbitrario. Essendo f, limitata e uniformemente con-
tinua in @, esiste una costante M > 0 tale che [7:(p) |<< M per ogni p €K, e
potremo assumere M abbastanza grande affinche sia pure e<< M, 1< M R
a(8,) << M per ogni n. Inoltre, posto & = (6M) ¢, esiste un 6 > 0 tale che
[13() —fs(p') |< & per ogni coppia di punti P, p'€Q, |p—p'|<26. Suppo-
niamo che [a] contenga soltanto valori di # abbastanza  grandi affinché
dy=d(T,, T, 4)< 6. ‘ ‘

In virtd della (2) e dell’osservazione della fine del n. 4, esiste un numere
0> 0 tale che per ogni sistema finito 1)’ di poligoni semplici, chiusi e non
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sovrapposti g ¢ 4 con indici d, m,, ps << o risulta

(3) [ zfa u(q, T (S){< &1y
aED’

ove p = T(w) & 'immagine di un punto qualsiasi w € ¢ per ogni g € D'. Pos-

siamo anche supporre ¢ < 9, o < &.

Applichiamo ora il risultato del n. 5 ove ¢ sostituisce &. Esiste pertanto
una successione [#]; c[#]" di interi » e, per ogni n €[n],, una suddivisione
D = Dy+D;+...+D, di 4 in poligoni semplici ¢ tali che:

(I;) diam 7(g) < o per ogni g € D,, diam T(3“'¢) < o per ognij==1, 2, 3,..., N;
(L) |M;l<o ove My=Ty>O¢*) C Ey;

1) U, ) — Sulg, T) <o, 3,3"ulg T)|<o;

L) 2O ulg, Thw)—ulg, Ts)|<< o per ogni n e[nl;;

L) 2,127u(g, Tw)i<o per ogni me[nl;.

Da ({1,), (1:); (1) segue che il sistema D, di poligoni semplici ¢ ha indice d
rispetto a (7T, 4) e indici my, y, rispetto a (T, A), che sono tutti minori di ¢
cioé d<< g, my<< o, u3<< o e anche d < d. Da (3) abbiamo

(4) ! 2 fs u(% Ty) — (S)l< & -

aED,

Per ogni n €[n]; esiste poi un numero o, tale che per ogni sistema D} di
poligoni semplici 7 il cui indice d, rispetto a (T, 4) e i cui indici M3, finy
rispetto a (T,;, 4) sono tutti < o,, risulta

() | 2 fp®ulr, Th) — F (8 [< &,

.'IEED:l

ove p¥*= T'(w*) & Pimmagine di un punto w*exn per ogni = € D*. Come si
¢ osservato nel n. 3 abbiamo che gli indici m, m, sono sempre zero per super-
ficie poliedriche. Di pitt dall’osservazione alla fine dello stesso numero e sempre
per superficie poliedriche, abbiamo che gli indici d, x di un qualsiasi sistema D’
decrescono (o0 almeno non crescono) per ulteriore suddivisione dei poligoni
di D'. Pertanto da un qualunque sistema' D} possiamo sempre ottenerne un
altro, che diciamo ancora D*, tale che ogni poligono ge D & la somma di

n?

poligoni 7 € D). Supporremo di aver fissato per ogni n un sistema D} sif-
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fatto. Dal n. 3 abbiamo

(6) (g, Ts) = 3 u(m, T'5) per ogni geD.
7Cq

..Per._ogni.poligono..q.€.Dy.-abbiamo-ora

4(q) = z fa(*)u(m, Thy) ”“fa@;)u((b I;) = z[fs(pk) mf3(.[;)]u(7b, T.s) +

aCa nCa

+ 7l P)[z w7ty Tog) — u(gy Thg)] = fa(p)[“ (¢, Ts) — ulq, Ts)],

nCa

(_(l)! < z lfa(p*) - fa(@)! |u(757 Tns” + Hs(?)l [Z w(7ry, Tg) — (g, ns” +

aCaq aCe
‘*‘ !fs(;)l Iu(% Tna)_‘ u((b Ta)] .
Poiche
p* = T, (w*) e QK , EZT({‘)—)EQ‘K; w*a@_UEQ7
diam T(q) < d<< 8, d,< 9,

risulta
|p*— B <| Tu(w*) — Tw*) | + | T(w*) — 1) |< & + 6 < 25,

e pertanto |f;(p*) — f,(p)|<< &. D’altra parte |fs(p)|< M e in virth della (6)
abbiamo

("N IA(Q)!<£IE|'“-757 118’+0+MI’U'Q7 nz)_'u(Q)Ts)ly
nCa

per ogni q € D,.
Per ogni j=1,2,3,..,, N, abbiamo ora, indicando con Py €Q un qual-
siasi punto dell’insieme T'(}?7¢) = >“T(q)

4; = z [z fa@*)ulzm, Thy) — f(p)u (¢, T J - Z [f:(p*) — fa(po)Ju(z, Trs) +

a€D; nCa e€n; aCaq
+ fa(po) z [Z w(mwy, T'ng) — ulg, na] + Z[fa (Do) "‘fa ]u(% ) +
en; aCa aED;

-+ 13(po) z (g, Trg) — f5(p0) z u(g, 1) ,

«©CD; (S
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e quindi

}A }\Z Zlfa(?’y)—fs(po)l ]u(ﬂ7 713 _l_“':} Po ! Zl Z’M JZ, na ({l; Tna)]—i‘
a€ED; nla a€n; aCa
+E§:U3po “‘fa Hu(b i+lf3po ng% T.s) !"}“If:s(po Ig!u(% ]

Come sopra abbiamo

p¥ = T,(w*), —17 = T(&;) y W we qu ’ 57 Po € T(Zm Q) ’
diam T(3" )< o<, d, <6
e quindi

IP*MpoI<ITn(w*)~—T(W*)l +1T(20*)—p0|<dn -+ 5<26) !5"pol<67

e pertanto Ifa(p*)—fs(po)[< &1y Ha(ﬁ)_fa(po)]< &. D’altra parte |fa(po)l<2l/[
e, in virth anche della (6), abbiamo

(8) |Ai<e D 2 |ulm Tu)| -+ 0+ & 3 |ulg, To)| +

«ED; 7Ca «€n;
+ M| > ulg Te)|+ M Y ulg, Ty, (G=1,2,3,..,N).
Si ha ora N i
F(8:) —F(8) = [F(8.) — g*fs(f)*)u(ﬂy Tw)] +[—=F ) + 2 fulp)ulg, To)] +
*Zmpéﬁwlwbnd fs(p)ulg, Ts)] +

+ z E‘“[E fa(p*)ulm, Thy) — fs(’ﬁ)u((b Ta)] s

nCae

ove X 3 denotano somme estese a tutti i ¢ € D, ¢ € D, (j=1, 2, 3,..., N),
rispettivamente. In virti delle (4) e (5) e delle definizioni di A(q) e 4, ab-
biamo anche

|7 (8.) —F(9)|< 81+81+2‘°’M M+ 2,14,1
Dalle (7) e (8) si ha

|F(8:) —F ()< 26 + & X+ 3, 29) X |ulm, Tg)| +

ala

+ M Z(O) [u(q, T) — 7{’/(‘17 ] =+
+ (M + &) 3, 39 ulg, Ts)| -+ ME{Z"’M Tog) | =
»—u81+81+82+83+84?
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e inoltre

=& X |, Tu) | < e U4, Thg) < 6,U(4, T,) = 5,L(A, T,) —

aCo}

= & L(8,). = &a(S,) < &l

In virth di (1,) si ha poi s, < Mg < Me; in virth di (1) si ha s, < (M +¢&)o <
< (M +¢&)e;, e finalmente, in virth di (I5), s4<< Mo < Me,. Pertanto

[F(8,) — F(9)|<2¢ + Mg, + (M + &)e; + Me, < 6Me, = ¢

per tutti gli » €[n],. Poiche F(8,) — I’ al tendere all’infinito di » con » e [»]:,
abbiamo |I'— ¢ (8)|< & e quindi I'—= F(S) essendo ¢ arbitrario. Nello stesso
modo si prova che I"= ¢(S) e quindi da I'= "= F(8) segue lim & (8,) = F(8)
al tendere all'infinito di » con n = 1,2, 3,...

Il Teorema A & cosi dimostrato.

7. — Volume V{(S) racchinso da una superficie orientata e chiusa.

Sia K Yintero spazio E, e sia h=wa fi=19, fy==2 Allora S, € la classe
di tutte le superficie continue, orientate e chiuse in E; di area finita secondo
LEBESGUE e gli integrali (S) f wty du dw, (S) f yt,dudv, (S) f 2, dudy sono defi-
niti per ogni superficie S € S,. Dimostriamo 1a seguente proposizione:

(7,1). Per ogni superficie S €S, si ha
V(8) = (8) fa:tl dudy = (8) fyt2 dudv = (8) J'zt3 dudp .

Sia infatti [8,] una successione di superficie poliedriche chiuse S, tali che -
8, =8, a(8,) — L(8). Poiché la relazione scritta sopra & ben nota per le super-
fieie poliedriche chiuse 8., la stessa relazione vale anche per § come segue
immediatamente da (2, 2) al tendere all’infinito di n.

Per ogni superficie S €S, denoteremo con V (8) il comune valore (Z0)
dei tre integrali scritti sopra (volume racchiuso dalla superficie orientata e
chiusa S). In forza di (2, 3), ogni ‘qualvolta Parea L(S) della superficie
S=(T, 4)e S, & data dall’integrale classico

L(8) = (4) [ (J} + J2 + Tt dudv,
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allora V(S) ¢ dato dagli integrali di LEBESGUE
V(8) = (4) fa:Jldud-v = (4) f;?/szudv = (4) fzJadu do .

(7, 2). Per ogni_superficie S €8, e per_ogni_successione [S,] di superficie

8,e8, con 8, — 8, L(8,) << M, (M costante finita), risulta V(8,) — V(8).

B una conseguenza del Teorema A.
Dimostriamo infine la seguente proprietd isoperimetrica del volume V(S).

(7, 3). Per ogni superficie S €8, st ha
V2(8) < (367)~1L3(S) .

Infatti se [S,] & una successione di superficie poliedriche chiuse §, con
8, =8, a(S,) = L(S), allora la relazione V2(8,) < (36x)'a*(S,) & ben nota.
Dlaltra parte, da L(S)<<-+oco, segue L(S,)< M per qualche M finito, e
quindi, da (7, 2), si ha V(S,) — V(8), mentre per ipotesi si ha «(S,) = L(8S).
Pertanto al tendere di » all’infinito si trova la relazione cercata per S.

Osservazione 1. Le conclusioni del Teorema A e di (7,2) possono
cadere in difetto se la condizione L(S,)<< M & soppressa, come mostra il se-
guente esempio. Sia § la superficie S € S, ridotta al punto (0, 0, 0) = 0, sia
8., € S, la superficie sferica di centro O e raggio n~! contata n® volte in senso
positivo. Allora 8, — 8, V(S)=10, V(8,) = 4xn/3, mentre L(S,) = 4nn,
(n=1,2,3,..). Se 8, & la stessa superficie sferica contata n* volte in senso
negativo allora V(S,) = — 4x/3, (n =1, 2, 3,...). Tutto cid mostra che V(S)
non & neppure semicontinuo nella classe di tutte le superficie S € S,. [Cfr. per
un analogo esempio E. J. McSHANE, 1).

Osservazione 2. Il volume, diciamo V,(S), definito da T. RaD6 [1]
per superficie S € &,, e il volume V,(8) definito da J. W. T. Younas [1] hanno
proprietd alquanto diverse dalle proprietd del volume V(S) definito sopra.
Anzitutto si ha V,(8) > 0, Vy(S)> 0 per ogni superficie S, e V;(8), V(S) non dipen-
dono dall’orientamento di 8 (la proprieta isoperimetrica (7.3) vale per entrambi
i volumi V,(8), V.(8)) [T. RADO, 1; J. W. T. Younas, 1]. Inoltre se £,
8,€8, (r=1,238,.), allora: (1) 8, — 8§ implica che V,(S) <lim V,(8,)
[T. Rap6, 1]; (2) 8, =8, L(S,) = L(S), |[S]|==0 implicano Vg(8) =
= lim V,(8,) [R. G. HriseL, 1]; (3) la conclusione in (2) pud cadere in
difetto se la condizione |[S]|= 0 & soppressa [R. G. HELSEL, 2].
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