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LaMBERTO CESARI (%)

- Teoremi di approssimazione per superficie. (**)

In precedenti ricerche sull’area delle superficie [3, (A), IV, VII; vedasi anche
3, (a); 3, (¢)] (1), sulla trasformazione degli integrali doppi[38, (A), VIII; vedasi
anche 3, (d)], e sugli integrali sopra una superficie in calcolo delle variazioni
18, (e), (), (g), (h); vedasi anche 3, (A)], ho fatto uso diwun tipo di teoremi
che ho chiamato teoremi di approssimazione. Alcuni di questi teoremi hanno
una forma particolarmente semplice la quale mostra che Parea di una super-
ficie continua in forma parametrica pud essere calcolata mediante operazioni
di passaggio al limite [3, (A), VII]. Tali teoremi, che sono richiamati nei
nn. 5, 6, sono usati ad esempio in [3, (A), VII] allo scopo di dimostrare I’iden-
titd delle definizioni di area di LEBESGUE, PEANO e GEOCZE.

Nel presente lavoro, dopo aver richiamato alcuni di questi teoremi,
dimostro un nuovo teorema di approssimazione (n. 9). Tale teorema sara
usato da V. E. BowoxNcini [1] in questioni rignardanti la continuita degli
integrali lineari del calcolo delle variazioni sopra superficie chiuse.

1. — Proprieta dell’indice topologico [cfr. 3, (A), TII].

Per comodita del lettore richiamo varie notazioni e teoremi. Sia E, il piano
euclideo dei punti p = (#,%) e denotiamo con |[p—p’|, {I,I'} le distanze
di due punti p, p'e E,, o di due insiemi I, I'c E,; onde {p; I} denota la di-
stanza di un punto p € E, dall'insieme I C B,. Sia |I| la misura esterna di

(*) Professore o. della Universitd di Bologna. Indirizzo: Via Castiglione 1, Bo-
logna (Italia).
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(1) I numeri in neretto e parentesi quadra richiamano la Bibliografia alla fine
del lavoro.
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un insieme I C F, e pertanto |I| ¢ la misura di LEBESGUE se I & misurabile.
Diciamo I,, ¢ > 0, l'insieme di tutti i punti p € B, con {p, I} << ¢ (intorno
di raggio ¢ di I in K,). Pertanto 1,51 e, se I & chiuso e limitato, e percid
compatto, si ha I,~1I, |I,|—|I| al tendere di ¢ a zero.

Sia. C: (T,J):p=1T(), teJ=[0<t<1], una curva continua _chiusa.

segmento J=1[0,1], ove 0 ed 1 sono identificati e un senso positivo & scelto
in [0, 1], diciamo quello corrispondente a ¢ crescente (dunque J & topologi-
camente equivalente ad una circonferenza orientata). Denotiamo con [C]
Pinsieme compatto dei punti p € B, ricoperti da €, con 1(C), 0 < I(C) < +oo,
la lunghezza secondo JOrRDAN della curva C, e con | C, ¢ la distanza secondo
Fritcmer di due curve continue chiuse orientate C, ¢’ in H,.

Supponiamo che il piano E, sia orientato e che un verso positivo sia stato
scelto per le rotazioni su F,, ad esempio quello antiorario. Sia. O(p; C)Z ¢
Pindice topologico della curva C rispetto al punto p € B, [3, (A), III] (per
definizione O(p; C) =0 per ogni p €[(]). Allora O(p; C), p € E,, pensata come
una funzione di p in X, ¢ nulla fuori di ogni cerchio o ricoprente [C] ed &
misurabile secondo BOREL in F,. Pertanto esiste (finito, oppure --oo) inte-
grale di LEBESGUE ‘

v[O]:(Ez)u‘-IO(pia)L 0<r<< o0,

Qualora O(p; 0) sia anche integrabile secondo LEBESGUE, allora 0 <Cv <+ oo,
ed esiste pure l’integrale

WC]=(B) [ O(p; C), wZ0, |ul<o.

Ricordiamo le seguenti proposizioni:

(11). Se U0)< +oo, allora [[C]|=10, e O(p; C), pec B, & integrabile
(secondo LEBESGUE) in Z, [ecfr. 8, (A), (8.8,1)].

(L.2). Per ogni punto peH, con {p,[Cl}>|C, C'| risulta pe B, —
— ([C1+[C]) e O(p; 0) = O(p; C') [3, (A), (8.3,1)].

(1.3). Se ||C,, C|]—0 al tendere allinfinito di =, allora O(p; C) =
=lim O(p; C.) per ogni pe B,—[0]; |O(p; O)|<lim |O(p; C,)! per ogni p € By;

(1.4). Se |C,, C|— 0 al tendere all’infinito di n e (C,) << M (M costante),
allora |[[C]|=][C,]|=10 per ogni n, O(p; C)=1lim O(p; C,) quasi ovunque
in By; o[ C]=1lim¢[0,], 4[C]=1im 4[C,] al tendere all’infinito di n, e le fun-
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zioni O(p; C,) soddisfano la condizione di completa integrabilith di ViTarLz
[3, (A), (8.8, V)]

(1.5). Se |04, C|—0 al tendere all’infinito di n, se O(p; C), O(p; C,) sono
integrabili (secondo LEBESGUE) in B, e se lim «[C,] = u[C]+1, 1= 0, allora

~ lim o 0,] > o[C]+ || quando n—>oo [3, (A), (8.7,ii)].

(1.6). Se 7 & un poligono semplice e D una suddivisione finita di = in
poligoni semplici ¢, se H==zm*+ 3 ¢* ove > denota una qualsiasi somma
estesa a tutti i poligoni ¢ € D, se (T, H) & una qualsiasi trasformazione con-
tinua di H nel piano F, dei punti p = (z, y), se C, ¢ sono le curve continue
chiuse e orientate C: (T, n*), ¢! (T, ¢*) per ogni ge D, allora O(p; () =
= 2 O(p; ¢) per ogni punto p € B,— T(H) [8, (A), (8.6,1)].

Ricordiamo infine il ben noto teorema di HILBERT:

(1.7). Se C,, (n=12,3,...), & una qualsiasi successione di curve con-
tinue, con I(C,) < M (M costante) e tutte contenute in un insieme compatto
K c B, allora esiste in K una curva ¢ di accumulazione, cioé si pud debermi-
nare una successione [n] di interi tali che [C,, C|— 0, quando n — co con
ne[n] [efr. 6, I, p. 87].

2. — Notazioni [cfr. 3, (A), I1].

Siano F, il piano euclideo orientato dei punti w = (,?), B, lo spazio
euclideo dei punti p = (#, ¥, 2) ed By, By, Fy i piani coordinati yz, zz, zy
di B, con le consuete convenzioni circa l'orientamento (sinistrorso). Indichiamo
con |w—w'|, |p—p'| le distanze euclidee dei punti w, w' € By, p, p’ € By,
e sia 4 il quadrato unitd 4 = [0 <w, v<<1] del piano F,. Dato un insieme
M c B, [ M c B,], denoteremo con M*, M, M° rispettivamente la frontiera di M,
la chiusura di M e il sottoinsieme dei punti interni di M. Dati due insiemi M
e N, M aperto in N, N chiuso, M c N c B, [c E;], denoteremo con F(M)=
=M — M= M*— MM* la frontiera di M in N. o

Sia (T, A): p = T(w), we A, una qualsiasi trasformazione continua di 4
in B,. Pertanto (I, A) determina una superficie continua 8§ di FRECHET
e (T, A) & una rappresentazione di 8. Per semplicitd useremo la mnotazione
S = (T, 4), o, piu esplicitamente,

8= (T 4): z=uow), y=yw), z=zw), wecd.

Denoteremo . con [S] = T(A) DVinsieme dei punti occupati da S in F,.
Diremo che § & una superficie poliedrica se esiste una rappresentazione di 8,
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diciamo (7', 4), che ¢ continua in 4 e lineare in ciagcun triangolo ¢ di una
conveniente suddivisione finita D di A in triangoli ¢, (cioé o, %, 2 sono fun-
zioni lineari di # e » in ciascun triangold t e D). Diremo «(8) = a(T, 4) Parea
elementare di una superficie poliedrica S; con L(S) = L(4, 7) indichiamo
Parea di LEBESGUE di una qualsiasi superficie continua S = (T, 4) [3, (A)].

—Pertanto-a(8)-=-L(8)-per-ogni-superficie-poliedrica.-Diremo-—-che-8-0--0rien-— mmmm

tata se un verso positivo (diciamo antiorario) per le rotazioni & stato scelto
nel piano F,; diremo che 8 & chiusa se I & costante sulla periferia A* di A
(e i punti di 4* sono identificati). Date due trasformazioni continue S=(7, 4),
8= (T", A), poniamo d = d(T, 1", A) = max|T(w)— T'(w)| per tutti i punti
we d. Pertanto se S=(T,4), S,=(T,, 4), n=1, 2,..., sono date trasfor-
mazioni biane continue (superficie continue), con S, —> § intenderemo sem-
plicemente che d, = d(T,, T, 4) —0, cio¢ T,=> T al tendere all’infinito di n.

3. — [Cfr. 8, (A), III, IV]. Data una trasformazione continua (7, A) di 4
in E,, diciamo (T,, 4), » = 1, 2, 3, le trasformazioni piane proiezioni di (T, 4)
sui piani coordinati B, di FH,;. Sia ¢c 4 un qualsiasi poligono semplice e
chiuso, sia ¢* la periferia di ¢ (orientata in senso antiorario), siano C: (7, ¢%),
C.: (T., q%), r=1,2, 3, le curve continue chiuse, orientate, immagini di ¢*
rispetto a T, T, siano [C]c B, [C,]C By, r=1,2,3, gli insiemi compatti
dei punti occupati dalle curve C, C,, e siano O{p; C,), p € B,,, gli indici topo-
logici delle curve C,, r=1, 2, 3 (considerati come funzioni di p in H,, e nulli
in [C,]). Ciascuna funzione O(p; C,) ¢ misurabile secondo BOREL e pertanto
esistono (finiti 0 +oo) i seguenti integrali di LEBESGUE:

v, =0(g, T) = (Eer)ﬂo(pi Or)lI y (r=1,2,38); v(g, T)= (vi_l‘?)g_f_vi)%} 0.

Di pit, se L(d4, T) <<+ oo, allora le funzioni O(p; C,) sono tutte integrabili
secondo LEBESGUE e quindi anche i numeri seguenti esistono

w, = (g, Ty) = (Bar) J Op; C;), (r=1,2,3); ulg, T)= (ui +u?_,+u§)*> 0,
e si ha .
|u, | <u, 0<v,<v, |u|<v, O<u<v<+oo.

Se D denota un qualsiasi sistema finito di poligoni semplici chiusi e non so-
vrapposti ¢ c 4, poniamo

V4, T,)= Sup Z v(g, Ir), (r=1,2,3); V(4, T) = Sup z v(g, 1),

D aED D eED
e, se L(4, T) <<+ oo, anche
U4, Tr)ZSuPZ Iu(q’ TT)E y (r=1,2,3); U(A, T)zsupzu(Q1 .

D e D D aED
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Inoltre, per ogni punto p e H,,, poniamo

Np; T, Ay==8up > [0(p; C.)], (r=1,2,3).

n eED

Le funzioni N(p; T,, 4) sono non negative, inferiormente semicontinue in H,,

;5o LAy Ty <<= oo, ~ancheintegrabili-—(secondo —~ LEBESGUE)—in—Hs
[3, (A), (12.1), (12.8,ii) e (9.1)]. Porremo inoltre

WA, T,) = (By,) [ N(p; T, 4) .

Vale il seguente teorema:

(3.1). Per ogni trasformazione continua (T, 4) si ha V(4, T) = L(4, T),
W, T,) =V(4, T,) = L4, T,), r=1,2,3), e, se L4, T)<< 4 co, si ha
anche U(4, T) = LA, T), U4, T,) = L4, T,), (r=1,2,3)[8, (A), (12.8,1i),
(12.9, iii)].

Tutte le precedenti considerazioni e, in particolare, il teorema (3.1) val-
gono anche se 4 ¢ una qualsiasi regione poligonale R, o una regione chiusa
di JorDAN di connessione finita, o qualsiasi somma M finita di regioni I o
di JomrDAN, disgiunte, o qualsiasi insieme aperto in B,, o qualsiasi insieme
aperto in un insieme M, ecc.. Per dettagli su tali estensioni si veda [3, (A)].
Ricordiamo in proposito il seguente teorema:

(3.2). Se H & un qualsiasi insieme chiuso H c 4, se {«} indica la collezione
numerabile dei componenti o dell’insieme A-— H aperto in 4, allora
LA, T)>LA—H, T) =Y L(a, T), ove la somma_ 3 ¢& estesa a tutti gl
ac{a} e, se |T(H)|=0, (r=1,2,3), allora I(4, T)=LA—H, T)= 3 L, T)
[3, (A), (21.4,1)].

Per ogni poligono semplice 7 ¢ 4 e ogni suddivisione finita D di 7 in poli-
goni semplici ¢, diciamo C,: (L., =*), ¢: (T,, ¢*), r=1,2,3, le curve con-
tinue chiuse immagini delle poligonali semplici =*, ¢* (¢e D). Diciamo >
ogni somma estesa a tutti i poligoni geD e sia M, l‘insieme compatto
M, =3 T(q*) = T,(3 ¢*) cB,. Allora, da (1.6), si ha O(p; 0,) = 3 O(p; <)
per ogni punto p € B,,— M,, r=1,2,3. In particolare per ogni trasforma-
zione poliedrica 8 = (T, A) ¢li insiemi M, hanno misura nulla in F,,, e quindi
le relazioni O(p; C,) = > O(p; ¢), |0(p; C,)|< > |0(; ¢)| valgono quasi
dappertutto in E,,. Per integrazione in EZ, si ricava allora w(x, T,) =
= z u(g; T+, I’lt(ﬂ, Tr){< z]u(% Tr)!y v, Tr) < z o(g, Tp)y, r=1, 2 3.
Si dimostra facilmente che si ha anche w(z, T) < > u(g, T), v(#, T) < > v(g, T
per ogni suddivisione D di A e ogni trasformazione poliedrica (I, 4). Ricor-
diamo ancora che un insieme XK ¢ F, (0 in ogni E,), si dice un continuo se com-
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patto e connesso (cio¢ chiuso, limitato e concatenato). Data una successione I,,
n=1,2,..., di insiemi I, contenuti in un dato insieme compatto K c B, di-
remo I'= liminf I, [I"= lim sup I,] V'insieme I’ [I"] di tutti i punti p e B,
che hanno la seguente proprieta: per ogni intorno U di p si ha UI, = 0 per
tutti gli » abbastanza grandi [per infiniti valori dell’indice n] [efr. 7, p. 10].

Pertanto. I'c I"c. K.c.B,.-Vale-la- seguente-p roposizione:

(3.3). Se gli insiemi I, contenuti nell’insieme compatto K sono continui
e I's¢ 0, allora I" & un continuo.

4. — [Cfr. 8, (A), (9.15)]. Sia (7, 4) una trasformazione continua di 4 in
By con L(4, T) << + co. Sia Rc A una regione poligonale chiusa R = r,—
— (A7), 0ve 7y, 11y, 7, 0 <p < 4-co, S0D0O poligoni semplici, (#,)° > 7;,
r.7;=0, ({,j=1,2,.., 7). Indichiamo R con Ia notazione pitt semplice
= (ro; 715--., ) € la frontiera di B con R*= (1, r¥, ..., 7*). Siano C,=(T,r}),
Cor=(T,,r}), r=1,2,3; 1=0,1,...,7),1e curve continue orientate e chiuse immagini
di ] rispetto a T e T, ove r* & orientata in senso antiorario e vy, (=1, 2,..., »)
in senso orario. SiaM, c F, insieme compatto M, = Y*[C,], ove >* de-
nota una qualsiasi somma estesa a tutti i valori di 1=0, 1, 2,..., v, ossia a tutti
i componenti »f di R* Diciamo o(p; B, T,), peE,, la funzione cosl defi-
nita: @(p; B, T,) =0 se pe M,, ¢@; B, T;) = 3* O(p; C,) se pe By — M,.
La funzione ¢ & misurabile secondo BOREL in E,, e, essendo L(4, T) << -+ oo,
anche ZL-integrabile in H,.. Pertanto sono finiti i numeri seguenti :

Usep = (R, T,) = (By) [ @(p; R, T,),  (r=1,2,3),
Uy = Uy (R, T) = (U}, + ulp+ u3,) > 0;
Vs = 04 (By T)) = (By) [ |@(p; R, T,)|, (r=1,2,3),

Ve = V4 (R, T) = (1’?;:1_%_ 7’22 -+ 'U‘;,::s)%> 0,
e si ha ’
[ | <y 0 < vg, <oy, [ser | < 04, 0 <oy <oy .

Di pitt i numeri vy, v, esistono (finiti o +o0) anche se L(4d, 7) = + oo.
Se »=10 le funzioni w.,, ., v4,, v, si riducono alle funzioni Upy Uy Vpy P
del n. 3. :

Se D denota un qualsiasi sistema finito di regioni poligonali chiuse e non

sovrapposte R c.A, poniamo
U-k(A: T;) = Sup z tu#:(Ry Tr)i y (r=1,2,3) H Uu(4, T) = SUP ZuY(RJ 1),
D RED D RED

Vild, I;) = Sup 0. (B, T0),  (r=1,2,3); Vi(d, T)=Sup Yo, (R, T),

D RED D RED
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¢, per ogni punto pekl,,, anche

AT‘»!:(Z)QTMA):SHPE|(7)(?§R7 T)]’ (r=1,2,3).

D RED

Le funzioni N.(p; 4, T,), p € B,, sono non negative, inferiormente semi-

continue in E,, e, essendo L(4, T) << + oo, anche integrabili secondo L-
BESGUE. Poniamo

Wald, T)) = (B,) [ Nu(p; 4, T,) .
Ovviamente 1‘isu1ta‘
U4, T,) < Uy(4, T, V4, T,) < Vy(4, T)) ,
WA, T,)<Wu(4,T,), Np;4,T,)<N.p; 4, T)

per ogni p € By, (r=1, 2, 3), e anche U(4, T) < Uy(4, T), V(4, T) < V.(4, T).
Tuttavia il seguente risultato & ben noto [efr. 3, (A), (12.15,iv e v)]:

(4.1). Per ogni trasformazione continua (7, 4) si ha N(p; T, 4) =
= N.(p; T,, A) per tutti i punti p € E,, ad eccezione al piu di un insieme
numerabile, e inoltre W(4, T,)=V.(4, T.)=L(4, T)=W.(4, T,)=V (4, T,),
(r=1,2,3); Vo4, T)=L(4, T)= V(4, T). Finalmente, se L(4, T) < + oo,
si ha pure V.(4,T,)=L4,T)=VA4,T,), r=1,23); U, 4,T)=
= L4, T)= U4, T).

Come nel n. 3 valgono le stesse estensioni al caso in cui A & una regione
‘poligonale chiusa o una regione di JORDAN chiusa, semplice 0 no, o un insieme
aperto.

Per ogni regione poligonale wcC A e ogni suddivisione finita D di xin
regioni poligonali ¢, diciamo D ogni somma estesa a tutte le regioni ¢ e D,
e M, linsieme compatto M, = > T,(¢*) = T.(3, ¢¥) C By, (r = 1, 2, 3). Allora,
da (1.6) e dalla definizione della funzione ¢ si ha facilmente @(p; m, T,) =
= > o(p; q, T,) per ogni punto p € B,,— M., (r =1, 2, 3). In particolare per
ogni trasformazione poliedrica (T, 4) si ha |M,|=0, (r =1, 2, 3), e le rela-
zioni ¢(p; =, T;) = Z(P(pE a0 1), |‘P(P§ Ty TT)1< Zi‘P(ZH q Tr)l valgono quasi
dappertutto. Per integrazione in F, si ha pertanto u,(x, T,) = > ug (g, T,
L (7, T) | < Dl us (g, )|y vulomy Tp) < 2 0i(gy Ty (r =1, 2, 3). Avremo occa-
sione di applicare la prima di queste relazioni (n. 15). Anche qui, come nel
n. 3, siha wu,(w, T) < 3 g (q, T), vs(om, T) < D v4(q, T) per ogni D e per ogni
trasformazione poliedrica (7', 4).



262 " L. CESARI

5. — Indici d, m, ¢ e richiamo di un primo teorema di approssimazione.

Sia (7, 4) una trasformazione continua di 4 in E,. Sia D = D'+ D"
una suddivisione finita del quadrato 4 in poligoni semplici ¢ € D’ e in regioni

T poligonali B'e D', R="{ry, 4, ..., 7,). Poniamo ora d = max diam [ T(q), T(R)]
per tutti i ge D', ReD"; diciamo >’ ogni somma estesa a tutti i poligoni
€D’ che sono completamente interni ad A4, cioé gc A°; diciamo >" ogni
somma estesa a tutte le regioni poligonali R e D’ e, per ogni R e D", diciamo
2% qualsiasi somma estesa a tutti i componenti ri, (=0, 1, ..., v), della fron-
tiera R*= (rf,»", ...,#¥) di R. Sia M,c E, Dinsieme M, — > TgF) =
= T.(3'¢") ¢ By ; poniamo m = max |M,|, (r=1,2,3), e inoltre
o= 3’ >*diam T(r¥). Diciamo d>0, m>0, ¢ >0 gli indici della suddi-
visione D = D'+ D" di A. Valgono i seguenti teoremi di approssimazione:

(5.1). Per ogni trasformazione continua (7, 4) e per ogni &> 0 arbi-
trario, esistono suddivisioni D = D'+ D" di A aventi indici d, m, o<<¢
[3, (4), (211, 1)].

(5.2). Se (T, A) ¢ una qualsiasi trasformazione continua e D,=D, + D,': ,
n =1, 2, ..., una successione di suddivisioni di 4 aventi indici dyy My, a,, -0
al tendere all’infinito di n, allora

lim 3> 0(q, T)=V(4,T), lim Y oq, T,)=V(4,T,), @r=1,2,3),

n—>co N30

e, se Z(A, T) < -+ oo, si ha anche

lim ¥ u(g, T)= U4, T), lim 2 g, T,)| =04, T,), (r=1,23),

[3, (A), (21.2,1), (21.3,1)].

Qualora |T,(4%)|=0, (r=1, 2, 3), allora nella definizione degli insiemi M,
la somma >’ pud essere estesa a tutti i poligoni g€ D’ (e non solo a quelli
con ¢ c A°) e il teorema (5.1) vale ancora. Se |T,(4%)|= 0 solo per un qualche
valore di r, (r=1, 2, 3), allora analoghe modificazioni alla definizione di M,
possono farsi per gli stessi valori di » e il teorema (5.1) vale ancora. Nel teo—
rema (5.2) si pud sempre estendere >’ a tutti i poligoni ¢ e D, . v

Teoremi analoghi a (5.2), che non occorrono nel presente studio, valgono
circa la approssimazione della funzione N(p; 7,, 4) [vedi 3, (A), anche per
altre funzioni N+, N-, n analoghe alla N]. Ricordiamo invece il seguente
lemma (5.3), di natura piu elementare, che ci occorre nel seguito.
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Sia I(4, T) < co. Sia D un qualunque sistema finito di poligoni, semplici,
non sovrapposti, gc 4 e sia u, la differenza, non negativa, u, = U4, T,)—
— Slulg, T.)], ove > denota ogni somma estesa a tutti i poligoni ¢ € D. Sia (',
la curva continua C,: (T,, A*) e, per ogni ¢ € D, sia ¢, la cwrva ¢, (T, ¢¥).

(5.3). Bsiste un insieme B, C B,,, misarabile secondo BOREL, tale che
|B,|<u,eOp; C,) = > O(p; ¢) per ogni punto p € By, — (€] -+ [B.D), [3, (A),
(12.12, 1), (12.13,1)].

6. — Indici d.., m, e relativi teoremi di approssimazione.

Sia ancora (T, 4) una qualsiasi trasformazione di 4 in E; e sia D, una
suddivisione finita di 4 in regioni poligonali (di indici 0 < v <C + o0). Deno-
tiamo con » una qualsiasi somma estesa a tutte le regioni poligonali Re D
che sono completamente interne ad 4, Rc.d% e sia M, C B, Dlinsieme
My = 3" T(R*) = T3 B*)CE,. Poniamo d, = max diam T(R) per tutti
gli Re D, e my, = max|M,,|, (r =1,2,3). Diremo dy >0, m,; >0 gli indici
della suddivisione D,. Valgono i seguenti teoremi di approssimazione [3, (A),
(21.2, Nota 2)].

(6.1). Per ogni trasformazione continua (7, 4) e per ¢>0 arbitrario,
esistono suddivisioni D, di 4 di indici dy, m, < e

(6.2). Se (T, A) & una qualsiasi trasformazione continua e Dy, =1, 2,...,
una successione di suddivisioni di 4 di indici dy,, My, — 0 al tendere all’in-
finito di n, allora

lim 3 v (R, T) = V4, T),  Nim 3'ou(R, T) = Vi(4, Ty),  (r=1,2,3),

He>e n—>00

e, se L(4, T)<+ oo, si ha anche

}ILD}Q 2 uy (B, T) == Ux(4, T, }}_)_nl 2 s (R, T) |= U4, 1)), (r=1,2,3).
Qualora |T,(4%)|=0, (r=1, 2, 3), allora nella definizione degli insiemi M,
la somma ' pud essere estesa a tutte le regioni B e D, (e non solo a quelle
con Rc A% e il teorema (6.1) vale ancora. Se |T.(A*)|= 0 solo per qualche
valore di », (r=1, 2, 3), allora analoghe modificazioni alla definizione di M,
possono farsi per gli stessi valori di » e il teorema (6.1) sussiste ancora. Nel
teorema (6.2) si pud sempre estendere »’' a tutte le regioni R € Dy,.
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Infine richiamiamo il seguente lemma analogo a (8.3) e la cui dimostra-
zione ¢ identica. Sia @ una qualunque regione poligonale e D un qualunque
sistema finito di regioni poligonali non sovrapposte Rc@cd, e sia u la
differenza non negativa u, = U, (4, T,)— X |us(R, T;)|, ove > denota ogni
somma estesa a tutte le regioni Re D.

(6.3). Esiste un insieme B,c ®, misurabile secondo BOREL tale che
[B|<p e ¢p; @, T,) = X p(p; R, T,) per ogni punto p € Hy— ([C,]-[B,]).

7. — Un secondo tipo di teoremi di approssimazione.
Ricordiamo anzitutto la seguente proposizione:

(7.1). Be (7, 4), (T., 4), (n =1, 2,...), sono trasformazioni continue qual-
sianst di 4 in E; e (T,, 4), (T, 4), (r =1, 2, 3), sono le relative trasfor-
mazioni piane, se L(4, 7)< + oo, L4, T,)<< + oo e L(4,, T) —L(4,T)
(T, T, 4) — 0 al tendere all’infinito di =, allora si ha anche L4, 1,)—
—L(4,T,), (r=1,2,3). Pertanto, tenendo presente (3.1), si ha pure
W, Ty) - WA, T,), V4, T..) > V(4, T,), r= 1, 2, 3). Inoltre le succes-
sioni di funzioni integrabili N(p; T,., 4), pe B, n=1,2,..; r=1,2,3),
soddisfano la condizione di Virarr di completa integrabilita [ecfr. 3, (A),
(9.9,1), (24.3,1), (12.11,iii e Nota)].

Vale ora il seguente teorema di approssimazione:

(7.2). Sia (7, A) una qualsiasi trasformazione continua di 4 in E; con
L4, )< +-oc0, e sia (P,, 4), (t=1,2,...), una successione di trasformazioni
poliedriche con d(P,, T, A) -0, a(P,, A) — L(4, T) al tendere all’infinito di z.
Sia D, =D, D., (n=1, 2,...), una successione di suddivisioni di A4 i cui

indici, rispetto a (7, 4), d,, m,, o, tendono a zero al tendere all’infinito di

(n. 5). Allora per ogni n esiste un altro intero t(n) tale che, qualunque sia
1 > t(n), risulta

522 Ellu(% P,) I = U4, T,) y (r=1,2,3) H l}}}:}: ZI (g, P) = U4, 1) ’

,1!1_]3; z, lu((b Py)— ulq, T;) f =0, (r=1,2,3); lim Z, {u(q’ P)—u(g, T) ] =0,

N> 2
uniformemente rispetto a > #(n).

Le relazioni relative alle trasformazioni piane P,, (r=1,2, 3), sono state
dimostrate in [8, (A), (22.1,ii)]; le relazioni relative alle trasformazioni P,
seguono dal fatto che >’ u(¢q, T) — U(4, T) al tendere all’infinito di n (5.2)
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«¢ dalle seguenti ovvie diseguaglianze:

z’ I (g, Pe)—u(g, T) [ == z/ “:z, w*(¢, Plr)]é—' [E, u*(q, TT):FI<
<3, >'ulg, Pw)—ulq, T,

2l Py =y e Ty =2 e Py =u(g T

Pertanto (7.2) e provata.

Se la condizione a(P,, A) — L(4, T') viene sostituita dalla condizione pil
-debole a(P,, A)<< M per ogni t, vale allora il seguente teorema di approssi-
“mazione:

(7.3). Sia (7, A) una qualsiasi trasformazione continua di 4 in F; con
L(A, T)< -+ oo, e sia (P, 4), (t=1, 2,...,), una successione di trasformazioni
poliedriche con d(P,, T, A) -0, a(P;, A)<< M, (M costante). Sia DnzD;—,‘—D:,
(n =1, 2,...), una successione di suddivisioni di 4 i cui indici, rispetto a
(7, 4), d,, m,, o, tendono a zero al tendere all’infinito di » (n. 5). Allora esi-
stono due successioni [t.], [#:] di interi tali che # — oo, 7y — 0 €

lim z/ w(g, Py) > U4, 1), 1}&1 E'W(q, Py.) ]> v4,1,), (r=1,2,3),

k=

lim Z' v(g, Py) > V(4, 1), lim Zl v(g, Pyy) > V(4, T)), (r=1, 2, 3),
Rw>w k=0
.ove 3’ & estesa a tufti i poligoni g€ D, con gc A4° [3, (A), (22.2,1)]. Se
| T.(A*)|=0 per tutti gli »=1, 2, 3, oppure solo per un qualche r==1, 2, 3,
-allora valgono le stesse osservazioni come nel n. 5.

8. — Alcune proposizioni preliminari.

Bia B==(1y, 71y .-y 7,) C By 0 <» < co, una qualsiasi regione poligonale
.chiusa del piano B, di punti w = (w, v), sia R*= (rF, ], ..., 7)) la sua fron-
“tiera, sia (7, R*) una qualsiasi trasformazione continua piana di E*in un altro
‘piano %, di punti p = (=, y) e siano €, le curve continue chiuse orientate

C,=(T,7¥), (i=0,1, ..., v). Pertanto M = T(R*) = >*[C,;],0ove >* & estesa a
tutti gli i=0,1,..., 7, e la funzione ¢(p; R, T) & definita come nel n. 4
ponendo g =0 se peM, p=>0(p;C;) se pel,— M. Sia uy (R, T)=
= (B) | ¢(p; R, T), vs(B, T) = (B,) | lp(p; R, T)|, ove supponiamo esplicita-
“mente che la funzione ¢ sia integrabile secondo LEBESGUE in E,. Sia (T,, B*)
~una successione di trasformazioni continue di R*in #,tali che,sed,=d(T,,T,R*)=

= max|T,(w)— T(w)| per tutti i w e R*, risulti d, — 0 al tendere all’infinito
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di n. Per ogni n siano C,;: (T, 7¥) le curve continue chiuse orientate imma--

gini di »§ rispetto a 7,, siano @a(p; B, T',) le relative funzioni ¢ che suppor-
- .y . +

remo tutte integrabili secondo LEBESGUE in F, e u. (R, T,), v, (R, T,) le cor-

rispondenti funzioni ., v,..

nito, allora lim vy (R, T,) > v.(R, T) +|2].

Osservazione. Questa proposizione si riduce alla proposizione (1.5) se
B & una regione poligonale semplice (v = 0). La dimostrazione & analoga e
viene riferita nelle righe seguenti per comoditd del lettore.

Dimostrazione di (8.1). )

Sia Ay = wy(By Tp) — ue (R, T), A, = vy (B, T,)— v (R, T), (n=1,2,...)..
Poiche la funzione ¢(p; R, T) é integrabile in B,, preso ad arbitrio un numero -
>0 si pud trovare un altro numero o > 0 tale che, per ogni insieme misu-
rabile kcB,, |h|< o, risulta ’ ) lo@; B, T)I< e/2. L’insieme M .= T(R*)
¢ compatto onde per ogni 0>O si ha Mc M, (n. 1) e inoltre M,— M,
[M,| || al tendere di o a zero. Bsiste pertanto un numero >0 tale che.
| M, |<|M|+o Siaiil pm piccolo intero tale che d(T,, T, 4) << p per tutti
gli n>w. Per ogni peF,— M, risulta ora {p, M} > p onde {p, [C.T} > o,
((=0,1,..,7), e quindi, in vutu della . (1.2), anche p ED_—[O,]——[C’,“]. ;
Dunque p E,}— 2*[0]— 3*[C.), ossia p € By— T(R*)— T,(R*) e, sempre -
dalla (1.2), anche O(p; C;) = O(p; C,.), (i =0, 1,2,..,7). In definitiva ab-
biamo ¢@(p; R, T) = ¢(p; R, T,) per ogni peR, —M’ e n>n. 8i ha poi.
plp; B, Ty=0 per ogni pe M. In conseguenza si ha successivamente:

|4, = 1(B) [ op; B, T.) — (B) [ p(p; R, T)| =
= (M) [ olp; B, T.)— (M,) [ p(p; B, T)| <

< (M) J lpp; R, T,)| + (ﬂfg)f lp(p; B, T)|= :
= (M) [ |p(p; B, T,)| — (I1,) [ |gp(p; R, T)|+2(,) | |pp; B, T)| =
=[®)] lpp; B, T)| — ()] lp(p; B, T)|] + 2(M— M) [ |p(p; R, T,

[4u|< 4, + 200, — M) [lpp; B, T)|,

dove I'ultimo termine ¢ << ¢ e [4,|—]2]| al tendere all’infinito di #. Pertanto-
lim 4, >|2|— ¢ e, poiché ¢ & arbitrario, risulta anche lim 4, > 4. La propo-
sizione (8.1) ¢ quindi dimostrata.

Sia ora R definita come sopra e (7, R) una qualsiasi trasformazione con-

tinua piana di R in E,. Sia (T,, R), (n = 1,2,..), una successione di tra-
sformazioni poliedriche piane tali che d, = d(T,, T, R) = 0 al tendere di n.

(8.1).. Se lm 2. (R, T,) == wy (R, T) =1, 120, al-tendere di—nallinfi——
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-allinfinito, ove d(7,, T, R) = ma-xiT,l(’w)MT(w)‘ per tutti i we R. Come
sopra sia M = >* T(r¥) = T(R*), sia ¢>0 un numero arbitrario, sia M,
Tinsieme di tutti i punti p € B, aventi una distanza < & da M. Sia ora D
una qualsiasi suddivisione finita di R in regioni poligonali ¢ (semplici o non
_semplici) tali che max diam 7'(g) << ¢/3, sia D’ il sistema finito di regioni
—qeD_con.T(Q[By— M #0, e sia_D'= D-—D'. Denotiamo _con_ ',

somme qualsiasi estese a tutte le regioni ¢e D', oppure g€ D', rispettiva-
-mente.

(8.2). Selim v, (R, T',) > v (R, T)-+1, 4> 0, allora Iim > vg(gy Th) > A

Osservazione. Se R e tutti i poligoni ¢ € D sono semplici, allora (8.2)
.si riduce ad una proposizione precedentemente dimostrata [3, (4), (22.1,1)].
La dimostrazione ¢ analoga e viene riferita per comoditd del lettore.

Dimostrazione di (8.2).

Ovviamente si ha T(q) c B,— MQ;/S per ogni ge D' e T(g)c M, per ogni
geD’. Supponiamo che la tesi di (8.2) non sia vera. Allora esiste un 0> 0
tale che

(1) z” vﬁ((l’ T’ﬂ)< }-"‘.0'7

per infiniti n. Diciamo # il pilt piccolo intero tale che d,<< ¢/3 per tutti
gli >, e siano 0, O, le curve C; = (T, 7), Cin = (T, 7¥), (1 =0, 1, 2,..., ¥},
immagini delle poligonali semplici r¥ costituenti la frontiera di R. Per ogni
peB,— M,, si ha {p, [C.]} > {p, M} > ¢/3, e quindi, in forza di (1.2), p € B, —
T [Uz]— [Cin]: (7’ :07 1,2, .., v),pE E;— z* [Oz]”’“ z* [Cin]7 P € E;— T(R*) -
— T, (R*), e anche O(p; C;) =0(p; Cu), (i=0,1, 2, ..., »). Pertanto p(p; R, T)=
=o(p; R, T,) per ogni pe E;— M, e n>=n. Se diciamo I, Pinsieme
I,= T,R* si ha |I,|=0, essendo 7, una trasformazione poliedrica, e,
-d’altra parte, dall’osservazione alla fine del n. 4, anche

(2) ‘ (p(p7R7 Tn):z(p(p?(b Tn)
per ogni n e peB,—I,.

Si ha ora
(3) v (R, To) = (B [ |o(p; B, Tw)| =

= [(E;"‘ ﬂ[sla) + Me/s]jl‘?(?? R, Tn” =dJ; + J,
-e ovviamente si ha anche

{4) J, = (B,— M,,) [|pw; B, T.)| = (B,— M) | lop; B, T)|<
< (B, [ |lp@; B, T)| = v, (B, T).
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Per ogni g € D’ l'insieme 7'(q) & contenuto in un cerchio I" avente il centro:
in un punto P di E’;——ﬂ[s e di raggio ¢/3, onde T,(¢) & contenuto in un
cerchio I avente il centro in P e di raggio 2¢/3. Pertanto I''c B, — M, e,
in conseguenza, p(p; ¢, T,) = 0 per ogni punto fuori di I', in particolare per-
ogni punto pe M, esy OVe ¢ & una qualsiasi regione ¢ e D’. Abbiamo allora,.
utilizzando la (2) e ultima osservazione,

Iy = (M) [ |op; - R, T,)|< 3 (M) [ lpw; ¢, Tn) | =
= 2" (M) [low; ¢, To) | < 3" (By) [lop; g, Tn)| =
= z” Vs 97 171) .

In virtt della (1) abbiamo pertanto J, < A— o per infiniti » e, dalle (3) e (4),.
anche

’U$(R,T")=J1—|~J2<QJ*(R,T)—}—Z—U, >0,
per infiniti #. Si ha quindi
li__IEU*(RyTn)<U*(R;T)+}°‘“Uy >0,

ove lim & preso al tendere all’infinito di » per tutti i valori n=1, 2, ... . Poiché&
lo stesso lim & > v, (R, T)+4, si & ottenuta una contraddizione. Peltanto (8.2}
risulta provata.

9. — Enunciato di un nuove teorema di approssimazione.

Sia 8= (T, 4).p=pw), wed, una trasformazione continua del qua-
drato 4 in B, e sia 8, = (T,, 4) . p = Pa(w), we d, (n =1, 2, ...), una suc-
cessione di trasformazioni continue di 4 in By, con d,=d{T,, T, A)-0 al ten-
dere di n all’infinito. Siano (T,, 4), (T,,, 4), (r = 1, 2, 3), le trasformazioni
piane proiezioni di 7,, T, sul piani coordinalti By, (r=1,2,3), di E,. Siano
C. (T, 4%), C,:(T,,4%), C,:(T,, 4%), wr o (Lory 4%) le curve continue
chiuse orientate immagini di 4* rispetto a T Ty Ty, T, Pertanto | C,,, C,|<
<[ Cn, C)< d,, (n=1,2,...), e y [1Cay €|~ 0 al tendere di n all’in-
finito, =1, 2, 3.

nry

Teorema I (di approssimazione). Sia S — (T, A) una trasformazione
continua ¢ S, = (T,, A), (n=1,2,...), una successione di trasformazioni polie-~.
driche di A in By, con &, = 4(T,, T, 4) =0, a(S,) < M, UC.g), U(C;) <M,
(n=1,2,...), ove M & un numero fisso. Allora per ogni & > 0 arbitrario esiste-
una successione [n] di interi n e, per ogni n €[n], una suddivisione D = Dy
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4Dy +..+-D, d&i A in poligoni semplici q tali che, se >, >P denotano
somme estese a tutti i poligoni qe D, oppwre qe& D, (j==0,1, ..., v), rispet-
tivamente, e 2,-‘ denota una somma estesa ai wvalori j=1, 2,.., N, ri-
sulta: (1) diam T(g)<<e per ogni q € Dy, diam T(X? q)<<e per ogni j=1, 2, ..., »;
2) |Myl<e, ove My=T(3Vq*) cBy; 3) U, Ty)— 3 ulg, To)l<e,

S>> lug, To)l< e (4) 3O lulg, L) —ulg, To)| < & __per ogni neln];
(B) X129 ulg, Th)|<< & per ogni meln]; (6) ¢ poligoni q € Dy ¢ il numero v
sono gli stessi per ogni ne[n].

Un teorema analogo vale sostituendo I'indice » =3 con r =1 0 7 = 2.
La dimostrazione del Teorema I & divisa nei seguenti nn. 10-11-12-13-14-15.
La condizione [(C,s), I(Cy) <M & certo soddisfatta se I(C,), O)< M. A
maggior ragione la stessa condizione & soddisfatta se I(C,) = I(C) = 0, cioé
se le stesse curve sono ridotte a semplici punti e percid le superficie 8, S,
sono chiuse.

10. — Dimeostrazione del Teorema 1.

Siano S = (T, 4): p = T(w), wed, ¢ 8§, = (L, A): p=T,(w), weAd,
n=1, 2, ..., le date trasformazioni, ossia, con altre notazioni,

T: ow=x@wW), y=y@w, z=2z@w), wed,

T,: o=uz,w), y=1uy(w), z==z,(w), wed, n=1,2,...

Da a(S,)<< M, 8, = S, e dalla nota proprietd di semicontinuita inferiore
dell’area di LEBESGUE segue L(S) = L(4, T') <lim a(8,) < M. Da (C,) < M,
(. — C, e dalla nota proprietd di semicontinuita inferiore della lunghezza di
JORDAN segue I(C) = (4%, T) <lim [{C,) < M.

11.— 11 ragionamento del presente numero viene condotto relativamente
alla variabile 2z e dovra successivamente essere ripetuto per sostituzione circo-
lare delle variabili =, ¥, 2. ‘

Diciamo m,, m, [m,,, m.,] il minimo ed il massimo di z(w) [2,(w)] in A.
Allora m,, — m,, m., — m, al tendere di » all'infinito. Supporremo m, — m, > e.
11 procedimento del presente numero pud essere omesso altrimenti.

Sia fy(p), p € B;, la funzione f3(p) = 2. Allora per ogni z, 'm;<2< mg,
possiamo considerare gli insiemi Hy(z), D, (2), Dy (7) (certamente non vuoti)
di tutti i punti we 4, dove z(w) = z, z(w) < 7, 2(w) > 7z rispettivamente. L’in-
sieme H,(Z) ¢ compatto, gli insiemi D;(z), D, (2) sono aperti in 4. Pertanto
ciascuno degli insiemi D; (z), D, (Z) ha al piti una infinith numerabile di com-
ponenti. Sia {o} = {«}7 la collezione dei componenti « di D;(z). Per ogni



250 L. CESARI

o € {o} consideriamo la frontiera F(x) di « in A, F(x) = o — o = o* — cror™,
L’insieme F(x) ¢ compatto, F(x) C Hy(z), e pertanto F(o) = >y & la somma,
non necessariamente numerabile, dei suoi componenti y. Ciascun y & un con-
tinuo contenuto in Hy(®) che pud essere ridotto ad un semplice punto. Sia
{7} = {y}. la collezione dei componenti y di F(x).

! ’ " " " i . .
Da m,, —my, m, —m,, m,—m, > ¢ segue che esiste un intero =, tale

. . ! l — n ”" "
-che per ogni n>n, rvisulta |[m,,— mg|<elT, |mu,—m,|< /T, m,,—m,, >
b g . 7 — " . . PR . . -
>bej7. Per ogni n>mn, e M, <<z<<m,, consideriamo gli insiemi H,,(z),

D (), D:(3), certamente non vuoti, di tutti i punti we 4 dove 2,(w) = Z,
2,(w) < 7, 2,(w) > Z rispettivamente. Essendo z,(w) una funzione quasi lineare
in 4, Pinsieme compatto H,(Z) é la somma finita di segmenti e triangoli
di 4. Di pit ciascun insieme D, (), D5(Z) & aperto in 4 ed ha al pit un
numero finito di componenti «. Sia {o}' = {«}~ la collezione dei componenti «
di D.y(®). Per ogni « e {o}' la frontiera F(a) = & — o == «* — ar’™ & la somma
di un numero finito di componenti y. Diremo {y} = {y} la collezione
finita dei componenti y di F(x). Allora ogni ye{y} ¢ una somma finita di segmenti.

Pud accadere che ciascun y[y € {y},, o € {«} <] sia una poligonale semplice,
aperta o chiusa (come y, = abc e y, = abedefa nella figura); pud accadere
-che i punti di y possano essere ordinati come in una poligonale aperta o
chiusa purché certi punti o segmenti vengano contati pitt di una volta (come
ys = abededfa e y, = abededfdghilibm nella figura). Cid pud essere provato
-considerando i possibili cammini da e« ai punti di y (elementi finali nella teoria
di CARATHEODORY). &i veda [8, (A), VI] per tale procedimento, ove & preso
in considerazione il caso generale di una superficie continua qualsiasi e di
una funzione f(p) supposta soltanto lipschitziana in E, [cfr. 3, (i) e anche 2, 4].
Nel caso attuale ciascun y ¢ una somma di segmenti e pertanto Pordinamento
-accennato dei punti di y & di natura essenzialmente elementare.

Penseremo percid ciascun y come un insieme di punti ordinati come in
una poligonale semplice (chiusa o
aperta), ove i punti di y possono
essere contati pitt di una volta. In
conseguenza l'immagine C==(T,, y)
di y rispetto a T, & una poligonale
(chiusa o aperta, non necessaria-
mente semplice) completamente
contenuta nel piano z =73, e di-
remo {(C) la lunghezza di C. Por-
remo inoltre

LE =3 30,

€&}z YE{VIa
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Questo numero & una delle possibili definizioni di lunghezza della curva
di livello z: z sulla superficie poliedrica 8,= (T,, 4). La funzione 1,(2),
m., <2< m,,, & una funzione lineare a tratti con al pit un numero finito di
punti di discontinuita. Tale funmone & stata studiata (nel caso genemle) in
[3, (A)] (cfr. anche [3, (i)]) e verifica la relazione integrale

v

" =
n3

(5) a(8,) > f l(z)dz.

M3

Sia &> 0 un qualsiasi numero ¢ < ¢/7. Per quanto occorrerd nei pros-
simi numeri fisseremo per g il valore & = ¢/115. Sia », > n, un intero tale
che |m,—m,|< &, |m,, —m,|< e per ogni n >mn,. Sia M, il numero reale
M, = JVIe; . Diciamo §,, 4, i due interi (= 0) deﬁmtl dalle seguenti relazioni:

j181 < m < (G +De< (i + 3)81< L (o1 < 'mg< j281 5

onde, per ogni n>n,, si ha pure

(7'1— Ve < Mps < (G + 26, (Ga— 2)er < Mgy < (o + Ve -
Si noti che
(jz‘*jl)81>’mg"“m;;> e e, Jo—Hh>T,

(Jo— 2)e1— (1 + 2)&s = (Ja— Jr— 4)&, > 3e; .

Consideriamo ora gli intervalli hi, h,, ..., h, definiti da [, (i -~ 3)ed,
[des, G+Vel, G=5+3, f1+4, .y Jo—4), [(j2m3)e}, m,s]. Pertanto »'=
= (,—4) — (j1+3)+14+2 >3, e ciascun intervallo h, ha lunghezza > ¢ e
< 4g [tutti meno il primo e 'ultimo hanno lunghezza = ¢&]. In ciascun inter-
vallo k;, (i=1,2,...,%"), vi deve essere almeno un punto z ove 1,(3) < Me ™.
Infatti in caso opposto si avrebbe 1,(z) > Me * per ogni 2 interno ad b e
per qualche i =1, 2, ..., %'; quindi

M > a(S,) > [ z,,(z) de > (1) [ l(z)de > e;Me]* = M,
Mg

e questa relazione ¢ evidentemente contradditoria. Sia dunque Z un punto
interno a h ove U(Z) < Me' = My, (i=1,2,..,%). Se ora consideriamo i
punti z sopra determinati relativi ai soli 1nterv11h hz, h,, weey by, (cio® a tutti
gli intervalli di posto pari, trascurando I'ultimo se v’ & parl), si ha 2y =»"—1
se » & dispari, 2v = »'— 2 se »' & pari, e pertanto da »' > 3 segue v > 1.

Se diciamo ., Zayy ..., 2, 1 relativi punti 2 = 2ai € hpsy (E=1,2, ..., 7),
€ Ry == m,’.s, B = My, abbiamo una suddivisione di [m,'m, m','.s] in y-+12>2
intervalli [zm, Zair)y (1=0,1,. - ), ciascuno di lunghezza > ¢, e < bg. Si ha
2o = My —> M, 51 Bnuir = Mg — m;, al tendere all’infinito di n. Medlante y suc-

19 — Rivista di Matematica,
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cessive estrazioni possiamo determinare una successione [}, di interi n=1, 2, ...,
tali che z; =1lim z,; esista finito al tendere all’infinito di = con =e[n],
(i=1,2,...,7). Da 2, <2y <2 <<...<< 21, 8EZUE 2y < 2 << 2y < ou. << Zpq OVE
Bp == My, Zpry = Mgy, © 1 PUNtL 25, 21, ...y 2y dividono [205 Zosa] = [m,, m,] in
v 1 intervalli ciascuno di lunghezza > g e < bg-

12. - Sia H Yinsieme compatto H=H (z)-H(2,)+...+H(z,), cioé ’insieme
dei punti w € 4 ove 2(w) = #,, oppure = z,, ..., oppure = #,. Gli insiemi com-
patti T\(H) c By, T,(H) c B, sono contenuti ciascuno in un sistema di rette
2=z, (i=1, 2,...,7), e quindi | T (H)|=|T,(H)|= 0. L'insieme 7T, (H)c Ey &
compatto ma pud avere misura positiva in E,,.

L’insieme A — H & aperto in A e percio la collezione {«}, dei componenti
o« di A— H & numerabile. Per ogni «€ {«},, la frontiera F(x) =& — o =
=oa*—oax*die & un insieme compatto contenuto in H, mentre aa*c A* &
un insieme aperto in A* e pertanto la somma numerabile dei suoi componenti
che sono intervalli aperti non sovrapposti di A* Diremo {y}, la collezione,
eventualmente non numerabile, dei componenti y di F(x).

Per ogni regione « € {«}, e per ogni componente y di F(«) la funzione z(w)
¢ costante in y e pud avere su y al pitt due valori distinti, diciamo z;, 2.,
cioe¢ al pit due valori consecutivi della successione finita 2, #,, ..., z,. Di pin
si ha z;<z(w) <24, per ogni we .

Diremo {o}, la collezione dei soli componenti ace{«}, di 4—H per i
quali z(w) assume due valori distinti su F(x) [e precisamente due valori z,
Z;4; Su almeno due componenti distinti y, ' di F(a)]. Porremo in {e}1, anche
quei componenti o € {o}, per i quali z(w) assume un solo valore su F(x) ma
assume il valore 2, oppure 2, in qualche punto di . Pertanto, se {o}, =
= {o},— {a}:, 2(w) & costante su F(«) per ogni o€ {a},.

Se ae{a};, allora z(w) assume il valore Z = 2-!(2;+2;,) in almeno un
punto w,€x e quindi, da 2.4, —2; > & segue 0<<Z—2;, 2y — 2 > &/2. Di-
remo 6>0 un numero tale che |z(w)—z(w')|<<e&/16 per tutte le
coppie di punti w, w'e 4 con |w—w'|< d. Osserviamo ora che ogni com-
ponente o di wa®™C A* & un arco di A* congiungente due componenti y, ¢’
di F(x). Se diciamo ¢ il cerchio di centro w, € o e raggio d, allora z(w) assume
su cd valori tutti compresi nell’intervallo (z— ¢/16, z-+¢,/16) e quindi diversi
da 2z; € 2;4;- In cons'eguenza, (cA)F(x) = 0 e, essendo 4 un quadrato e w, € 4,
Pinsieme cA contiene almeno un semicerchio o un quadrante (di centro w, € 4)
contenuti in «. Dunque la collezione {«}, & finita.

Osserviamo che due insiemi o€ {a},, relativi ad intervalli (z:, 2i11),
(%isny Zirntr)y cOn B> 1, ciod non consecutivi, sono separati in 4 da almeno
un insieme o€ {a},, relativo a ciascuno degli intervalli intermedi. Lo stesso
vale per ogni coppia di punti w, w'e 4 con 2(w) << 2y, 2wa << 2(W').
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Diciamo n, un intero n, > n, tale che |2,;— 2;|<< &/16 per ogni i=1, 2,..., »,
n >Ny, ne[n];, e inoltre tale che |2,(w) — 2(w)|< &/32 per gli stessi n e per
ogni we A. Allora per ogni coppia di punti w, w'e A con |w—w'|< e per
ogni n > n,, n €[N, risulta |2,(w) — 2.(w') | < £/16-42(&/32) = &/8.

Per ogni coppia «, o' di insiemi «, «'e {a};, relativi ad intervalli (2, 2u4,)

~ARpyiy Rpps)~consecutiviy-consideriamo-due—punti;-diciamo—wy € o -wg€o'y-dove
z(w) assume ix"v,avlori 27Yeid2ipa) =B, 27YRpa-F2se) = 7' rispettivamente.
Bssendo z; <7< 240 << & < #s4, © tubti questi valori differendo 1’uno dal-
Taltro di almeno &/2, risulta pure z<C=z,, <<% per ogni n>mn,, neln), e
quindi l'insieme H,3(2,:) separa w, e w, in A. Pertanto w, appartiene ad un
componente o di D, (2,;) che non contiene w"), neppure sulla frontiera, e
quindi esiste un componente y,; di F(e) che separa w, e w(', in 4.

La curva C.,: (T, yns), immagine di y,; rispetto a T',, ha certamente lun-
ghezza < 1,(2,, 1) < Me;' = M;. Diciamo w, un punto qualsiasi di y,,. Poiché
w, €4 per ogni n, esiste almeno un punto di accumulazione @ della succes-
sione [w,] (con n €[n),), e guindi esiste pure una sottosuccessione [n], C [n];,
di interi tale che w, — & al tendere di » all’infinito con n €[n],: Segue che
w €lim inf y,; e quindi lim inf .5 54 0, ove » — oo con ne[nl,. Da (3.4) si
ha che h; =limsupy,, € un eontinuo. Da 2(y.s) = Zu,it1; Zn,ir1 —> 2ir1, SEQUE
#(w) = 2:4, per ogni wehy e quindi hyc H. Ovviamente h, separa w, da w,
in A e anche x e o' in 4. Cid vale anche se si definisce h, mediante una sotto-
successione [n]; C[n], come dovremo fare nel seguito. Da (1.7) possiamo in-
tanto determinare la- sottosuccessione [n]; in modo che le curve C.5: (Thy Vs,
tutte di lunghezza < M,, abbiano una curva limite C, cioé | C,, C||— 0 quando
7 —co con nE[n];. Pertanto anche la curva C ha lunghezza < M,,.e quindi
ha proiezioni di misura zero sui piani coordinati. Dunque | Ts(hs)| = 0,
| Ty(hy) | == | Ta(hs)| =0, ove i due ultimi insiemi sono contenuti nella retta
2==Z2 deil piani H,, H,.

Possiamo pensare di ripetere il ragionamento indicato, successivamente per
ciascuna delle coppie «, «'e {«}; relative ad intervalli consecutivi. Per sem-
plicitd di notazioni diremo ancora [n), la successione di interi cosl ottenuta.
Per ogni n e[nl;, n >n,, avremo dunque un insieme finito di insiemi y,; e
by = 1M sup y,ng, di curve Crg: (Tn, vaus) © di curve Cscon | Cog, Cof— 0 quando
n— 00, ne[n]s, O < M, UC3) < M,.

Se H,,, H, sono gli insiemi somma degli insiemi y,; e ks, 5i ha H, = > Vnay
H,= > ks, H,cH, TH,) =>[0], |T. (H3){—_ 0, (r=1, 2, 3), ove T,(Hy),

2(H) sono insiemi contenuti nelle rette z=z;, (¢ =1,2,...,), dei piani
Ey, By, Sinoti anche che H3 = lim sup H,; quando n — oo, ne[n]3 Con-
sideriamo D’insieme A, = 4 — H,, aperto in 4, e diciamo {&} la collezione,
al pitt numerabile, dei componenti % di 4,. Ciascun &€ {%} potra contenere
punti di insiemi « € {«} relativi ad un intervallo (z;, 2:+;) e al pit di due inter-
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valli adiacenti (2i—1, 2:), (2511, Zer2), Oltre a punti ove z(w) = 2, #:1,. Pertanto

z(w) ha in ciascun & e {&} una oscillazione < 2j,— 24y = 3-8 == 1081.
Possiamo anche considerare, per ogni n >mn, e 916[7@]3, I'insieme 4,3 =

= A—Hns, aperto in A, -e diremo {&}, la collezione, certo finita, dei com-

~

ponenti & di A,;. Se diciamo Z D’estremo inferiore di z(w) in un qualsiasi

~Fe{E);; allord-sard ;<% <2 per-un-qualehe—é- —Dimostriamo-che-non-vi-————

possono essere in’ & punti w" con 2(w") > Ris. Infatti in tal caso esisterebbero
punti w,w'e% con 2(w') < Zi, 2(W") > 245 € due insiemi oy, o,y € {o}; relativi
agli intervalli (2i1, @ite)y (Bite, Zirg)y ou Separante w' da op, o separante oy
da ' in 4, e quindi vi sarebbe almeno un insieme y,; separante w'-e w'
in A. Dunque %" e w’ non potrebbero essere entrambi in %. Cio assicura
che z(w)<z;, in &, e quindi z(w) ha in & una oscillazione < zy;—2;<<
< 3-bg = 18g. Pertanto 2a(w) ha in ciascun %e {&}, una oscillazione
< 158, +2(e,/4) << 16¢&;.

Abbiamo notato che gli insiemi y,; non sono necessariamente poligonali
semplici (aperte o chiuse) ed ¢ ora giunto il momento di sostituire ad essi delle
poligonali semplici y,’m. Ricordiamo che per ogni coppia o, o/ di insiemi «,
o' {a},, relativi ad intervalli consecutivi (2:, 2s1), (R, 2ite), 1 punti w, € o,
’LU’EU' sono separati dalla frontiera F(x,) di un qualche componente o, di
Dy (%4,:41) € percid da un componente Vas Qi F{x,). Possiamo sostituire ora
2 Y.s una poligonale semplice yngcan in modo che la distanza H C.a, C,,sn sia
piccola quanto si vuole, diciamo << &/4 e anche < n~%, ove U, C,; sono le
immagini di y,,, vas Tispetto a T,, con le convenzioni gid fatte per yas. Che
cid possa farsi & stato dimostrato nel caso generale di trasformazioni con-
tinue in [8, (A), VI; 8, (i)]. Nel caso attuale ove T, & una trasformazione quasi
lineare l’asserto ha carattere elementare. Potremo altresi supporre che tutti
ipunti di @, non separati da y,’,,, (da y,s) abbiano da y,, una distanza piccola quanto
" si vuole, diciamo < § e anche<< »~*[3, (A), VII]. Potremo, inoltre, supporre,
essendo qui 7', quasi lineare, che Z(C,:3)< 1(C,3)-+1, e quindi U(Chs) < M,-1.
Finalmente, essendo i continui y,, relativi ad uno stesso « tutti disgiunti
(oppure coincidenti), possiamo supporre che anche le curve y,’,a distinte .siano
disgiunte. Infine, essendo z,(w) = 2, ; per ogni WE y.3 € per qualche 4, risul-
terd 2, :— &/8 << 2,(w) < 2, per ogni w €.y € anche lzn(w)—-aﬂi)'}< &g /4 per
ogni w ey,’la. Per semplicitd diremo che y,'m ¢ una curva 9’ relativa al livello z;.
Le curve y,’la sono cosi disgiunt’é e in numero non superiore al numero delle
coppie «, o' di regioni e, «'e{o};, relative ad intervalli consecutivi (2:, 2:1),
(2111, Zi+2), © questo ultimo numero dipende solo dalla funzione z(w), weA
e non da n. Pertanto il numero delle parti 7, nelle quali le stesse curve -
dividono 4 (una unitd in pitt del numero delle curve va3) @ limitato indipen-
dentemente da n e, per ogni parte n;, la chiusura Fz; & una regione poligonale
di A. Possiamo altresi supporre che per ciagscuna regione n; la frontiera
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F(:r;) di n; in 4 abbia almeno due componenti (linee y:,a) relativi a livelli
diversi (cioé #(w) assume su essi valori z(w) con W(w —2;|< &4,
[2(w) — 244 |<< &/4) [oppure 2(w) assume il valore z 0 2, in 7, e valori 2(w)
con |z(w)— 2;|< & /4 con i=2, oppure ¢ =y—1, su F(m,)]. Dobbiamo ora
dimostrare che z(w) ha in ciascuna regione 7, una oscillazione < 16¢, (e > &/2).

~La dimostrazione & la stessa vista sopra-e.non la ripetiamo. Denoteremo con
r s . ! .
H,, linsieme Y y,..

13. — T ragionamenti dei nn. 11 e 12 possono essere ripetuti successiva-
mente sostituendo @ e y alla coordinata # e permutando circolarmente le let-
tere w, ¥, . Otterremo allora una nuova sottosuccessione [n], C [#]; di interi =,
e diremo H,,, H,, (r=1,2,3), gli insiemi cosi ottenutl, H, = lim sup A,
quando # —»oco, n€[n),. Inoltre si ha H,,, = zy,,,, H = Z h., ove Der
ogni h, si ha i, = lim sup y.,, e considereremo pure gli insiemi A,,, = A4 — H,,,,
A, =4 — H,, (r==1, 2, 3). Le curve poligonali C,, : (7., v,) (in numero finito)
tendono a ben determinate curve continue C,, cioé |C., C,J]= 0 quando
0 —> co, fne[n]l,'e tutte le curve C,,, O, hanno lunghezza < Me'== M,. Di
pilt avremo }Ts(ﬁ,) |=0, (r, s=1, 2, 3), ove gli insiemi T(H,) c B, con s =7
sono contenuti in un insieme finito di rette. )

Diciamo H, l'insieme compatto H, = ﬁl—}—ﬁa—}—ﬁm onde |T.(H,)|=0,
(r=1, 2, 3). Sia A, Vinsieme 4, = A-— H,, aperto in 4, e {f}, la collezione,
al pitt numerabile, dei componenti f di 4,. Da (3.2) abbiamo allora:

[ L(A: T) ZL(AMT) :zL(ﬂyT)7

6 .
( ) l L(A) Tr) = L(A(H Tr) - ZL(ﬂa Tr) ’ (‘)‘ = 17 27 3)'7

ove la somma > & estesa a tutti i § € {f},. Si noti che se H, —H,+H,+H.,
si ha H,=1limsup H, quando 7 — co, ne€[nl;.

Consideriamo 1la funzione N(p; T, A), p € By, che & integrabile in Hy,.
Allora, dato &> 0, esiste un ¢ > 0 tale che per ogni insieme misurabile I C Eq;
con |I]<< o risulti (1) fN(p; T,, A) < ¢/15. Possiamo inoltre supporre o<<ef15.

Sia [F,] una successione di figure tali che I, CF,u, F,C4,, A,
(ogni figura F,, & la somma finita di regioni poligonali chiuse e disgiunte).
Si ha L(F,, T)— L(4,, T) = L{4, T) e quindi possiamo fissare una figura,
diciamo F=1F,,, tale che '

(7) } CL(P, ) > L4y, T)— 0 = L(4, T) — 0.

I componenti R di F sono regioni poligonali chiuse e disgiunte, ciascuna
interamente contenuta in qualche regione Be{fl-

Da FcA,, FH, =0, hmsupH Ho, segue che esiste un intero ng,
ng = Ny > Ny, tale che FH, =0 per ogni n>n, ne[n), e quindi ciascun
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componente B di F & interamente contenuto in qualche componente g, di
4, = A— H, Diciamo {R},, {#};, {Ba}, le collezioni finite dei componenti R
di 7, dei componenti f di 4, contenenti almeno un. R, dei componenti 8, di
A, contenenti almeno un R. Distinti componenti R di F possono apparte-
nere al medesimo componente o a distinti componenti £, e al medesimo

—componente-o-a—distinti-componenti--f,-di-A;.—Se-R,-R'c fy-p-& {f}sallora—

¢ anche B, R'C f,, f.€{f.}, per tutti gli » abbastanza grandi; se, R, B’ ap-
partengono a componenti f distinti, allora gli stessi R, R’ possono apparte-
nere al medesimo componente o a distinti componenti fS,, per ogni »n. La
collezione {R}, essendo finita, non si possono avere per ogni n, che un numero
finito di combinazioni. Pertanto possiamo determinare una successione di interi
nef[n],, che per semplicitdh denoteremo ancora con [n],, in guisa che la
distribuzione dei componenti B negli insiemi fe{f.}- sia la stessa per ogni ».

14. — Consideriamo ora gli insiemi H, = H,, + H,, + H,3, (n =1, 2, ...),
n €[n],, ove ogni insieme H,, = 3 y.., (r =1,2,3), & definito come H,; nel
n.12. Gli insiemi H,. sono somme di curvey,,e i punti di queste curve sono
tutti ad una distanza < »~* da H,,, (» = 1, 2, 3). Pertanto da lim sup ¥, = H,,
H,F =0, ove H, & un insieme compatto e n — oo con n €[n],, segue che
Tinsieme certo non vuoto e compatto H(', == lim sup H,’,, & contenuto in H,,
e quindi H F= 0. Ne segue anche che esiste un intero n, tale che per ogni
n > ny, ne[nl;, risulta pure H,F= 0. Per ogni »n I'insieme H, & la somma
di un numero finito di poligonali e quindi linsieme 4,= A4 — H, ha un
numero finito di componenti, ma tale numero pud essere non limitato al cre-
scere di n. Occorre pertanto modificare ulteriormente gli insiemi H,,, (r=1, 2, 3).

Sappiamo gia che per ogni » linsieme H,, & la somma delle poligonali sem-
plici e disgiunte y,,, in numero minore di un numero fisso, che diciamo XN,.
Pertanto H,, divide 4 in un numero finito, al pitt N,--1, di regioni poligo-
nali »,. Sappiamo che su ciascuna s, la funzione z(w) [per r = 3, altrimenti
a(w), y(w) per r = 1, 2] ha una oscillazione << 16¢;. Di pil 2(w) [0 @(w), y(w)]
assume su almeno due componenti distinti di F(z,), valori z(w) relativi a due
diversi livelli z;, 24, (cio® valori z(w) con |2(w) — 2;|< &/8, e |2(w) — 214 |< &/8).
Finalmente sappiamo che, per ciascun livello z; (0 #;, %), la somma delle
lunghezze delle poligonali immagini delle curve y,'w rispettoa 7, & < M, +1.

Poniamo ¥ = max (N, + 1), » = max »,, (r = 1, 2, 3). Anzitutto possiamo
supporre che le intersezioni di due qualunque curve y,ﬁ,, Yioy T8, (ry, $=1,2, 8),
avvengano in punti % che non sono vertici né per y,.., né per y,., e pertanto
le due poligonali si intersecano in . Di pill possiamo supporre che tali punti @
siano tutti distinti. Tutto cid pud essere obtenuto con modificazioni tanto
piccole delle poligonali y,,, .,y 7., cosi che siano conservate tutte le pro-
prieta gia elencate delle poligonali stesse.
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€onsideriamo ora l'insieme H,,+H.,, e ixral'i'CQmpOneniji 7' did—(H o H ,'u).
Ciaseuno di questi componenti ¢ un ingieme connesso aperto in A4 la cui fron-
tiera in 4 ¢ contenuta nelle somme di semplici poligonali > 7,5 e 3 y,,. Per
le convenzioni fatte sopra circa le intersezioni delle stesse poligonali, la chiu-
sura 7’ di ciascun componente %’ ¢ una regione poligonale n'c A. Conside-

‘riamo le regioni 7, che sono in qualche modo suddivise dalle linee y,, di H,,.

Alcune di tali parti saranno interi componenti 7, cm, e anche questi
sono in numero < N. Avremo poi nuove parti z' e ciascun componente di
F(x") ¢ la somma finita di archi di curve y,’,g e y,l,l. Se una parte =" ha il
contorno formato di archi di curve y;s e archi di curve y,il , queste ultime
relative ad un solo livello wx;, associeremo tali parti ad altre adiacenti sop-
primendo archi di curve y,,. Cosi facendo successivamente potremo ritornare
ai componenti z, originali, oppure a nuove parti, diciamo w'Cz,, la cui
chiusura 7" e una regione poligonale, e il cui contorno ="* contiene almeno
due archi di curve y,, corrispondenti a livelli #;, #,, consecutivi e almeno
un arco di curva y:m relativa ad un qualche livello z; (oppure almeno due
archi di curve y;3 relative a livelli z;, 2z, consecutivi). Potra accadere che
intere curve y,’,a, 0 y,’,l, facciano parte del contorno z”* di qualche compo-
nente n”. Poiché ognuna di tali curve pud appartenere al contorno di al pilt
due componenti z”, si avranno al pitt 4N componenti di tale tipo. Final-
mente avremo componenti " tali che ciascun componente di F(x") é la somma
di almeno due archi di curve y;s e y,',l. Potra accadere che "immagine di
F(7") rispetto a 7', sia la somma finita di curve poligonali di lunghezza com-
plessiva >¢, /8. Siccome ogni arco di (=" *) appartiene al piu a due componenti x”
e la somma complessiva delle lunghezze delle curve (T',, y.,) & < v3,, pos-
siamo avere al pit 2vM, ! (&/8) = 16ve; "M, regioni =" di tale tipo. Final-
mente pud accadere che Pimmagine di F(=") rispetto a 7, sia la somma finita
di curve poligonali di lunghezza complessiva < /8. Allora, su ciascun com-
ponente h di F(="), ®(w) e z(w) hanno oscillazione < &/8. D’altra parte:cia-
scun % contiene almeno un punto @ di intersezione di archi di curve y,’,3 e y,’,l
relative a livelli z,, «; [oppure 2;, ®;.,;, OPPUre Z;1,; &;, OPPUTe %4y, Tsy] TiSpet-
tivamente, quindi su ciascun % si ha [|z(w)—2;|< &/8, |®(w)— x;|< /8
[oppure le stesse relazioni eon 2, 0 @;1, al posto di z; e ;]; inoltre poiché
F(n") possiede almeno due componenti % contenenti due archi di curve y,,
relative a livelli x; e z;y; rispettivamente, deve esservi in z” almeno un
punto @ con (W) =7 = 2~Yx,;+%;+). Nell’intero cerchio ¢ di centro &
e raggio 6 si ha |@(w)—%|< &/16, quindi «(w) ha valori tutti diversi da
quelli ehe z(w) assume in F(x"). Pertanto c¢F(x") = 0 e quindi ’intero cer-
chio ¢ [0 almeno un semicerchioc 0 un quadrante di ¢] appartiene a =" e il
numero - dei componenti n” di quest’ultima categoria & minore di un numero
fisso, precisamente <<|A4| : (471wd%) = 4n~16-%. In conclusione possiamo dire
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. I 13 . s . ! .

che, sopprimendo da H,; = > y,; opportuni archi di curve y,,, abbiamo otte-
R . 1 ’ " « s - . .

nuto un insieme H,, tale che H,,-+-H,, divide 4 in un numero finito di com-

ponenti, diciamo x”, in numero minore di un numero fisso indipendente

N

da n e la chiusura 7" di ciascun #” & una regione poligonale %'c 4. Ovvia-
mente Z,(w) ha una oscillazione < 16¢, e z,(w) una oscillazione << 3-16&, = 48¢,

" in ciascuna regione z”. Diremo » un qualsiasi componente di F(=").

Dobbiamo considerare ora linsieme H,,+H,,~H,,. Tutto il precedente
ragionamento pué essere ripetuto senza difficoltd. Si potrd percid sopprimere
da H,, opportuni archi di curve vns in modo tale che, se H., & il nuovo in-
sieme, risulti che A4 — (H;3+H7,1+H:ﬂ) ¢ la somma finita di componenti z”
in numero minore di- un numero fisso indipendente da n e la chiusura 7”7 di
ciascun 7" & una regione poligonale 7”c A. Inoltre 2,(w), #,(w), ¥,(w) avranno
oscillazioni minori di 16¢,, 48¢,, 48¢,, rispettivamente in ciascuna regione 7"
e quindi diam 7,(z"”) < 112¢. La stessa dimostrazione assicura inoltre che
diam 7'(n") < 112¢;. Piu semplicemente se supponiamo n abbastanza grande
affinché sia d(7,, T, 4) << &, risulta diam T'(n”) << 115¢,. Infine per essere
& = (115)7'e, risulta che, per tutti gli nen], >N, e per ogni compo-
nente =" si ha diam T(z"), diam T,(z")< e.

Denotiamo con = le parti z¥ e con h ogni componente di F(x).
Il numero delle parti = & complessivamente limitato e percid anche il nu-
mero totale dei componenti A di F(m) & limitato. Altrettanto dicasi del
numero totale dei componenti %k di =*. Possiamo ora estrarre una
nuova sottosuccessione [n]; di interi, {n]; c[n],, in modo tale che: (1) la di-
stribuzione delle regioni R nelle regioni & sia la stessa per ogni n €[n];; (2) il
numero » delle regioni = sia il medesimo per ogni n e[n];; (3) per ogni = il
numero dei componenti » di F(x) e il numero dei componenti & di =* sia il
medesimo per ogni n e[n].; (4) per ogni m e per ogni componente & di F(x)
e k di m* la successione, diciamo (I;), oppure (C,), abbia limite, ove,
Iy (Thsy b)), Cugi(Trsy o), quando n — oo, me[n];. Con questa ultima

- condizione intendiamo che esistono curve Iy o C, tali che [, Iy — 0,

| Casy Caf = 0, quando n — oo, n €[n];. Sempre circa la stessa condizione (4)
si noti che per ciascuna curva [, si ha I(I,;) < K(M +1), essendo K un nu-
mero fisso. D’altra parte ogni curva C, & la somma finita di archi I',; e archi
della curva fissa O (T5, A*) di lunghezza < M, e quindi si ha pure 1(C,:) <
< K'(M-1), ove K' & un numero fisso. Pertanto la possibilitd di soddisfare
la eondizione (4) é una conseguenza di (1.7). Si noti che ogni curva %k com-
ponente di 7* & formata di archi k e di certi sottoarchi ' di A*. Si pud sup-
porre che il numero di tali sottoarchi A'= h, = Cnfins (0tny PnE A%, h'c A¥*),
sia il medesimo per ogni n, che «, e [, abbiano limite, o, —> «, B, —f,
quando » — oo, n €[n];, e che anche 1’arco k, — h_ abbia per limite un qual-
che arco h,, di A* quando % — oo, 1 €[n];. Per semplicitd di notazioni deno-
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teremo d’ora in poi con s le » regioni poligonali 7 e con V., la suddivisione
finita di A nelle » regioni poligonali non sovrapposte z, ottenute avanti per

ogni ne[n];.

15. — Sia ¥ un numero intero tale che No > M-+1. La funzione N(p; T, 4),

p € Hy, ¢ integrabile in F,, e percid, per ogni intero ¢ =1,2; .., N, esiste un
numero #; > 0 tale che, per ogni insieme misurabile I C Ey, con . | T|<< 74,
visulti (I) [ N(p; Ts, 4) < 27%c. Supporremo 7; < ¢, (i =1,2, ..., N).

Per ogﬁi i=1,2,..., N, definiamo (per induzione) una suddivisione D; =
=Dy 4D+ Dy di Fin regioni poligonali semplici geDy+Ds ¢ non semplici
qe D, aventi le proprietd sottoindicate, ove denoteremo con M Pinsieme
compatto M, = To(3? ¢*) = 3 Ty(g*), e con 3 ogni somma estesa a tutte
le regioni ¢e D, Anzitutto dobbiamo avere diam T'(g) << o per ciascun ¢ € D;,
(i=1, 2, ..., N). Intendiamo inoltre che D, contenga tuttiipoligoni g € D+
4 D;_14, e che ogni poligono ¢ € Dy, sia la somma esatta di poligoni g e Dy,
(i = 1,2, ...; N). Denotiamo con M, 'insieme compatto, M, cC M,,

M, = z z Ts(Q*); (7::17 2) reey N)a

OeDi -1, (ZED i1
aCe®

ove per i= 1 intenderemo che i componenti B di F sostituiscano i poligoni @
di D,,,. Intenderemo poi che risulti |M,|< . Denoteremo con g;>0
un numero tale che [(11Ii1)291|<|11Ii1]+77i< 2;, (1=1, 2, ..., N). Intendiamo
inoltre che risulti diam 7T'(g) < 0:/3 per ciascun poligono ¢ € Dy, con ¢C @,
@) € D,,. Finalmente richiederemo che sia
(7) EE |ulg, Ts)|> U(4, Ts)— 20, (i=1,2,.,N).
a Di).

Vediamo ora come & possibile definire le N suddivisioni Dy, (¢ =1, 2, ..., V).

In virth di (5.1; 5.2) esiste una suddivisione finita D, = Dy+Dy+ Dy
di F in poligoni semplici g€ Dy, con g c F°, in poligoni semplici ¢ € D;, con
qF*0 e in poligoni non semplici g € Dy, tali che, se 3 3™ 3" indicano
somme estese a tutti i poligoni g € Dy, Dy, Dy rispettivamente, abbiamo

! zu]u(% Ts) l> U(F, T,)— 27,

(8) 1 i1
§ |M11l< m, ove M= Z Ta(q*> = Ts(z q*) -

Possiamo supporre inoltre che si abbia u(g, T5) # 0 e quindi U(g, T5) >0
per ciascun poligono ¢ € Dy; (porremo in Dj, quei poligoni g per i quali cid
non accade). Sia g,> 0 un numero tale che |(My,),, |<|Mu|-+ 7.< 27

Consideriamo una suddivisione D, di F ottenuta ponendo in D, tutti i
poligoni g€ Dy, -+ Dy, e dividendo ciascun poligono @ € Dy; in nuovi poligoni
semplici e non semplici ¢ c @ tali che, se indichiamo per un momento con Dy,
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la collezione dei poligoni ¢ che sono semplici e interni ai poligoni @ € Dy, ciod
gc @, QeDy,, risulti

z‘u(% Ta)]> Z U@, T;) — 2%,

eEDy, QEDy,

9 | Moo | <72y OVe  Moys=3 To(q*)==To (- 3q®) g

LIS €Dy

diam T(q) < ¢,/3 per ogni geDy, ¢cQ, QeDy.

Llesistenza di D, segue dalle proposizieni (5.1; 5.2) applicate a ciascun
poligono @ € Dy, con un & abbastanza piccolo.

Diciamo ora D,, la collezione di tutti i poligoni g € Dy, con Ty(Q) By —
— (M), ] #0. Pertanto T4(q)cC (M), per ogni g€ Dyy— D,. Inoltre per
gli stessi poligoni ¢ abbiamo che T,(q) ¢ completamente contenuto in un cer-
chio g avente il centro in un punto di (M), Taggio < 0,/3, e quindi inte-
ramente contenuto in (M), - Di pitt se ¢ (T4, g*), abbiamo O(p;c) = 0 al
di fuori di g e pertanto anche in E,, — (8 1)y, - Ne consegue che, se diciamo
> una qualsiasi somma estesa a tutti i poligoni semplici ¢ € Dy — Dy, risulta

(10)  Zlulg, To)| = 3| (Fe) [ 0 0)|[= 3| (Mur)y,, [ Olp; 0) | <
< (M, [ 3 (005 0)| < (Mg, [ N(p; Ty 4) < 2-27% = 272 5.,

Avendo ora definito D,, possiamo definire D,, e D,; ponendo D,,— D, e
Dy in D,,, ponendo Dj; in D,;, ponendo in D,, ogni rimanente poligono sem-
plice g € D,, qc @, e ponendo in D,, ogni poligono non semplice ¢ € D,, ¢ C Q.
Si noti che l'intera collezione D,,— D, & in Dyy. Abbiamo cosi definito la
suddivisione D, = Dy~ Dy Dy, di F in poligoni semplici ¢ € Dy, +D., e non
semplici g € Dy, tali che Dy, C Dy, Dy C Dy . Se denotiamo con 3%, 3% 3%
ogni somma estesa a tutti i poligoni ¢ € Dy, Dy, Dy rispettivamente, allora
abbiamo

Dy, € Dyyy DyzC Dy, EnqCEHQ ?
diam T'(¢) < min [0, ¢,/3] per ogni geq., ¢cQ, Qe Dy;

| Moy |<ney ove My= 3"Ty(g*) = To(3™ ¢%) ;
Ty(q) [Eaa"" (Mn)gl] #%0 per ogni gelD,,

e inoltre

2 ulg, Ty)| = (GZ — ) |ulg, T)|>

> S U(Q, To)— 27 %0— 2% > S| u(@, Ty)|— 2o .
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Finalmente fisseremo un numero 0: > 0 in modo tale che
!(111—21)292 I< l My, l + 7. < 29, .

Possiamo xipetere successivamente il ragionamento sopra indicato. Otterremo

per ogni $=2,3,.., N una suddivisione D, — Dy£Dyp=b-DyydiA—in-

(1) poligoni semplici ¢e D, con 9c®’, QeD,,,; (2) poligoni semplici
ge€D; con gc @, Q € Dysy,1, Oppure ¢ = @ €D;0; (3) poligoni non semplici
9€Di; con ¢gcQ, gcD,, ,, oppure g = €D, ;. Se denotiamo con > > >
somme estese a tutti i poligoni q€D;y, Dy, Dy rispettivamente, otteniamo
[ Di-l,z CDy, Diy,c Dy, zilq c zi—mq H

diam 7(¢) << min [o, 0i-1/3] per ogni ge D,y qc@ con Qe D,y
Ay I Mal<ne, [(Ma)y,|<2q:, ove My= SU7,p% — To(3" ¢%);
Tolq) [Bos — (M;1,0), ] %0 per ogni ge D, ;

27 ua, 13> 357 ufg, Tp) [ — 21 .

L’ultima relazione, valevole per i — 2,3, ..., N, insieme alla (8), implica
3% ulg, Ty) > UEF, T,)— 916 — 925 _ e — 27 > U(F, T,) — ¢,

e, in virthu della (7) e di (3.1), anche

(12) S™ulg, To)|> mA, T5)—20 per ogni i=1,2,..., N

Osserviamo ora che per ciascuno dei poligoni gDy (i=1,2,.., N ), la suc-

cessione u(q, T.,), (n=1, 2, -}, € limitata, essendo [u(g, Tos) | < Ulq, Ty) <

S U4, Tw) = a(T,q, A) < M. Pertanto, mediante un numero finito di sue-

cessive estrazioni, possiamo definire una sottosuccessione [n]s di interi,

[7]s c[n];, tale che lim u(¢, Tws) al tendere all'infinito di # con n €[ n]; esista

per ciascuno dei poligoni semplici q delle collezioni finite Dy, (i=1,2,...,, N).
Consideriamo ora le somme

4; = 3" |lim (g, Tha) — u(q, T)|, (i=1, 2, .., N),

ove lim & preso per n — oo con n€[n], e dimostriamo che per almeno un
intero i=1, 2, ..., ¥ si deve avere 4;<o.

Supponiamo che cid non sia e cio¢ che 4,>¢ per ogni ¢=1, 2, ..., N.
Allora, per (8.1), si ha

3 lim v(g, Tos)—v(g, To)|> 4, > 0, (i=1,2,.. ),
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e quindi, se diciamo d; la collezione dei poligoni q € Dy, — Dy, contenuti
in qualche poligono @ € .D;, risulta, in virtt di (8.2),

(13) CLm Y v(g, To) > A:i>0, (i=1,2,.., N).

e d;

Per 7= N & assama d; = D;, onde 1a Telazione (13), per ¢=N, ¢ una
ovvia conseguenza della precedente e della continuitd inferiore della funzione
non negativa #(q). (

Si noti ora che i poligoni ¢ ed, (semplici o no) sono interni ai poligoni
@ € D;; ma esterni ai poligoni ¢e Dy, ¢C@, ..., che i poligoni g ed; (sem-
plici 0 no) sono interni ai poligoni @ € D; ma esterni ai poligoni ¢ € Dy, 4, ...,
ove 4 pud avere i valori 1, 2, ..., N. Pertanto i poligoni q¢ed, - dy+ ... +d,
sono tutti distinti e non sovrapposti, quindi

N
M>a(T,, A) > a(Th, A) =V (A4, T) >Z S (q, na)
i=14€a
per ogni n e[n]s e quindi, se n — oo, n €[n];, risulta, in virtt della (13),

M\hmz > 05(qy Ths) Ehme (qy Tps) > No> M-+1.

i=1¢Ed; i==1 1€ d;

L’ipotesi 4; >0, (i=1,2,..., N), ha dunque condotto ad una contraddizione.
Cio assicura che deve essere |4,;|< o per almeno uno dei valori ¢ = 1,2, ..., N
dell'indice 4. (Per il ragionamento delle righe precedenti cfr. [3, (a), pag. 1389])
Sia ¢ il pilt piccolo dei valori ¢=1, 2,..., N per cui ci0 accade, onde

(14) S lm w(g, Tas) — wlg, Ta)|< o,

ove il limite & preso per n — oo con % €[n],. Denoteremo con D, la colle-
zione finita dei poligoni semplici ¢ € D,;. Dalla (14) segue che esiste un intero
ng > 7; tale che, per ogni n > ng, n e[n];, risulta '

(15) Z [u Gy Tna “‘u(% Ta)l< 20 .

7 E Dy
Denoteremo con [n] la successione degli interi n €[n]; con n > n;. La col-
lezione D, del Teorema I (n. 9) sia ora lattuale collezione D, e sia [n] la sue-
cessione di interi dello stesso Teorema. Allora, essendo 2¢<C g, dalla (15)
segue che la (4) del Teorema I (n. 9) & completamente dimostrata.

Notiamo che, per ogni » €[n], ciascun poligono ¢ e D, & interno a una
delle v regioni poligonali zeV, (n. 14). Per ogni ne[n] e = eV, diciamo
D(x) una qualunque suddivisione di s in poligoni semplici ¢ in modo che
ciascun poligono ¢e Dy, gcC=xn® sia anche un poligono g € D(w). Pertanto
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D(z) pud considerarsi decomposta nelle due sottocollezioni Dy(w), D'(7) dei
poligoni ¢ € D(s) che sono poligoni ¢ € D, oppure che non sono poligoni ¢ € I,.
Si noti che, per ogni #, '

D, = Z Dy(7)
7EV,

~ey-per-ogni-n;-denoteremo-con~D-la-suddivisione di A definita dag

D=D,+ 3 D'(=),
TEV,

cioé la suddivisione di A nei poligoni semplici ¢ € D, e nei poligoni ¢ delle »
collezioni D'(z), meV,. Le » collezioni D, (j=1, 2, ..., »), del Teorema I (n. 9)
siano ora le » collezioni D'(z) [per ognuno dei poligoni = €V,]. Si noti che i
poligoni ¢ € D, sono gli stessi per ogni n e che il numero » delle collezioni
D'(7e) pure non dipende da #, » €[n]. Pertanto la (6) del Teorema I (n. 9) & .
completamente provata.

Dal n. 14 sappiamo che diam 7,(n) << 112¢, < &, diam T(n) << 115 = ¢
per ogni weV,, ne€[n]. Poiche¢ ogni g€ D, & interno a qualche 7 €V, risulta
pure diam T(q) < & per ogni g € D, e, per la stessa ragione, diam T(3 ¢q) < ¢
ove > & estesa a tutti i ¢ € D'(w), per ogni # €V,. Pertanto anche la (1) del
Teorema I & provata.

Notiamo che, essendo 7', una trasformazione poliedrica, dal n. 4 risulta

(16) u*(n, Tna) :[ z + Z ]u(Q? Tn:!)

7€ Dolm) e ED'(w

per ogni weV,, neln].
Dalla (12) sappiamo che

(7 2 ulg, To)|> U(4, Ts)— 20,

9Dy

e quindi, essendo la stessa somma < U4, T,), risulta anche

(18) 0< U4, To)— 3 {ulg, Ts)|< 20,
TE D,
¢ido che dimostra la prima parte della (3) del Teorema I (n. 9).
D’altra parte, per ogni ne[n], si ha ora

U(4, Ta)_2'7<z 1”(% Ta)l= 2 Z I“((L‘Ts)l<.
. e E Dy T EV, €€ D) .

< Z [ z -+ z :Hu(q’ T:s)l< U4, Ty,

TEV, 1EDym aE DM
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quindi
z ZIu(Q7T3)[<2U<5)

nEV, 1 €D

cio che dimostra anche la seconda parte della (3) del Teorema I.
Notiamo.che Dinsieme

M, = Z Ty(q*) = Tz( z q*) C By

¢ E D, ¢ E D,

ha misura <7; <o<e& e percid anche la (2) del Teorema I & provata.

Per ogni ne[n]s, per ogni #€V, e per ogni componente %k di #n* dob-
biamo considerare le curve C,: (T, %), C,: (T., k) e le loro proiezioni C,',a,
C.s sul piano Fy. Sappiamo gid che esiste una curva rettificabile ¢, in B,
tale che ||C.s, Cs] = 0 al tendere di n all’infinito con = e[n]6 Daltra parte
da d(T,,, T,A) -0 segue d(Tps, T3, A) >0 ¢ qumd1 [Crsy Cug]| = 0. Inoltre,
da ||C,,, C. ”< [Csy Cusll +1|Crzy O] segue anche ||CL;, €y 0. Diciamo M, Vin-
sieme compatto indipendente da n e di misura nulla, M= [C;]c By, ricoperto
dalle va1ie curve limiti Uy in numero finito. Allora esistono un numero g,>0 tale
che |(M,), |<# (n. 1) ed un numero N tale che ||Cs, Csl< 0o, ||Cra, C3H< 00
per ogm n>N neln)s. Se M,, M, sono gli insiemi M, = 3[C,], M, =
== 2[0,,3] rlcope1t1 da tutte le curve O, e O, rispettivamente, allora si ha
M, C (M), M, C (M,),, per ogni n>N, ne[n]; e percid anche |M,|<#,
| M, | < s

Per ogni # e per ogni eV, consideriamo la differenza

() = Uy (m, To) — 3 |ulg, Ts)|>0

a2 € Dolm)

e osserviamo che, in forza anche della (18), si ha

(19) Z#(ﬂ) = Z Uy (m, Ty) — z!u((b Ta)! U4, Ts zlu(q, Ts)]< 20.
nEV, nE Vy 2E D, CE D,

In virtu di (6.3) esiste ora, per ogni = eV,, un insieme misurabile B(z) tale
che |B(n)|< u(n) e tale che

(20) @(p; =, Ts) = 3 O(p; c)

2 & Do)
per ogni p € By — [Ty(n*)+B(xn)], ove ¢: (Ts, ¢*). Se ora B, & Pinsieme

B,= 3 B(n),
nEV,
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dalla (19) e dalle relazioni |B(n)|< u(w), si ha |B,|< 2¢. D’altra parte, in
virtl della (20), risulta

S |l To)— 3 ulg, To)| = 3 | (Ba) [ [@p; 70, Ts)— 3 Op; )] | =

eV, @ € Dyl nEV, ¢ € Dyl)

=3 [To*) +B)] [ [p(2; m Ta)— 3 05 0)]|<

q € Dylm)

< (M, +B)[ 3 [low; 7 T+ 3 |0p; o]] <

B S v g & Do)

<2M, + B,) [ Nulp; Ts, A) .

Essendo ].M,',+B,,}< o+20 = 30, dalla definizione di ¢ risulta che 1'ul-
timo integrale & <C 6(¢/15) e quindi

(21) Z |u*(7z, T,)— z u(q, Ts)!< 2¢e/3 .
nTEV, ¢ € Dyl

Notiamo che le curve C; sono rettificabili e percio, per la (1.1), le funzioni

O(p; C;) sono integrabili in ;. Segue che si pud assumere il numero g, defi-
nito avanti cosi piccolo che '

(22) (M), [ S 3*[0p; O |< 0.

nev,

Le curve C,; hanno lunghezze superiormente limitate e [C,s, Cs — 0.
Pertanto da (1.4) risulta

(Bx) [ 05 Cus) — (Bed) | O(p; Cs)

quando n—> oo, ne[n]. Si pud assumere il numero N definito avanti cosi
grande che

(23) S (Bw) [[3#0; Cus) — 3*0(p; C)]| < &

7€ V,

per ogni n > N, n €[n]. Infine notiamo che, per ogni n > N, ne[n], p € By —
— (My),,, risulta O(p; Cr) = O(p, Cys) = O(p; C). Dunque, da @(p;x, Trs) =
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= 3% 0(p; Cus), @(p; 7, T5) = > O(p; C,s) per ogni p € Bo— (M,),,; risulta
anche @(p; 7, T'ns) = @(p; 7, T5) per ogni p € By — (M), , n> N. Si ha ancora

> s (or, Thg) — v (o, Ty) | =
T EVy

=3 (B} [ lptw5 7 Tag) = o5 70 L)} =

nEV,

== z t(JIO)an [‘P(p5 7ty Ta) — @(p; 7, T :H =
'zGV,,

g; oo | ULe®; 70 Tua) — 3¥0(p; Co)] + S*0(; Co)— plp; 7, Ts) }| <
eV,
TEVy,

<Y (M), | [ZF0(@; Cus) — Z*0(p; Co)]| + ;(Mo)eo [ Z*0m; 0]+
2y

+ (M), JZ[(pp 7, Ts) | <

TEV,
<>€: | (Bo) [[3#0(p; Cus) — 3% 0(p; C)]| + (M), [ g S*|0(p; Ca)| +
TEV, : . T eV,

4 (M), [ Ny(p; T, 4) .

Da |(M,), |<m e dalle (23) e (22), segue
(24) > s (77, Lg) — v (7w, Ts) | <0+ 0+ 0=30.
T EVy

Si ha ora, utilizzando la (16),

z !z (4, n3] z | E “(%Tn:z)-z (g, n3)|-

TEV, 12 0@ 7 E YV, €D Ut a € Do)
:‘zlu*(ﬂ:} T’na)”"zu q; n3 } z!u 7Ty na)“—u*(ny Ts)["%“
T EVy q & Dolr) TEV,
+Zqu(ﬂ7 Td)_zu(% Ta)i z zlu (1, T3 —“u(ﬁh ns)[;
nEV, a € Dyl 7€V, @ € Dol)

Pertanto dalle (24), (21), (15) e ricordando che o < &/15, si ha

S Sulg, Tu)! <30 +2¢/3 4+ 20 < ¢/3 + 2¢/3 =¢,

TEV, €D

¢id che dimostra la (5) del Teorema I. Il Teorema I & in tal modo comple-
tamente dimostrato ove [n] sia la stessa successione [n] con n > N.
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