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Branca MANFREDI (¥)

Sopra un problema non lineare di propagazione del calore

per un mezzo dotato di simmetria sferica. (**)

1. — Introduzione.

‘In un recente lavore [6] () ho risolto un problema non lineare, unidimen-
sionale, relativo allo scambio di calore fra un mezzo indefinito omogeneo e
termicamente isotropo, occupante con simmetria assiale lo spazio esterno ad
una superficie cilindrica di raggio a, avente per base 1’asse di simmetria, e un
fluido che circola entro la cavith ad una temperatura costante, cosi elevata
da non potersi ritenere il coefficiente di conducibilithd costante, ma funzione
della temperatura superficiale del solido. Tale lavoro ebbe origine da una Nota
dei Sigg. W. R. Man~ e F. Worr [7] dedicata all’analogo problema relativo
ad un semispazio occupato da un mezzo omogeneo e termicamente isotrdpo
in contatto, attraverso il piano origine, con un gas mantenuto a temperatura
costante, sufficientemente elevata. .

A completare lo studio di questi problemi non lineari unidimensionali re-
stava da considerare, dopo i casi piano e cilindrico, il caso sferico. B scopo
appunto di questa Nota la determinazione, istante per istante, della tempe-
ratura in ogni punto di un mezzo occupante con simmetria sferica lo spazio
esterno ad una superficie sferica, di raggio a e centro nel centro di simmetria,
contenenté un gas a temperatura costante sufficientemente elevata. Anche qui
con 'impiego della trasformata di LAPLACE, il problema viene ricondotto alla
risoluzione di un’equazione integrale non lineare di VorreErra di seconda
specie, nell’incognita temperatura superficiale.

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universitd, Parma (Italia).
(**) Lavoro ricevuto il 12-XII-1952, )
() I numeriin parentesi quadra si riferiscono alla Bibliografia al termine del lavoro.
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II. — Legge di distribuzione della temperatura nel solido
in funzione della temperatura superficiale.

1. - Indichiamo con § lo spazio indefinito esterno alla superficie sferica
di raggio r = ¢ e centro O; entro la cavitd sferica circoli un gas a tempera-
tura costante, che precisamente potremo supporre uguale ad wno senza per-
dere in generalita.

Sia § oceupato, con simmetria sferica rispetto ad 0, da un mezzo omogeneo
termicamente isotropo, inizialmente a temperatura nulla, e la temperatura

U= TUla,nt),

in un punto di S, sia dipendente dal posto solo per tramite della distanza 7
dml punto considerato da O.

- Con le notazioni del precedente lavoro, il problema di trovare la distribu-
. zione della temperatura in ogni punto di S e in ogni istante ¢, porta a risol-
vere il sistema delle relazioni seguenti:

w o T =T, + 20, (r>a, t>0),
@ [U1o =0, (r> a),
@) ; | —[Ulme = &(U(a, a, 1)), (> 0),
4) A | 0<U<1, r>a, t>0),

dove
s v, v, U,, U,

sono funzioni continue, delle loro variabili, rispettivamente per
r=za, t>0; r>a, t>0; r>a, t>0; r>a, t>0,
e dove la funzione |
G(U(ay a, 1)) = [(1— O)f(U)]peq = (11— U(a, a, NH(Ul(a, a, ),

caratteristica per questi problemi, sia, come nei casi precedentemente illustrati,
funzione continua decrescente di U, a,t) e nulla per Ula, @, t) = 1.



SOPRA UN PROBLEMA NON LINEARE DI PROPAGAZIONE DEL CALORE ECC. 125

2. - Applichiamo la trasformata di LAPLACE al sistema delle relazioni (1),
(2), (3), (4), sistema che indicherd brevemente con [@)... (#)]. Posto

+
U= wla,r,p) = LU = f el dt
0

g = g(a, a, p) = £ G&(U(a, a, t)) :7_0 G Ula, a, 1)) dt ,

0

con p reale >0, tale sistema si trasforma nel sistema delle relazioni seguenti:

2
an Uy = U PU = 0,
(2’) - (ur)r:a = ,(](Z?) »
1
(4") O<u<< =,
. ) P

L’integrale generale della (1') &
1 . —
(5) » %= (des 4- Bemrsy, (s =/p),

con 4 e B costanti rispetto ad » e funzioni del parametro P.
La (4) richiede A identicamente nulla, mentre Ia (2') assegna per B
Pespressione : oL S
o azeas
T +4- as g-

La soluzione del sistema [(1') ... (4)] & pertanto . - K

@ e-lr-as

©) Y= G s

Ora la funzione

a e—(r-as
- OGRS
r

(1/a) + s

& antitrasformabile ( i], App. V, n. 12; [2], pag. 354, n. 31’; (5], App. I, n.z‘5i:)
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e precisamente si ha

Y R @ i,, —(l-—-u)/(lt)_____l_ Hr—m/al+t/a® "“_1_,_\_/__'5
o £ {7(1/a>+sJ {\/;;tc af el v o))

con

a +o
—a Vot 2 .
erfe <—~~»—: «) = ez E e"vas.
2Vt a Vo
r~a Ry
ol a

Posto per semplicita

1 a e{r-ws ‘l
(8) Fla, 1, t) = £~ {7 (1/;;)..%’_% ..... sJ ,

risulta F(a, r, {) limitata e precisamente minore di uno, essendo positiva ed
essendo il primo termine del secondo membro di (7) minore di uno.

Invertendo allora la (6) mediante il teorema di BOREL ([5], pag. 33; [8],
pag. 224) si ottiene la soluzione del sistema [(1) ... (4)] sotto forma di prodotto
integrale :

@ U= G(U(a, a, 1)) % Fla, r,1).

Questa equazione da la legge di distribuzione della temperatura in ogni punto
del solido in funzione della sua temperatura superficiale U(a, a, ).

III. — Riduzione del problema ad un’equazione integrale non. lineare.

1. - La funzione U & per ipotesi continua per » > a e la funzione & U(a, a, 1)) .
¢ indipendente da r; passando allora al limite per » che tende ad « in ambo
i membri di (9), si ottiene

Ula, a, 1) = G(Ul(a, a, t)) * 1}3} Fla,r, t) .
Essendo F(a,r,t) continua rispetto ad r, (¢>0), si ha pure
(10) Ulay a,t) = G(U(a, a, t)) * F(a, a, 1) ,
con ([5], App. I, n. 58)

, 1 1 1 NG
— e e ta .
(11) Pla, a,t) = £ Tl s \/i{i - e erfe b
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dove &

40

= %je‘fzdf.

Vt, la

4
erfe —
@

Ora, la funzione G((U(a, a,t)) & per ipotesi una funzione positiva, decre-
scente; F(a, a,t), come risulta dalla (11), & una funzione limitata per ogni
valore finito di ¢ non nullo; la (10) risulta allora un’equazione integrale di
Vovurerra di seconda specie, singolare, non lineare nell’incognita temperatura
superficiale ([9], pag. 89-91) e rappresenta la relazione fondamentale cui deve
soddisfare la temperatura superficiale del corpo.

2. — Si pud allora provare anche in questo caso ([6], pag. 390) il seguente

Teorema. Condizione necessaria e sufficiente perché una funzione y(t) possa
- rappresentare la funzione temperatura .superficiale per il nostro problema, ¢ che
y(t) soddisfi all’equazione integrale non lineare di seconda specie di Volterra

az y(t) = Gy®) * Fla, a, 1),

con Fla, a,t) date dalla (11), ¢ che sia
(13) 0<y)<<1.

La necessarietd della detta condizione discende immediatamente osservando
che se U, data dalla (9), ¢ soluzione del problema [(1) ... (4)], devono neces-
sariamente essere soddisfatte la (10) e la (4), le quali coincidono rispettiva-

"mente con la (12) e la (13) quando in esse si legga y(¢) al posto di Ul(a, a, 1).

Per provare che la detta condizione & sufficiente, ammettiamo per ipotesi
che esista una funzione y(f) che soddisfi alle (12) e (13) e dimostriamo che la
funzione definita dalla (9), quando in essa si ponga U(a, a,?) = #(t) cioé

(14) U= G(y(t)) * F(a,r, 1),

con F(a,r,t) data dalla (8), rappresenta la soluzione del sistema [(1) ... (4)].
Infatti per 1a (6) si ha

lim U= lim#«=0.
D>} . P—r+ 0 .

La U data dalla (14) soddisfa allora alla nota relazione ([2], pag. 255)

(15) lim U= lim (pu).
>0

P>t 0
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Ma ¢

—{r—a)sy) X _
Hm (4 = li I e P } ¢ e /)
m—»im(lm) 2}-—]>1—;100 1‘(] r(lfay + s’ (s \S2K

essendopoi~([6]; pag.391) 1§ =0, §i conclude

P>t 0

lim (pu) =0,

P> o

e quindi, per la (15),

(16) lim U= 0,

>0

come vuole la (2).

Osserviamo che la funzione U data dalla (14) soddista alle ipotesi per cui
vale il teorema fondamentale della trasformata di LAPLACE ([4], pag. 152;
[5], pag. 26) che, per la (16), si traduce nel modo seguente

2U, = PU .
Segue

N B A AW

ora, essendo la funzione
@ e~U—msp
e
antitrasformabile ([5], App. I, n. 55), si ottiene (5], pag. 33; [8], pag. 224)

R P A
(18) Ur_a«ex{wuw+sy

Daltra parte, derivando ambo. i membri della (14) rispetto ad 7, si ha
(19) U, =G=%F,, U,=6G %1,

dove

J" a, e—r—ws,

1
F= e = )b

a e-tr-as 2 2s
Fo= e el )
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Si ha quindi

< |

! 2 . 23 SEEREYE
Urr T (]r: G = lﬂrr B l’]r = #* T
e < ) ) CEER G e

~dove-Pultimo-membro-coincide col secondo nentliro della (I8}, rimanendo cosi
verificata anche la (1).
Dalla prima delle (19) discende

11m U,= G * ]nn Fp=—G % p-11,

e quindi ([6], pag. 392)

lim U, = - @,

T

come vuole la (3).
Infine essendo G per ipotesi limitata ed essendo, per ogni » > a e per ogni
>0,

(20) Fla, v, t) < Fla, a, t),
come si constata immediatamente confrontando le loro espressioni, si ha
Ulayr,t) = G % F(a, r, 1) < G * Fa, a, 1),

e, per la (13),

0< Ula,r, 1) << 1.

Rimane cosli verificata anche la (4).

3. — Seguendo la via usata dai Sigg. W. R. MANN e F. WoLF per ’analogo
problema relativo al semispazio, & facile anche per il nostro caso mostrare
che Pequazione (12) con la condizione (13) ammette in ogni intervallo chiuso
(0, T'), con T grande a piacere, almeno una soluzione che risulta unice se la
funzione caratteristica G(y) & lipschitziana d’ordine uno nell’intervallo chiuso
(0, 1). L ricercata soluzione, che puod ottenersi mediante il classico metodo
delle approssimazioni successive, ¢ in particolare analitica crescente se la fun-
zione G(y) ¢ analitica in (0, 1) ([7], pag. 179).

Per brevita ci limiteremo a mostrare che vale, per esempio, anche qui il
risultato seguente, fondamentale per la dimostrazione del teorema di esistenza.
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Per ogni t variabile in wn_intervallo chiuso (0, T), sia definita la trasformazione
(21) I(y) = Ey() * (o, a, 1),

Con

_ _ J Gy®)  per y)<1,
[ 0 per yt)>1,

ed F(a, a,t) date dalla (11), che pud scriversi

1
(22) e, a,t) = = h(a,t),
Vat
dove
Jat T
(23) a, t) = 1 — \77 ¢'1™ erfe 1/—[ .
(27

Tale trasformazione muta in se stesso uno spazio Y di funzioni non negative
limitate, equicontinue, soddisfacenti cioé la disuguaglionza

4G .
(24) [y —y) < —t),  (0<u<L<T),
dove ¢

Gy = G(y,) = G(0) .
Infatti per la funzione trasformata y, quando sia

0 = () <y,
si ha
J(O0) = J(y) > J(y) =y,
essendo la G(y) e quindi la @(y) una funzione decrescente di ¥; ne consegue

che la funzione trasformata % & non negativa e limitata superiormente da J(0).
Inoltre, per #,>1, si ha, tenuto conto di (23),

|9 — y(6) [ = [{G(w®) * Fla, a, 0}, — {G@) * Fla, a, 0}, | <

G
< -2

T

{1 * (t20(a, t))}tztz——{l * (0 (a, 1) | s
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od anche ([3], pag. 294)

- — G
(28) |yt — yt)| < = |hla, to—w) {1 #2722}, — R(a, t,—7y) {1 %212}, ol

VR

con
0< 1<ty 0< 7 <ty.

Prima di procedere, mostriamo che la funzione h(a,t), positiva e minore di

uno, ¢ decrescente. Dalla (23), infatti, essendo anche ([1], App. II)

G

[ . 1
ha, t) = l/- el [ e~¥— ag,
@ &2
V?/a
si ha, applicando il teorema della media per intervalli infiniti ([8], pag. 293),

<

' Vit e e 1 I
(26) Wa, 1) = ~— ¢l gt [1 dg = 1~—i
a = ac
V?/a
con
t
—"&' < G< + O .

La (26) mostra in modo evidente la decrescenza di h(a, t).
Da quanto precede, essendo

L— 1 <<t— 72,
8i ha

ka, t,— 1) << Ma, t,—14) ,
e quindi, avendosi, per ogni >0,
ha,t) << 1,
si ottiene evidentemente

(@, ta— ) {1 % =12}, _, — hla, t,—7) {1 *¢702},_, | <

< {1 weey, — {1y |
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Sostituendo nella (25) si trova, con convenienti trasformagzioni ([6], pag. 395),

46 .
St

[y(t:) — yit) | <

che, coincidendo con la (24), prova quanto si voleva dimostrare.
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