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GIUsEPPE PALAMA (%)

Relazioni integrali tra le funzioni d’Hermite e di Laguerre
di prima e seconda specie, '

e su dei polinomi ad esse associati. (*¥)

T presente lavoro ¢ diviso in due paragrafi: nel primo di essi si danno delle
relazioni integrali tra le funzioni di HERMITE e di LAGUERRE, di 1% e 22 specie;
nel secondo si studiano i polinomi P"(x) associati (*) alle funzioni di LAGUERRE.

§ 1. — Relazioni integrali tra le funzioni di Laguerre e di Hermite
di 12 e 22 specie.

1. - Abbiamo dato altrove (?) la seguente formula relativa alle funzioni
di LAGUERRE di 28 specie:

1
N7 1 o
\ 2 g (1 — u)rer®
B9 (i) == — i —du, —1l<<n< —o
w () 20 (— oo — n)n!sen oo | yvtetl ! ’
0
che pud scriversi
! .
_ (— 1)+ 0 - 1) [ (1 — u)ren ]
(1,) [ == i J,A ' - Sdw, — 1< n<—a.
V2! e ot
0

(*) TIndirizzo: Via Sepoleri Messapici 20, Lecce (Italia).

(**) Ricevuto il 4.V-1953.

(M) Cfr. G. Pavaxi, Sul Wronskiano delle funzioni di Laguerre di 1* e 2% gpecie e
su dei polinomi ad esse associati, I’imminente pubblicazione in Boll. Un. Mat. Ital..

(2) Cfr. G. PAnaMA, Funzioni di Laguerre di 2% specie, Boll. Un. Mat. [tal. (3) 5,
72-77 (1950). In questo lavoro e nell’altro cit. in () si da un contributo allo studio di tali
funzioni di LAGUERRE. Cfr. inolitre: F. G. TricoM1, La seconda soluzione dell’equazione di
Laguerre, Boll. Un. Mat. Ital. (3) 7, 1-4 (1952).

8 ~ Rivista di Matematica.
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Ora se nella (I,) poniamo % = t/x, abbiamo

£ () =

— 1)+ n 1) [ (@ — et
G o+ )J(r )edt, —l<<n<—ux.

\/ 27!

Cperntl

0

Come subito si verifica si ha analogamente

2

(— 1o 2+ 0 4 1) [ (2 — t)n et
PNy = Sl T AR AN ; [ A— N < e
" () \/275 nlas [ {tntl df’ T<n< %
i
dalla quale, se vi poniamo o« =-—1/2 e quindi n = 0, si trae
-
11 (2) — ]/ i” J L ae,
2)4/¢
0
e pertanto anche
- F
. ot
ho( V2) = ]/:-j ot
2, V1

ove hy(z) ¢ la funzione A’HerMITE di 2° specie (%) h,(x) corrispondente ad n = 0.
Notiamo che si ha

B (@) = nh,_y(2) n>0.

- . Sy . . @ - -
Nell’ultima si & scritto h,'l(w) invece di R, analoghi simboli si useranno
@r -

in seguito per le derivate prime e seconde di altre funzioni.

2. — Analoga alla formula di KoGBETLIANTZ (%)

(e n 4 o= J
L) = et D

I LT Y @ PR Ay — 1< <,
b

(®) Cfr. P. Apprir e J. Kawrt pr FErimT, Fonclions hypergéométriques et hyper-
sphérigues. Polynomes &’ Hermite, Paris 1926, cfr. pp. 357-362.

(") Cir. B. G. KogeerLiaxtz, Sur la sommabilité des séries @& Hermite, Ann. Sci.
Eeole Norm. Sup. (3) 49, 137-221 (1932).
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ove L™(w) ¢ il polinomio di LAGUERRE, ¢ la seguente

]’(cx - oo e ‘

(B -+ l)r’(a — ﬁ) (@ —u)*" pot ‘”L(ﬁ)(“() du, —1< /3 < o

(L) L&) =

0

che, per o = —1/2, — 1< f<—1/2, da, se H,(z) ¢ il polinomio A’HERMITE
soddisfacente alla ’

H(%) = nH,_(x),

(2,)  20H,,(xV2 )=

(“‘ 1)(2n)! Ve / WP LB () 1
) du, —1<f<—%.
3

( );q/)fﬂ aje
r( o+ 0P| — o —~ﬂ)

Invece, per o = 1/2 dalla (1,) i ha

1

(3,) ”‘\/7Hm+1( \/0) (— 1)"@n + 1)! Vaz ‘ WL ) du
Bl

(x — u)p+ve’
F(ﬁ’r77+1)f'(

da cui, facendo f = 0, si trae

W 2VeHaeVD) = O e+ 01Ve [

0

Nelle (1,), (2,), (3,), (4,) ¢ utile il eambiamento di variabile definito dalla
(5,) U = CosTq.

Cosi, ad esempio, dalla (4,) segue

B

‘>"\/‘>H,,,+1 V') = j 2¢(2n + 1)1 cos@ L,{(z® cos®* ) dyp .
— 2 ) dep

3. — Facilmente si stabiliscono delle relazioni integrali tra una classe spe-
ciale di polinomi di LAGUEBRRE e quelli d’HERMITE.



108 G. PALAMA

Dimostriamo innanzi tutto che &

72
i e 1 1 —
(1,) 4% | sen 2¢ cos® g L:}il(we sen® 2¢) dg =1 + (7( )j ) ,712,,(:7:\/2) .
n 1)1

Difatti

[ LA .,
-nt'"— —— e Mg o f)m -
| L(t(x—1))dt nzn['rizf!}2(97»~m)!, t(w — )™ dt
0 0

cioé
x
n e ]» mn! {L.?.m-kl
[L,,(t(:th))dt — )_“ - (,, )_, e
| meo (—m)! (2m + 1)!
0
e da questa, derivandola rispetto ad x, si ha

Y (e — Al 1 4 (”’:_
(25) LY (Hw—10))dt =1 + @y Eon /5)'

D e

La (2,), ponendo ¢ = wcos®p e mutando » in 2z, di luogo alla (1,).
Ora si noti che, se nella (2;) si pone #-—1¢==¢ ¢ si cambia poi z in t,
abbiamo

a

e (1) — 1# = . 4(,;, ,1)“+1 ) ®
}’ (@ — LY (te—1))dt =1 + 2n = 1)1 Hﬁ"(&@) )
0

e questa, sommata con la (2;), da

. (— 1)m+12 @
t)) di = 2 4 (é“ﬁ"_”i)‘“ H,, (\‘7;) ’

w| LY (t(x

D e

che, con il solito cambiamento di variabile e mutando @ in 2, diventa

72 . (— 1)+t
22 | sen 2pLY (2% sen? 2¢)dp = 1 + @n— 1)1

Hg,,(v\/:’) .

o

In modo analogo si ha

(—1)V2

(2‘77, + ]) 1 H‘Zn-{q(ﬂ)}:"‘\/:_),) ,

( Ln(t(w — t)) di ==

]
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che pud anche scriversi

c/2

i —1)m/2 -
sen 2¢.L,(x* sen® 2¢) dp == (=1 Hz,‘_&l(m\/z) .

2w (2n + 1)1

4. — T facile infine dimostrare la seguente formula

(11) .L(M

1 Iz 4+ n + 1) sen (mo)aftt

1
- ) == s e e LA g ) Bl ‘mv»—l_'J(ﬁ) = .
DB+ n+ D)Mo — B)sen (=p) | (@ —wu) w L, (u,) du ,

=}

f<a<<—~n,

[che ¢ un’altra, crediamo nuova, relazione integrale tra i due polinomi di
Lacurrre L (x), LP ()], quando si tenga presente che lo sviluppo di L ()
pud scriversi nella forma

. n e ] 1 e ; —_—
S'IIL::X)(.’I/‘) == Sen (75(05 - l)) z IA(“ + ’LT )F( «+m n) o

me m! (n—m)!

perché &
(__ l)n—nﬂ—l n

Lo +n—m + Do 4 m—n) = > preapmal

e quando inoltre ci si serva della funzione Beta euleriana di prima specie.
Anche nella (1,) puod farsi la solita trasformazione a mezzo della (5,).

5. — Relazioni integrali in cui entrino due o pitt polinomi di LAGUERRE,
o A’HERMITE, 0 altri polinomi qualsiasi, od anche pitt polinomi di tipi diversi,
si possono ottenere con un procedimento che, se non nuovo, consente perd di
ritrovare risultati gid noti o generalizzare altri in maniera semplice e spedita.
Pertanto richiamiamo i seguenti notissimi integrali:

(15) } e~ L () L (@)de = 0, ' moFEN, «>—1,
[
i N I'e 4

(@) } A A DI U R w>—1,

n.

-0
i T e +n-+1) P\"

(35) 4\ 6_/1 Ky Li‘ )(71,1:)(130 = V(’»n/i A“":X - <1 "“1) y o> — 1 y
0

Pultimo dei quali & nullo se 1 = .
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6. — Innanzi tutto, ponendo (%)

L@V LE2 (@) oo LEP(@) = by + 5L (@) 1+ ... + L0
ny Ny 1y 1 $ ?

§ = My = . - N, by costanti opportune, se siindica_con. [ Pintegrale

[«
j e L () L (@) ... L;:;T)(.’I))L(;?)(.‘I)) d.r, a>—1,
0

8i ha:
a) Se m<<s ¢
1’(0 m 4 1)
(16) Im el bm IR ————

mi!
essendo b,, calcolabile a mezszo della seguenté formula ricorrente

m' I“(oc 4 m + l)l’(a1 —,« ny 4 ]) ] (.x, —i— N, -+ 1) o
e iy Lo i (g — ) L ees (=) ! T(oty - iy 1) Dy 44, 1)

Plo + s)

(MH_ - ml)' + o F 0L (e m 1),

+ bia

che in particolare da

e si ha pertanto

(26) Ij= el 20

b) Se m>s ¢

Be) I,=0.

(%) Ctr. 1. Toscaxo, Trasformala di Laplace di Qnod()ttz di funzioni di Bessel e poli-
nomi di. Laguerre. ]?elaumw inlegrale sw junzioni ipergeometriche pit genervali della F,
di Lauricella, Pont. Acad. Sei. Comment. 5, 471-500 (1941), (con Nota blbhowmhca)
In questa Nota di L. Toscano, notevole per i risuitati assai generali che contiene, vi
sono aleuni risultati di questo nostro lavoro ove perd, quelli almeno che c¢i siamo li-
mitati a riportare, si ottenoono in manlela mpldd ed elementare.
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Dalla (2,) se

Ny =N, o =p, (t=1,..,7),
e quindi s = rn, si trae
g r I -+ 1
j' e~ LP(@)] L (w) dw = - (a—%(y + 1 , e>—1,
7.
o

Analoghi risultati si ricavano dalle (15), (3¢)-

7. — Dalla posizione invece
L2 vy ) L3P (v, ) ... Lj;“rr’(vr ®) = ¢y + ¢, LP () - ... 4+ ¢, L (wa),
«e>—1, s§s=Zn,, ¢; cos’r,zmti- opportune,
0 dzill’alﬁ*& pit generale

L:f:’)(vl m"“)L:f‘:’(rgx"'? L:;“r'r’(v, @) = yy + y1 LP i) + ... 4y L (va),

N

«>—1, m; interl positivi qualsiasi, »; reali arbitrari, » > 0, 3, costanti op-
portune e

.
o= 3 nm;,
1

con lo stesso procedimento a mezzo della (1;), o della (2;), pud aversi analogo
risultato, quando si sia scritto, come & agevole, la corrispondente formula
ricorrente.

Si ha cosi, ad esempio,

©

WL ™) .. L (1,07 L (v) de =

@

0, e p>o,

=9 (— 1)o7 b Lt

Tl +p+1), se p=o,

prtatin 1o, !

m; interi positivi qualsiasi, »; reali arbitrari, «a>—1, >0, o= Z nm,,
8 = 3 n,.
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112
Se assumiamo
Ny == N, ;= A, m; = m, o=,
abbigmo
o J 0, se p>ram,
e it [Lj{"’(}»m"')]r LY (var) do = | = DP A Na b p 1) s 7 rm
o 117)+:\+1(,n!)1' ? p= .

8. - Con gli integrali
- 0 per p =,

e""PH (o) H () dz = ! o

[ ! Vor per p==mn,
a mezzo del procedimento indicato si trovano analoghi risultati quale, ad es.,
il seguente

] |
¢ EH, (™) o H (" ) H(r) o = ) v opep 1V 2
prtl !

0, se  p> Xn;mg,
se  p = Xnm,,

ny

m, interi positivi arbitrari, » > 0.
Se poniamo

My = m, Ny = N,

Vi == Ly

dalla precedente si ha ()
0, per p>ram,

@

S G—Xy!x!/Z [Hn(}k/vm)] r H,,(Vm) dz =— A""»p ) \//§;
~ - per p =rnm.

,,.eri

() Cfr. G. Parami, Su delle relazioni indegrali relative ai polinomi di Laguerre e
d’Hermite, Rend. Sem. Mat. Univ. Padova 10, 46-54 (1939). In questo lavoro si da
1. 8i bhadi al significato

= ==

un risultato che si ottiene da quello del testo per 1
leggermente diverso degli H, ().
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§ 2. — Polinomi associati alle funzioni di Laguerre.

In una Nota precedente (7) abbiamo dato la seguente formula relativa alla

funzione [V(x) di LAGUERRE di 2* specie:

I(o+ 1

1 12
1 (@) = Voo

oo + pow &

w0, o -+ 1<0, x finito qualsiasi,

x

I (@)= f ezt dw,

43
L]

e P&(x) polinomio in #, di grado n—1, associato alle funzioni di LAGUERRE
di 18 e 2* gpecie.
Iniziamo qui lo studio di tali polinomi.

1. — Abbiamo dimostrato le formule ()

(14) (n + )P (@) = (20 + « + 1 — )PP (@) — (o + n)P2 (),
(o) () (o) () [ e P(“ + n+ 1)
(21) L @) P (@) — L) () P (@) = I T

ciascuna delle quali, insieme con le
PP w)y =0, PPx)y =1,

pud servire di definizione dei P{(x), per i quali se n = 2, 3, si ha rispettiva-
mente inoltre ‘

PP (2) = (1/2) (¢ + 3 — ), P& @) == (1/6) [;1;2— 2o 4 4)x + o + 6o + 11].
La (1,) & del tutto analoga alla seguente

(31) (n + LY (@) = 2n + o + 1 — )L (@) — (« + 0) ¥ () ,

(") Cfr. loc. eib. in (%).
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dei polinomi di LAGUERRE, i cui valori iniziali sono invece

IP@) =1, IP@) =—a-+o-+1,

Pertanto. se. poniamo

(4) 88(w) = L¥(2) — P¥(a)

ove 8*(x) & un altro polinomio di grado n, sottraendo membro a membro
le (3;) e (1) abbiamo ;

(n + DS (@) = (21 + o0 + 1 — 2)8¥ (@) — (o + n)S@ (2),

cio¢ la formula ricorrente rispetto ad = dei SP(x) ¢ la stessa di quella dei
L' (@), P2 (x). Inoltre, se eliminiamo PP(x), P& () tra la (4;), la formula che
si trae da quest’ultima cambiandovi n in n -1 e la (2,), si ha

. J“(cx + 2+ 1)
{x) ) () Hady —
L (‘E)S 1(1’) Lnrl( )"Sn (‘B) - (’)I - 1)'F(OC _,]L_ ]_)
‘che & analoga alla (2,).

8i noti infine che

SP@) =1, SP@)=—z+o, S@)=(1/2)[2*— (2a + )& + o 4 20— 17,
[} 1 Z
2. — Se, derivata la (1) [poiche I*'(z) = — ¥ P(x)], poniamo al posto

di I* (@) 1l valore che si trae dalla stessa (1), e si tien presente che

(1,) o+ 1), , = I, — """,

&+ 1

abbiamo
(2:) 2P (@) = — (o + 1)PEH (@) + («— @) PO(a) + LEP (@) — L) |

Derivando invece la (1,), servendosi della (2.), della stessa (1,) e della (3,), e
ponendo
AP (@) = Pe9(@) — Peid(a),
8i ottiene
(@ + 1)42(w) = L (@) — LE4P(@) + aPO(a)
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che, essendo

(3) L +0(0) — L0 (0) = L) ,
da
{42) (2 + 14PN (@) = LY (@) + aPO(x)

Da questa si ricava poil sibito

PO () = i S [LE @) + aPE " (@)] .

k=1
3. — Facilmente, da una formula del tipo
(1) P @), ...y Lor(@)) = 0,
in cui F' & una funzione lineare delle I“(x), quando sia anche
(2,) _ F(Lj::l’(w), R Lﬁj‘;r’(w)) =0,

si passa ad un’altra relativa ai polinomi P& (z).
Consideriamo i seguenti casi:
Q) oy m= .= O, == O,

cioe sussistano le formule

(32) B2 @),y ey B2(@)) = 0,
(4a) F(LY @), .y LY @) = 0.

Posto nella (3;) al posto di Z:j:’(w) il valore dato dalla (1), si ha subito per la (4,)
F(PO@), ..., P¥(@)) = 0 ;
sussiste pertanto per i P™(x) una formula del tutto analoga alla (3,).

b) 061:OC+1, Oy == o0 = U, == &,

ossia si abbia
(54) P (@), 12 (@), .y 10(@)) = 0,

e Panaloga nei L¥(x).
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Con il procedimento indicato, si ha

(64) F(— LV () + (o -+ 1P (@), aPOw), ...y 2PP(2)) = 0,

ny

e-si-vede-cosi-che-si-passa—dalla—(5;); - quando-valga Tasua analoga el LY (@),

alla (65), ponendo, nella (5,), :v.l’f;?(m) al posto di {¥(x), (i = 2, ..., ), e invece
1

I3 e+ 1y, bl +, 3

di I>*"(x) Pespressione

. L:xi ““”(:‘1;) _{ (OC _]v__ 1)1)::: —9»1)(:)))‘

e} ey =a—1, = .. =0 =c«.

Dalle (15), (2,) corrispondenti a questo caso segue ora
F(Ly V(@) + aPy (@), P2 (w), ..., aP (@)= 0.

d) o == + 2, oty = ... = ¢, = o.

Le (1,), (2,), se si nota che

1 ! er

I = e e NI e e (o -1

M o A I+ 2) |7 e @ e,
ci danno ora

. - (& +2) - (X -+2)7,, V2 PHX) £ oy 42 ) —_—
P(— @+ o + DIE (@) + (o 4+ 1)(@ + 2P >(2), 2P (@) ..., W P(w)) = 0.
T ovvio il risultato che segue da una data formula nelle I¥(®), valida al

solito quando tali funzioni si sostituiscano con L¥(z), contenente pitt di una
delle 7 (x) precedentemente considerate. Cosi, ad esempio, Papplicazione dei
visultati b) e ¢) ci fa passare rapidamente dalla

B(L D), 12V (@), L2(@)y ony l,‘,‘:’(a;)) =0,
ammesso che sussista Panaloga nei L™ (z), alla formula seguente
F(— Ly (@) + ofor + 1P (@), L (@) +

+ @ PV (@), awP (@), ... yomP (@)= 0.

11 risultato sarebbe stato analogo se nella formula di partenza [valevole
anche pei L(x)] ci fosse stata pit di una delle l;if'*l’(m), l;“l “B(p).
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4. — Esempi.

Dalle formule seguenti [valevoli altresi guando invece di LY (@) sipone L'¥(x)]:

2l (@) == e I (@) o (o ) ()

(1) wlX (@) — (o0 + )P (@) + (o0 + aEV (@) = 0,
TS0@) — (o () -+ (0 ) = 0,

applicando i risultati del numero precedente, si ha subito rispettivamente

(0 + 1PEP@) + nPO (@) — (o + ) PO, (@) = L4 ()

(2,) oo + V)P (w) —afor 4 @) PO () + (o 4 n)e P> V(a) = (« + )L (@),

oo 4 1) PR3P (@) — oo — a) P&O() -+ (0 + 1)aP® 0 (z) =
= (a + @)L @) — (e — 2) L (x) .

Quest’ultima si pud anche serivere

ofor + )PP (@) — (o — @) PV (@) + (n + DaPP () =

= oL P () — (0 1)L (),

LS

per lanaloga alla (1,) relativa ai L(w).

5. - Le formule trovate con opportune eliminazioni danno ad esempio
le seguenti '

(Ls) wP} (@) = (o0 + n—2)P(w) — (o + n) P (@) — LD (@),
(2) 2P (@) = (n -+ 1)A3 () — L),

ar P (@) = (n + 1)LE @) + (0 + DaPe M (w) — oL (@)
(35) 2P (@) = - (0 + 1P V(@) + aPP(x) + L (@) .

6. — Tra queste formule va segnalata la seguente [che si ottiene elimi-
nando LI P(x) tra la (2)) e la (35)]:

(o -+ &) P (@) = (o + n)PEV(@) — (« + )P V() ,

N

ove la derivata di P¥(x) ¢ espressa mediante due soltanto di tali polinomi.
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Sottraendo invece da quest'ultima la (3;), abbiamo

(Z[);M (.L‘) — (O’ -l “)])(\ l)( ) D’P(\)( ) L(\q D

n-1 () M
7. — Per ottenere lo sviluppo di P,(z) poniamo
n B
(1,) P z ay. @, L) == 3 b3
]
in cui a si de

si deve determinare e b ¢ dato da

b(i\) — ("‘])l[‘(a r‘ n M] 1)
n.i (n —~])!1 ( }_ i 1)

) di PY(x), LO(x) nella (2;) da, se si egua-
Ia seguente formula ricorrent

La sostituzione degli sviluppi (
gliano i coefficienti di @

(41 + D —( + Da, , =— b,
!
che moltiplicata per -—-~)-l~——— dwenta,
o w4 1)1

) n! o (n - 1)! w
(R4 ™ (n

T Dt e =

{ex)
(71 JERY 1)‘ st
Ora quest’ultima, cambiando »n in n—1, n—2,.., 4 e sommando, da
q ¥ b ! b Y
(x) - k‘ b}fj‘)
(n i+ et T & 1

a mezzo della quale e della (2,) dalla prima delle (1,) si rvicava la formula
seguente

1 Al An S+ Y T4k 4+ 1)
=2 20 ()

Frir DI rer it ™

() Ploe + k414 1) ”
4204+ D! M+ i+ 1) °

i

" fn-1n-t-1 k+2
BACESAS NI
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8. — Stabiliamo ora Pequazione differenziale cui soddisfano i P¥(x). Deri-
viamo percio la (2;) ed eliminiamo P“’ (@) tra la formula che si ottiene e la (1),
dopo aver cambiato in quest’ultima » in n -+ 1; si ha cosi

@2 P (@) + (n - 2)aPY (1) =

=+ 1) [(@ + n -+ 1—2)P® (@) — (& + 0 + NP (w)— LY (@) |+ 2 L&),

“n 1

che, a mezzo della stessa (2;), della (3,) e dell’ analoga alla (1,) relativa ai
“”’(7}) da la seguente equazione differenziale lineare del secondo ordine, ma
non omogenea, cui soddisfa P&(x):

(1) @P (@) 4 (e + 1)PS(@) 4 (n 4 1)PO(w) = 2L540(a),
che pud seriversi sotto la forma
d ot ;
= [0 1P ()] + (n -+ Lo="esPO () = 20-*<L D (a)
Inoltre, con opportune eliminazioni dalla (1g), si traggono le seguenti:

aP™" (@) — (@ + o — 1)P™' (z) + (20 - m + 1P (@) = 2(e0 + 1)PS+ V()

eP" (@) 4 (@ + o+ PP (2) + 20+ 0+ 1P () = 2 4 n) P D(a),

in ciascuna delle quali anche nel secondo membro vi & un polinomio P@(x).

9. — Scriviamo P¥(2) sotto forma di determinante. Cambiamo percid nella (2,)

ninn—1, n—2 ..., 1, 0 ed abbiamo [se inoltre teniamo presente che ¢
L“"(m)P“"(m’ = 1] un sistema di » equazioni lineari nelle incognite PP(a),

P2 (@), ..., Px). 11 determinante di tale sistema & uguale a
(1) LY (@) L2 (@) ... LO(@) L ()

mentre il determnmnbe del numeratore della frazione che d4 il valore di P ()
[se dall’'ultima sua riga moltiplicata per (1 [2) (e -+ 1) sottraiamo la penultima,
dalla penultima moltiplicata per (1/3) (= + 2) sottraiamo la terzultima e_c}ost_x
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via, e se si tien presente la (3,)] contiene a fattore (1,) e ci da:

R I B Ny T | 0 .. 0 0 0 0
N =1 w203 a2 e 0 0 0 0
1] T2 [y ey S S | 0 0 0
0 0 n—3 .. 0 0 0 0
) . i 0 0 0 e 0 0 0 0
n— a) Py
(—1y=in! P (@)= L ) ) . .
4 w—o—T o+ 3 0
0 3 r—o 5 o+ 2
; 0 0 0 0 0 2 &£ 3

Si noti la grande analogia che vi & tra questo determinante e il seguente
che da lo sviluppo di LP(z) (%):

k20t adn— 1 0 0. - . k . 0
n-— 1 —ir b 2 o3 an—2 0. - . . 0
0 n-—2 e o | X -t SEUUR . . 0
0 0 N3 e . . 0
0 0 0 et . .
n! I @) = : 0
; . . . o 3 —atoatd w42 0
i . . . cae 0 2 —xto+3 o1 :
i 0 0 0 ‘e 0 0 1 —za1

10. - La seguente formula

1 ’ R PR (@) P (y) P ) DO D) (o
a (o + n)(y — ) kgo 1:(0*_%_“]”_{_1) = P @) P,7 (y) — P (@) P, (y)

si stabilisce nello stesso modo con il quale si perviene alla analoga dei L' ().

11. - Alcune relazioni integrali relative ai P™(x) si stabiliscono agevol-
mente con il procedimento seguito nel paragrafo 1.
La posizione infatti, ad esempio,

(1) 2Px) = dy + LT @) + ... + d, L),

(%) Cir. G. Pavani, Sui polinomi di Laguerre, Rend. Ist. Lombardo Sci. Lett. 71,
441:468 (1938).
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quando si indichi inoltre con J,, integrale
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focd
j' e~=g* P (1) LY () da.,
o
ci da subito, se ¢ >—1,
a) per m > n,
J"l == 0 ;
-b) per m =,
o +n + 1)
Jn T T 3
K]
¢} per m<mn,
I'(e +m 4 1)
Jm = d’m “““““““ T

in cui d, si calcola con la formula ricorrente

n—-1 X
" k w=
(m 4 n)! 3 ( )(75_1_1;1—{—1)!

pe=m \M

n! n-m-1 N +n+1—5k)

cosi, ad esempio, se m =mn —1, si ha

o

J'n—l =

:'lf(oc—l—n), oo>—1.

Se invece partiamo dalla

(2u1) _P;"l‘l)(vlm)P;?)(vgw) P,(f;f)(v,m) = ¢o + G LP(ve) + ... + quf,M(Wf') ’

- (m 4+ 1) (a -+ m + 1), ,go i (ﬁzm——-ki nt’

q=—1r+ 2 0,

9 - Rivista di Malematica.
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8i ricava subito

w

' Do+ 1)
- 3F X alxg) s (x,.3

e”e P (nyw) ... Prr(vw) de = g, e

ove g, si determina a mezzo della formula ricorrente corrispondente alla (2,,)

che non ¢ difficile scrivere.
Inoltre & facile trovare, a mezzo della (2,), delle formule integrali, ana-

loghe a quelle dedotte dalla (1), relative all’integrale

w
}' e~ T E 1 (nw) ... Pf,f"(vrx)L(,ﬁ‘)(vx) da, a>—1.
0



