) ]hx'lvsta ’ M:rl tv. ‘Univ. Pa rma 4-, 97;’7)——1 03 (1953)

MARCOCUGTANT(*)

Sugli intervalli fra i valori dell’argomento

pei quali un polinomio risulta libero da potenze. (**)

I. - Sia F(@) = ap” 4+ a7 + ... + a,, (a,> 0), un polinomio a valori
interi e divisore fisso 1, di grado g > 1, e sia 4 il suo diseriminante che sup-
porremo sempre = 0. .

Fissato lintero > 1 e posto k = g -+ 1, slano (per 1 << ¢, < g, < ... < gn<<...)

(1) ZF(QI) ) F(QZ) Y ot s -F(_qn) ’ -F(QN*H) 3

tutti e soli i valori del polinomio che risultano liberi da potenze k-esime (%).
Posto ora:

(Sn = Qnt17— @n

¢ premesso che esistono in ogni caso numeri ¢, di indice grande a piacere (come
risulterd immediatamente gia dalle prime considerazioni del § II), possiamo
proporei il problema di studiare il comportamento della funmone d, Per N ~> oo,

Recentemente HATLBERSTAM e ROTH (%) hanno studiato tale questione nel
caso particolare F(z) = », giungendo a stabilive alcune limitazioni superiori
per la funzione 4§,, valide in questo caso particolare. Semplici argomentazioni
di carattere elementare condurrebbero i nostri autori alla formula:

8, = O(n/etD)y |

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica . Exriques, Universiti, Milano (Italia).

(**) Ricevuto i1 7-11-1953.

(. Ricordiamo che un intero a si dice libero da potenm s-esime (s > 2) se non esiste
aleun primo p per cui si abbia p¥a.

(*) Vedi le due Note: K. F. Rorn, On the ¢ gaps between squarefree numbers, J. Lon-
don Math. Soc. 26, 263-268 (1951); H. Harsersram and K. F. Rorm, On the gaps
belween consecutive k-free integers, J. London Math Soe. 26, 268-273 (1())1)
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mentre coll’aiuto di pit elaborate argomentazioni essi ottengono la formula
migliore (& > 0, arbitrario):

Ba = 012w+,

Essi annuneciano inoltre la possibilita di migliorare lievemente anche que-
st’'ultimo risultato facendo uso di un teorema di J. G. vax pEr Corpur, di
applicazione perd, a loro giudizio, troppo laboriosa nel caso di un % qualunque.
Nel sottocaso particolare k = 2 [sempre per F(z) = x] Papplicazione di tale
teorema conduce RoTH al risultato:

8u = O(n***(log n)'7?) .

Lo scopo del presente lavoro & quello di prospettare la questione nella
forma pilt generale esposta inizialmente e di dimostrarve alenni risultati, ot-
tenibili con se}ppliei argomentazioni elementari, che a tale questione forniscono
una prima risposta.

Alla formulazione dei risultati anzidetti converra premettere aleune defi-
nizioni.

Indicheremo con »(m) il numero delle soluzioni (mod m) della congruenza
Flx) =0 (modim). ‘

Poniamo poi (per s intero > 2):

" s)‘
Ay = H(] — )(2’) ,

» ps

dove il prodotto infinito (esteso a tutti i numeri primi p) & sempre conver-
gente, poiché notoriamente si ha »(p*) < g2, e quindi A, ¢ finito, non nullo
(sard anzi 0 < A, << 1).

Sia ora D' il minimo comune multiplo dei denominatori dei coefficienti
@gy Qyy ...y @, di F(2); il polinomio DF(x) risulta allora a coefficienti interi,
primitivo, a divisore fisso D (si ha notoriamente D|g!) e sia:

DF(x) = DJFy(w)- DyFy(x) ... DFy@), (D = DyD, ... D,, Dy>1),

la decomposizione di DF(x) nei suoi h fattori irriducibili, a coefficienti interi
e primitivi: D F(@), D,F.(x), ..., D, Fu(x), cerbamente distinti per Pipotesi
A4 50 e con divisori fissi D,, D,, ..., D, rispettivamente. .I polinomi F,(z),
.y Fa(@) sono a valori interi ed indicheremo con »,(m) il numero delle solu-
zioni (mod m) della congruenza F(z) = 0 (mod m).
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Possiamo. adesso esprimere i risultati annunziati nella forma seguente:
a) Vale la relazione:

@) lim 8, < 1/, ,

e quindi in particolare sard, in ogni caso, lim d, un numero finito;
b) per ogni & >0 e per infiniti valori di n si ha:

) 5, > e lognm

gk loglogn’
od, in altre parole, vale la relazione:
lim 8, log log n/log n > hj(gk) ;

¢) vale la relazione:

4) 8, = O(n@m=*[(log n)?),
dove
a=g/(k*+ k), p=1Fk+1) per g<1l,
o= 1/(k*— k), =1 per g>1.
II. - Ricordiamo qui un teorema che ci sard di aiuto per le considera-

zioni che andremo in seguito a svolgere.

Consideriamo gli interi z; per cui si ha: <@, <l 4+ & (& ¢ reali, &> 0,
> 0). Detto L, il numero degli interi F(x,;) che sono liberi da potenze s-esime
(8 > 2) di numeri primi minori o uguali o (&) [dove (&) ¢ una funzione reale
non decrescente per &> &, e tendente a ~+oo per & — 4+ col, vale la relazione

(per & = + oo):

5 Ils - /13 _.w?@_ﬁ Kol (§) __M__é m)
X : +O(1°g W@ T @) Tog v@))

dove k, dipende solo dat coefficienti di F(z), e w(§) é una qualunque funzione
reale, non decrescente, soddisfacente alle condizioni

2 < (&) <@)/{@ + ) loge@)}
per qualche >0 ed ogni &> &,.

7 - Rivista di Maiematica
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 Questo teorema si trova dimostrato in un’altra nostra Nota (3), esso costi-
tuisce del resto una conseguenza abbastanza naturale della applicazione del
metodo di VicGo BRUN. Dalla (5) si deducono, come casi particolari, i due
seguenti lemmi.

Lemma.l Se-nel teorema-precedente-si-sceglie-gp(&)-tale-che-@(&) log-@(&)-==—rmri

=y(&) = o(&), si ottiene (4):
(6) L, = &4, + o(§) .

Definiamo la funzione ,(§) come Destremo inferiore di log {t/%(f)} nel-
Vintervallo ¢>> ¢ e poniamo nella (5) la funzione (&) cosi definita:

P(§) = {1/(2ko) }+ Min {y(£),log log g(£) }.

Segue cosi immediatamente I'asserto.

Lemma 2. Se nel precedente teorema si sceglie (&) in modo che risulti
soddisfatta la condizione p(&) < ¢ log &, per una opportuna scelta della costante
¢, vale la relazione:

(M) L, =§4, + B,

dove |B|<<(1/2) A& (per &> &).

Basta porre, nella (5), y(§) = y, = 4K/A,, dove K & la- costante impli-
cata da O (e si pud assumere quindi K > 1), e scegliere ¢, in modo che risulti
GtV < A, J(4K).

Oltre alle precedenti considerazioni ci servird anche il seguente

Lemma 3. Siano iy, ty, ..., t,, .. i numers primi, disposti in ordine cre-
scente, per cui st ha v(t;) > 0. Vale allora la relazione (per >0 ed r abba-
stanza grande):

) t,<{g( + n)/h}rlogr.

2

Osservazione. La (8) varrd anche se la successione ¢, 1,, ..., fry oo €
quella dei primi per cui si ha »(t]) > 0 (per un certo s prefissato > 1), come

(®) Vedi: M. Cucraxt, Swui valori di un polinomio che risultano liberi da potenze,
in ecorso di stampa su: Ann. Mat. Pura Appl.

(%) Si veda anche: G. Ricci, Ricerche aritmetiche sui polinomi, Rend. Cire. Mat.
Palermo 57, 433-475 (1933). Ivi la (6) si trova dimostrata indipendentemente dalla (5).
In tale lavoro si possono perd trovare anche esposti i principi generali su cui si fonda
la dimostrazione della (5).
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segue immediatamente dal fatto che »(t;) > 0 implica »(#]) > 0 per ogni ,,
eccettuatine al pitt un numero finito.

Dimostreremo la (*) servendoci della seguente formula, valida per un poli-
nomio F(z) irriducibile (5),

> v(p) = @/log @ + O/ log® =) .

Pz

Ora se un polinomio F(z) ¢ pill in generale decomponibile in A fattori si
avra v(p) = v (p) + ... + v(p) per ogni primo p, eccettuatine al pit un nu-
mero finito, e quindi si potra scrivere:

(9) > v(p) = haflog @ -+ O(x/log® ) .

p<z

Dalla (9) si ha:

v(t:) = ht.flog t. + O(t[log* .},

Mg

1

gr > ki, flog t, + o(t,/log t,),
t, < (g/hrlog ¢, + oft,) < (1 + y)(g/hr log 7 ,

per ogni > 0 ed r abbastanza grande. La (8) & cosi dimostrata.

III. - Consideriamo le proposizioni a) e b).
La a) segue immediatamente dalla (6) del Lemma 1. Da tale relazione si
ha infatti che, posto

s=Fk, {=w, &=wlt @& =1+ a)é

{(con x variabile per valori interi), il numero L,, che viene a rappresentare tutti
i numeri F(z;) liberi da potenze k-esime (per &> &), soddisfa alla relazione

lim (L./&) = A, .
feyco

Ora se fosse sempre, da un certo posto in poi, d, > 1/4,, dovendo essere
sempre §, un numero intero risulterebbe evidentemente &, > (1/4.)+ 74,

(%) Vodasi G. Riccr, Su un teorema di Tchebychef-Nagel, Ann. Mat. Fura Appl.
(4) 12, 295-303 (1933-34). La formula qui ricordata & a pag. 287.
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(m: > 0, fisso), e quindi:

Hm (D/€) < Ay ;

]

da_questo assurdo segue la a).

Per dimostrare la b) faremo ricorso al Lemma 3 e relativa Osservazione;
precisamente ci riferivemo al caso s =1k, al caso cio¢ che i numeri primi
iy ey bry ... siano quelli per cui si ha »(#) > 0.

Fissato », consideriamo il sistema di congruenze:

B + i) = 0 (mod %), 1<t

Sia X la minima soluzione positiva del detto sistema. Sara allora
X < ({tyts-ty ... £,)% Se g, & il massimo dei ¢,, che non supera X, sard allora:
(sn = pt1——@un > 1.
Avremo poi:
r
(10) log X <k Ylogt, <k Y logp<<(l -+ n)kt,

f=1 P,

& un generico numero primo er n, > 0 ed r abbastanza grande.
P g p ’ 7 g
Ora per il Lemma 3 e per la (10) risulta

log X << (gk/h){(1 4 no)r log 7,

per n,> 0 ed r abbastanza grande, e quindi:

0 > 1> e 0 — .
ghk(l - n,) log »

Sard allora (sia per » > log X, sia per » <log X):

h—e¢ logX h—g¢ logg, _h—e logn
gk loglog X = gk loglog g, - gk loglogn’

O0p > 1>

per £>>0 ed r abbastanza grande.
Poiche » si pud scegliere grande a piacere, la b) ¢ dimostrata.

IV. - Per dimostrare la proposizione c) ci serviamo del Lemma 2, in cui
poniamo:
{=w, &= Ha"*(loga)’,

(x varia per valori interi, H & una costante da determinarsi opportunamente).
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Consideriamo al solito gli interi #;, con {<<w,<{{ + §.

Indichiamo con y quelli fra gli @; per cui risulta F(y) libero da potenze
k-esime di numeri primi minori o uguali a ¢, log &. Possiamo supporre @ ab-
bastanza grande perché tutti gli F(z,) siano positivi e diversi fra loro.

N

i - numero-del-valori-gy-definiti-sopra,-e-dato.-da--Ly-e-wale-la-limitazione:

Ly > ¢ Haw/»=[(log w)ﬁ7 (e, = A4[2).

Evidentemente i numeri F(y) sono anche liberi da potenze Fk-esime di
numeri primi maggiori di

(1 + oot = oot

per x abbastanza grande. Ci rimane dunque da valutare il numero di quelli
fra gli F(y) che sono divisibili per la k-esima potenza di un primo w tale che:

7% > u > ¢of log & > e, Hatov—*(log ),

dove ¢; & una costante opportuna, indipendente da H, il quale ultimo si pud
pensare senz’altro > 1.

Osserviamo adesso che per ogni numero y varrd una relazione del tipo
Fy) = mu®. ,

Per il seguito della dimostrazione ci serviremo di due lemmi relativi al’
comportamento dei numeri m ed wu.

Lemma 4. I numeri m soddisfano alla limitazione:

c, \F . x% E
n<l) (s

per x abbastanza grande.
8i ha infatti: mu* << dfa?, e quindi:

: 3
c;”:v” Cox?

m< Tuk < EHE g% (log x)¥i-H

onde segue l’asserto.

Lemma 5. Se per due diversi valori di y, diciamo ¥y, ed y,, si hanno due
3 . - . . \ k k
diversi w associati ad umo stesso m, se cioé F(y,)= mu;, P(y) = mu,, allora,
supposto u;— U, = Y >0, vale la limitazione:

(12) Y < e Halo-0/4~% j-1x(log )P,
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per x abbastanza grande [¢, dipende solo dai coefficienti di F(x) e dalle costanti
g ed I]. .
Per dimostrarlo osserviamo che é:

< A=) —F@) = [ — .7/2)1’”(4;(0) < (h— ?/2)9(1 + ag)at,

e quindi [essendo ¢, = ¢g(1 - a,)]:
(13) : A< &-e@rt = ¢, Har—*~x(log x)~F .

D’altra parte ‘per ogni coppia m, # si ha:

mur > (1/2) agx? , MmAUFt > (1/2) agrru? ;

ma essendo mu* <, e quindi << cw?*m~Y*, si ha in definitiva:
(14) mUFt > (1/2) agerm'- o] Yol = cgap—almlE,

Osserviamo infine che, per la (14), &
(15) muf ~— muy = m(uy + Y)F— muf > mhul-1Y > ekas-o/tm Uty |

Per le (13) e (15) si ha allora:

o Hw==Y% (log 2)-F > e;kar-olmiY

e di qui, posto ¢, = ¢,/(c;k), segue senz’altro 1’asserto.

Distinguiamo adesso due casi.
1) Sia dapprima g <Il. Poniamo allora:

w=g/(k* + k), B="FklFE-+1);
Pesponente di « nella (12) diviene:

g—1_ . _9—1 g _eE=r=tl
g+l T g+l gD+ I+1) KE+1) ’

e quindi sara Y < 2 per « abbastanza grande.
Percid ad ogni m corrisponderd un solo % e quindi il numero degli F(y)
divisibili per qualche w* non supera, per la (11), il valovre:

Cy \F
2N /D (Jog p)—F/ D
(03H> (log @) ’
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ed ¢ quindi minore di L, per H abbastanza grande (si osservi che il valore
da attribuire ad H dipende solo dai coefficienti del polinomio e dalle costanti
g, 1 e ¢). Detto allora ¢, il massimo dei g: che non supera =, si ha 6, < & e, ri-
cordando che per il Lemma 1 esiste determinato e finito il mlirg x/n, la (4) &

cosi provata nel caso g <I.

2) Sia ora g > 1. Poniamo adesso:
a=1Uk—"%k), pf=1;
ne risulta, per la (12),
Y < ¢ Ha@~V=-0(%~b {mikJog g}-1 .

Ad ogni numero m si potranno quindi associare in generale diversi nu-
meri w, in quantita perd certo minore del corrispondente ¥ — Y(m), quindi
il numero delle possibili coppie m, % & maggiorato dall’integrale [A==c - (c,H)*]:

Agok

| Ydm < e Hao-t-0/=1 (log z)-1 {k/(k —1)} [ml“llk]‘;xak =

0
poee G7H.A(k—1)/’k x(l]—l)/(k—l)/ log z,

e quindi & minore di L, per H abbastanza grande.
La (4) ¢ cosi completamente dimostrata. Valgono infatti anche in questo
caso le osservazioni finali fatte a proposito del caso 1).






