Rivista Mat. Univ. Parma 4, ¢9—-82 (1953)

Sull’ approssimazione delle superficie di Fréchet. (**)

1. - Sia @ il quadrato unitario [0 <w, v<1] del piano (u,) e sia
(T, @): = x(u,v), y=y(u,v), g=2(u,v), (w,0)€EQ

una trasformazione continua di @ nello spazio (z,¥,2) o spazio E.

Sia 8 la superficie di FRECHET del tipo della 2-cella individuata da (7, Q).

Sia (T, @*) la trasformazione continua subordinata da (T, @) sul contorno,
orientato positivamente, @* di Q, e sia 9(8) la linea di FrEcmET individuata
da (T, @%), che sarad nel seguito chiamata contorno di S.

Diremo che una superficie S & quasi poliedrica se essa ammette una rap-
- presentazione, sia la (T, Q) sopra considerata, che & quasi lineare (%) in ogm
regione poligonale chiusa interna a (.

Ci proponiamo in questo lavoro di dimostrare il seguente

Teorema. Ogni superﬁcie di Fréchet del tipo della 2-cella, &i classe I,
(cfr. n. 2) puo essere approssimata, insieme con la propria area secondo Lebesgue,
mediante superficie quasi poliedriche X aventi lo stesso contorno di S.

La dimostrazione di questo teorema sardy fondata su di un notevole risul-
tato di A. MAMBRIANI [38] intorno al cosiddetto « problema di GEGCZE » e su
di una osservazione di L. CESARI [2] al risultato di A. MAMBRIANI.

Un analogo risultato sard provato per superficie non degeneri (vedi n. 9)
facendo uso dei noti teoremi di rappresentazione per tali superficie. Una
applicazione di questo teorema ci consentird di ottenere una dimostrazione
di un teorema di E. R. REIFENBERG [4] sul confronto fra ’area di LEBESGUE
ed un’area introdotta dallo stesso E. R. REIFENBERG.

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica L. TongzrLr, Universita, Pisa (Italia).

(**) Ricevuto il 25.-V-1953.

() Una trasformazione (7, Q) si dice quasi lineare sulla regione poligonale R< @
ge esiste una decomposwlone di B in triangoli su ciascuno dei quali (7, Q) & lineare.
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2. - Sia (T, Q) data come nel n. 1.
Diremo che (T, @) & di classe I, se sono soddisfatte le seguenti condizioni:
a) @(w, v), y(u, v), 2(u, v) sono assolutamente continue secondo TONELLI
(A.C.T.) su @,

b) le derivate x,, ,, ..., #,, che esistono in virtd di a) quasi_ovunque. .

su ¢, sono su @ quadrato integrabile (secondo LEBESGUE).
Una superficie S sard detta di classe L, se ammette una rappresentazione
di classe L.

3. - Dimostriamo dapprima il nostro teorema nel caso particolare in cui
#(8) sia di lunghezza finita.
Consideriamo due gruppi finiti di punti [w], [»,] di (0,1):

[u.]: 0= < U< U< oo < Uy Upyyy = 1 R
[2,]): 0=0 <0 << <0, <y =1,

dieiamo P,, il punto (., v.) e diciamo ¢, ¢;, i triangoli, appartenenti a Q, di
- verticl (Py, Puy gy Pijer) e (P i+1,75 Pijry Pigy, 142) Tispettivamente.

Consideriamo 1a regione poligonale semplice B, c @ costituita dai 2(mn-2)
triangoli t,'., , t;; che hanno al pilt un punto in comune con Q*.

Diciamo T:,, T:.']. i triangoli dello spazio B i cui vertici sono le immagini
secondo (7, @) dei vertici dei triangoli 1, t,, appartenenti a Q. Diciamo (T,, R,)
la trasformazione continua che si ottiene rappresentando linearmente sui tri-
angoli ¢;,, t;, appartenenti a R, i corrispondenti triangoli 7T};, 1%,

La trasformazione continua (T4, R,) individua una superficie poliedrica X,
i cui vertici appartengono a §.

In virth di un risultato di A. MAMBRIANT [3] e di una successiva osserva-
zione di L. CESARI [2], & possibile ad ogni intero N > 0 far corrispondere un
intero N, > N e due gruppi di punti [;], [v;] in modo che detta (T,, R,) la
trasformazione che si associa a questi gruppi di punti come sopra, si abbia:

1

1
b= <y, b)) AZ)<AE®) + o5

' ,
©) (/M) {Z[3(8)] + 2}< L=,

) Uppy— ;<

" ove con A(Z,), A(S) si sono indicate rispettivamente le aree secondo LEBESGUE
di 2, e 8, con L[H(S)] si & indicata la lunghezza di 9(S) e con w(d) si & indi-
cato il modulo di continuitd di (7, 9).

Da c¢) discende in particolare che

2 1 1 i
W To(u, v), T(u,v)} < @ (“‘N“>< Zﬁ< ¥ (u,v)e R, .

1
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Consideriamo ora i triangoli t;,., i;, che non appartengono ad R,: Ciascuno
di essi ha un lato in comune con @*, salvo due che hanno con Q* due lati in
comune. Conduciamo in questi ultimi la mediana relativa al rimanente lato.

Diciamo ¢, =[4,:B,;C,], (1=1, 2, ..., »,), il generico dei triangoli che cosi
si ottengono, e diciamo B,,C;; il solo lato di #,;, che appartiene a Q*.

Sia~ N, il pilt piccolo —intero SN, tale ¢he @ (2/N,)L [F®) | <(A/AN)(1]2)
e sia p, il pid piccolo intero > 0 tale=che risulti B,,0,;<< 2™/N, per ogni
valore di 4. Siano Byy =My oy My iy, .y My o0y, M, ;o0 = 0, i punti mediante
i quali By;Cy; ¢ diviso in 2™ parti uguali. Scegliamo in ciascuno dei segmenti
Ay My orrsy (= 0,1, 2, ..., 2%-1—1), un punto AI,,,W,I in modo che: a) cia-
scuno dei triangoli txl,i,k = [A1,1,2k+1 Ml,z,2k+1 M iar]s tl,z,k = [Al,i,2k+1 J}[1,i,zk+1
M, ;142] sia contenuto in cerchio di raggio << 1/N,; b) l’area complessiva
dei triangoli T;,i,k E[T(Alt')T(—Ml,i,zk)T(-Al,i,zk-i-l)J1 T;I,i,k = [T(An) (M, 0140)
T(Ay1on01)], (=0, 1,.., 27-1—1), differisca da quella complessiva dei tri-
angoli [T(Ay:) T(My ;o) T(M1,i,zk+1)] s [T(Are) T(My,; o110) T(My s 001)], (=0,
1,.., 27 —1), (per meno di (1/2) w (2/N;): L(y:), essendo y,; la curva definita
da (T, Q) su B,.;(,;.

Definiamo quindi 7, su ciascuno dei triangoli t1 or = [A1eMy s 0 Aq 5 0e11]s
t'l', # = [4d1i My i 014045,1001] in modo che essa sia ivi lineare e ra,ppresentl
rispettivamente i triangoli T, ,, T, .

Osserviamo che sui lati dei triangoli 7,5, 27,. sui quali T, era stata pre-
cedentemente definita le due definizioni di T, coincidono. Diciamo R, la regione
poligonale costituita dai triangoli di @ sui quali si & finora definita la trasfor-
mazione T, .

La trasformazione (T, R,) cosl definita ¢ continua. Essa rappresenta una
superficie poliedrica X, per la quale si ha

1 1
A(_Ez) < A(8) + oW +Zﬁ .
Infatti &, per ogni triangolo ¢,,,
2[A<T1,L) + A(T,,.,0)] }: { A[T(AL)T(My, 5 00) T (M, s 2142 ] +

+ A[T(An) (M, 2042) T (M, ¢ 251 ]} + CU ( > Liyw) <

< %w(l%) Ly + ;w(;\) Liyis)

A(Z)<AZ) + zw%)-l;(yu)\ AR) + o +w< ) 5[0s)] <

1

1
<A(S)+ﬁ+ﬁ-
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Inoltre, per ogni (u,v) € R,, risulta @{T(w, v), Ty(u, v)} < 1/N. Determi-
niamo N, come il pilt piccolo intero > N, per il quale si ha

1 1

2
o <E>-L[e9(8)]< Ry

Consideriamo la classe dei triangoli Bops Bropy (b=10,1,..., 29211, § — 1,
2, .., n), e indichiamo con f#,,= [42:B,,Cps], (3 =1,2, ..., vy), il generico di
questi triangoli, intendendo che sia B,,C,; il lato &i ¢,; che appartiene a Q¥*,

Determiniamo il minimo p, > p: in modo che sia, per ogni valore di 1y
By:0ps << 273N, .

Dividiamo ciascun segmento B,;0,; in 2™ parti uguali mediante i punti
Meipy (k=0,1,..., 271 1), [Msi0= By, M, »=0C,] e prendiamo su cia-
scun segmento A, M, ; ..., un punto Ay s 214y in modo che: a) eiascun triangolo -
[M2,<l'.ﬂ;4-M2,i,2k+1 y: Py N [Mz,i,2k+zﬂfz,i,zkﬂAz,i,zkﬂ] appartenga ad un cerchio
di raggio < 1/N; b) 1’area complessiva. dei triangoli [T(d4,.) T(M, ;)
T(As,: 0004 ] [T(Az,-)T(Mg,,-,zkﬁ)T(Ag,i,gkﬂ)] differisca dall’area complessiva dei
triangoli [-T(Azi) (M, ) T(Mz,i,2k+1)]7 [T(Azi) T( My, 0042) T(Mz,i,zkﬂ)]) (=0,
1, 2,..,2%1—1), per meno di (1/2)w (2/N,) L(y.s), essendo y,; la curva
definita da (T, @) su B,0,. Definiamo T, su ciascuno dei triangoli [4,,
My 500l i nria], [Ag,-Mz,,-,ZHZAz,,-,%H] in modo che essa rappresenti su ciascuno
di questi un triangolo come sopra.

Diciamo R, la regione poligonale costituita dai triangoli di @ sui quali si-
¢ finora definita la trasformazione T,.

La trasformazione (T'y, R;) cosi definita & continua, rappresenta una super-

. . . 1 R .
ficie poliedrica X, di area < A(8) +2~1ﬁ<1 -+ —; + Z) ed ¢ tale che, per ogni

(u, ©) € By, si ha @{Ty(u,v), T(u, v} < 1/N.

Proseguiamo quindi indefinitamente in questa costruzione determinando
successivamente N,,, come il pit picecolo intero > N, per il quale si ha
@ (2/Nopa) - L[(8)] < {1/(4N)}(1/2¢) & determinando P, come il pit1 piceolo intero
> Doy per il quale si ha B,,0,, << 2%/N,,,, essendo ¢,,= [44:B;C,;] i triangoli
di @ aventi il lato B,;C,; su Q% sui quali non & ancora stata definita la tra-
sformazione 7,. '

Resta cosi definita su tutto Q0 e su di un insieme numerabile ovunque denso
di punti di Q*, sui quali si & posto To(u, v) = T(u, v), una trasformazione 7,
che & quasi lineare su ogni regione poligonale chiusa appartenente a Q°, per
la quale si ha

: d{To(uy v), T(u, '0)} <1/N, (w, v) € Q.

Poniamo infine Ty(u, v) = T(u, v) Su ogni altro punto appartenente a @Q*.
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Osserviamo che la trasformazione (7, @) cosi definita su tutto @ & continua.
Essa ¢ ovviamente continua in ogni punto interno a Q. Proviamo che essa
¢ continua anche in ogni punto (u,, v,) € Q*.

Preso & > 0 ad arbitrio, determiniamo 0 < § in modo che per ogni 0< §<< 0

sia w(d) < e. Distinguiamo allora due casi: (u,, v,) coincide con uno_dei punti
B,;C,;, oppure no. V

Nel primo caso consideriamo la classe dei triangoli #,,, 1€ R, T, , ., s, ERois,
(s=1,2,..), che hanno un vertice appartenente al cerchio R((1 /2)8), di centro
(1o, v,) € raggio (1/2)8, ed un vertice esterno a R(8). La classe @(0) di questi
triangoli & finita, in virtu della nostra costruzione. Prendiamo allora 0 < 6’ < ¢
tale che se un triangolo appartiene a @(5) e non ha un vertice in (g, Vo)
esso sia esterno a R(J'). Siano 1y, ts,..., t, i triangoli della classe P(3) che
hanno un vertice in (wu,, %), siano &, 6., ..., §, numeri positivi < § tali che
se (1, v) €1, R(0;) sia d{To(u,v), To(tty, v,)} < e. Siainfine 6*=min [, &, bs,..., ,]

Affermo che se (u,v) € R(0*) allora & d{Ty(u, v), To(t,, v)} < &.

Infatti o (u, v) € 1. R(6*) ed allora il nostro asserto & gia motivato, oppure
(u, v) appartiene ad un triangolo di @ i cui vertici appartengono a R(5) e
To(u, v) & lineare su questo triangolo, onde si ha anche in questo caso
A{To(u, v); To(tty, ve)} < &.

Il secondo caso si tratta alla stessa maniera.

Sia quindi X' la superficie quasi poliedrica definita da (T, Q). Si ha evi-
dentemente

A(2) = ext sup A(Z,) < A(S) +1/N ,  HZ) = &SI);

in virth dell’arbitrarietd di N il nostro asserto & percid provato.

4. - Veniamo ora al caso in cui (7, Q) sia di classe L, senza che sia finita
la lunghezza di 9(S).

Sia &,, (n=1,2,...), (£&<C1/2) una successione decrescente di numeri reali
avente per limite zero, tale che ciascuna delle funzioni di una sola variabile
"w(fm 7))9 m(l'—"‘fm /D)’ m(u, fn)a w(u’ 1‘“‘51:)5 ?/(é:ny ’U), ey Z(’M, 1‘“57») sia  assolu-
tamente continua in questa variabile (¥ o v rvispettivamente).

Una tale successione esiste in virtu della condizione a) della definizione
di L,.

Sia N un intero > 0 ad arbitrio.

Diciamo @, il quadrato [£ <w,v<1—§&], @ il contorno di questo qua-
drato e y; la curva definita da (7, Q) su QF.

In virth dei gia citati ragionamenti di A. MAMBRIANI ed L. CESARI e della
ipotesi di assoluta continuitd delle funzioni @(u, v), y(u, v), #(u, v) su @ & pos-
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sibile, semplificando la costruzione del n. precedente (ved. anche L. Cg-
SART [7]), trovare due gruppi di punti

[y,]: E =y, <C Uy g < oo << Upmr =1 — &,

[v1.4]: EL =0, << Vi < oo < Vintr = 1—§& ,

ed un intero N, > N tali che, detti t:., " t"',j i triangoli in cui & decomposto @,
dai gruppi di punti [w,.], [v,,] come nel n. 3, e detti T, T, i triangoli
aventi per vertici le immagini dei vertici dei triangoli ¢, t;,, si abbia per la
trasformazione (T, Q,), che si ottiene rappresentando linearmente i triangoli
T;, T}, sui corrispondenti ¢, ¢’

5 i5?

1 ’ i . L .
a) Uy gy — Uy, << v Vi5b1 = V1,5 << W (1==0,1,2,..,m,; 7=0,1,2,..., n,),
1 1

b) A(E)< A(S,) + 2—;7 ¢) H(Z) & inscritta in 9(S,)
5 . 1
Vo 7)o +25< L,

essendo w(d) il modulo di continuity di (7, @) ed avendo posto §,= (7, 9,)
;"’:'1 = (TI’ Ql) v

Da a) e d) risulta intanto che per ogni (u, v) € @, si ha d{T(u, v), T, (u, )} <
< (2/N,) < 1/(8N).

Allo scopo di raccordare questa porzione di superficie poliedrica 3, con
altre che verranno introdotte, eseguiamo una trasformazione lineare (£2,, @,)
di @, in un altro quadrato Q,=[§ <u, v <1— &1, (&, << & < 1/2), concentrico
con @, interno a @,, avente la medesima orientazione di @, e tale che se P
e P sono due punti di Q. e @, rispettivamente che si corrispondono secondo
(21, @1) si abbia PP < 1/N,.

Sia (T, Q,) = (T,-2-1, Q,) 1a trasformazione quasi lineare che si ottiene
da (7y, Q,) mediante (21, @). Sia X, la superficie poliedrica rappresentata da
(Lo, @1) = (le Q1)

B percid 4(Z) = A3, < A(8y) + 1/(2N).

Inoltre, per ogni (u,v)€ Q., si ha A{T(x,v), Ty, v)} < 1/N. Infatti &

A{T(u, v), To(u, v)} < d{T(u7 v), T1(u, ”)} -+ d{Tl(ua ), Tolu, 'U)} <
S (2/N,) + d{T1(u, v), T, Q7 u, v)} <

< w(2[N) -+ d{Tl(uy o), Tl('”/7 o)},
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essendo (u',v') = Q Yu,v). E percid, per la definizione di (2,,Q.),
d{(u, v), (', v")} < 1/N, . Si ha inoltre

d{T(ua v}y Tofu, ’”)} <

o (2/NY+="a{T,(u, v), T(u, v} + d {T(w, v}, Tu', ')} d{T(u',0"), Ti(w', ")} <
<2+2+a)1.w2<4~ <.
s\ T2\, jfl)*' )<\ 5 <<%

5. - Diciamo quindi Ry, Rys, Rosy Royy Rosy Buy, Raqy R i rettangoli

appartenenti a ¢ cosi definiti:

51\ ’UI<1~—*§1 :>1—§1\\’U/<1“"“Eo
R"‘l’*{ ; By = 1—f <v<l—&

<y <& H<v<l—§

£ < (1—5
R, .= 1 S U S 1
? 2,3 "|: j')

R2"E[ & <u<é J’ R2,55[52<H<EI} RZ’GE[1”§1<M<1—‘521’

<o <l—§ & <v <]’ L<v<§

.Rf)

!Ii

1-§1<u\1—§2 R = & <u <
1—§ <v<l—§ 8 1—§ <o 1—§l°

E allora possibile, in virti delle stesse considerazioni di cui sopra, determi-
nare un intero N,> N; e per ogni rettangolo R,; due gruppi di punti [u, i s
[vs,4,:] (al quali appartengano rispettivamente le coordinate estreme di ciascun
rettangolo R,,) in modo che, detta (T,;, B,) la trasformazione che si associa
a R,; come sopra, si abbia:

a) le distanze fra due punti consecutivi di ciascuno dei gruppi
[%s,i,6]; [9s,,5,] sono minori di < 1/WN,,
5 1 1 1
b) A(2.) < A(S.:) F 5 IS
e) 2. & inscritta in 9(Su),

a) w( >{22L[19(S2,]—|—2}<22-£—V-é,

essendo Sy, = (T, Ry)y Lo = (Thiy Rai).

Raccordiamo ora le superficie poliedriche X, 2., (i = 1,2, ..., 8), fra di
loro in modo da ottenere una unica superficie poliedrica.

Consideriamo il centro C;; di ogni rettangolo R,; e consideriamo una tra-
sformazione lineare (£, R,) di R, in un altro rettangolo R,;, contenuto
in R,;, avente la stessa orientazione e lo stesso centro di R,;, tale che, se P
& il punto di R, che corrisponde secondo (£2;;, R.;) ad un punto P di R, si
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abbia PP <1 /N, e tale infine che se le basi 0 le altezze di due R,; sono
ugualj, altrettanto accada per le basi o le altezze dei corrispondenti R...
Mediante la trasformazione (Q,;, R,;) la trasformazione (Toiy Rei) si muta

nella, trasformazione, anch’essa quasi lineare, (7T, Q2%, Ry)= (1, R.)) costi-

Raccordiamo intanto due fra le superficie poliedriche 2w che sono con-
tigue e precisamente Xy con 3, . o

Diciamo per comodith ABCOD, EFGH i rettangoli By s e R, rispettiva-
mente. Issi appartengono ad una stessa strigcia parallela all’asse u, ai lati
della quale appartengono i punti 4, B, B, F e D, 0, H, @ rispettivamente e
nel verso dell’asse u.

Consideriamo il rettangolo BEHC e osserviamo che sui lati BC ¢ BH le
trasformazioni (7, By) e (T,, B,) rappresentano due poligonali, inscritte
nell’arco di curva y rappresentato da (7, Q) sul segmento I== [u=¢,
& <v<§] del quadrato @, aventi gli stessi estremi.

E percid possibile definire una superficie poliedrica ed una sua rappre-
sentazione (T,, BOHC) quasi lineare su BEHC che sia costante su BE e¢ HC,
che su CB e EH coincida rispettivamente con (7, Rys) e (T, Roy), i cui vertici
siano tutti e soli quelli delle poligonali (7, BC), (7, EH), le cui faccie ab-
biano diametro < w (1/N,), la cui area sia minore di Liy)-w (1/¥,) e tale
infine che i lati di ciascun triangolo di BECH su cui (o, BEHC) & lineare
siano tutti minori di 3/, .

Cid pud farsi nel seguente modo: consideriamo sul segmento I i gruppi
di punti [v] =[v,, 02y .., wa), [0]] =[2], ..., 5.] cui _corrispondono  secondo
(Tas, Rus) © (T, Roy) vispettivamente i vertici delle spezzate (Ty, I)=(T,, BO),
(T, I) = (T, EH); quindi consideriamo il gruppo dei punti, anche non di-
stinti, che risulta dalla riunione dei grappi [v;], [v,]. Sia [w] = [w,, w,, ...,
Witn—13 W] Pordinamento secondo 1’asse » dei punti di questo gruppo, in
cui conveniamo di scrivere w, = v;, wy,, = v, se risulta v,= v,. Siano v,, v,
i corrispondenti dei punti v;, v;, secondo Q,, £y, su BCO ed EH rispettiva-
mente. -

Costruiamo allora la spezzata appartenente a BEHC i cui vertici sono
successivamente i punti dei gruppi [v,], [v,] che corrispondono ai punti di [w]
nell’ordinamento sopra considerato.

Avremo cosi ottenuta una decomposizione di BEHC in triangoli ed in tra-
pezi. Decomponiamo ciascun trapezio in triangoli facendo intervenire tutti e
soli i punti »; e v,; avremo cosi una decomposizione di BEHC in triangoli.

Definiamo quindi (7,, BEHC) in modo che sia lineare su ciascuno 7 di
questi triangoli e rappresenti ivi il triangolo che ha per vertici i punti che
corrispondono secondo (T, Rys), (T, By) ai vertici v, e v, di 7 rispettiva-
mente. :
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La trasformazione quasi lineare cosi definita ha tutti i requisiti richiesti.
Infatti ciascuna faccia della corrispondente supelﬁcie poliedrica ha lati
< (1/N;) in quanto i suoi vertici To(v,)To(ve)To(v D [ To(0) To(0,) To( 0,44)] cor-
rigpondono a punti w,waw, di I le cui mutue dlstanze sono inferiori a 1/N, per

la_definizione di (7, R,); ciascuna faccia della. nostra_superficie_ha un_ lato

inscritto in y ed i rimanenti due lati << w (1/N,) per il motivo di cui sopra;
infine le mutue distanze dei punti v,v,, 1'0 [vlv,vkﬂ] sono minori di 3/N, poiché
le mutue distanze dei punti w,v,w, sono minori di 1/N,, come & stato gia
notato, ed inoltre i punti w, e v, w, e Vyyy, w, € ul (e gli analoghi) distano
meno di 1/N, in quanto si corrispondono in (2,;, R..).

Abbiamo potuto cosi raccordare Xy con X, alla stessa maniera potremo
raccordare X, con Yy, e cosi via fino a raccordare S, con Do

Risulta cosi definita su tutta la corona @,, limitata, dai contorni dei due
quadrati @), —-[‘:Ez<uyv<l—“§2]1 Q=[H<uv — &), (L<&<é, <&1)s
essendo &, e &, la pit piccola e la piu grande ascissa di R,;, una trasforma-
zione quasi lineare (7, &,).

Diciamo X, la superficie poliedrica da essa rappresentata. Si ha, in virta
della costruzione,

_ 8 8 1 1
AE)< 3 4G+ 3 0(3) DG+ 4 <
i==1 f==1 2
< AS . .11 . < $ A(S. .1
S2AG Tt mon st < X A+ 5 g

Inoltre, per ogni (u, )€ @, si ha d&{T(u, v), To(u, v v)} < 1/N.

Se (%, v) € By, (6=1,2,...,8), cid si prova come nel n. 4 salvo il cambia-
mento di N, in N, e di (_Ql, Ql) in (£, R;;) poiché anche in questo caso 8,
con opportuna scelta di 4, d{T(u, v), Toilu, v)} < w(2/N,).

Se (u, v) appartiene ad uno dei rettangoli del tipo BEH C, cid si prova nel
seguente modo. Supponiamo per semplicitd che (w,») appartenga a R, ed
al rettangolo BEHC. 8ia 7 il triangolo di BEHC cui (u, v) appartiene e sia
(u'yv') uno dei vertici di v che appartengono a BC. :
- Sara

AT (u, v), Tolu, v)} < A{T(w, v), T(u', v')} + &{T(, v"), Tolu, v v)} <
d{T u, v), T(u', v') }+ d{T(ula '), To(u/, v,)}‘*‘ A{To(w', v'), To(u, )} <

w (3/N2) -+ d{T(u,’ ?'), Tolw, 'UI)} + d{To('u'ly v'), To(u, 'U)} y
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poiché le mutue distanze fra i vertici di 7 sono minori di 3/N¥,. Ne viene

L, 0), Tolaty 0)} < @(3/N)+AH{T (', ), Tog- Q8 (w0} +A{To(at' '), Tl )}

w\v»wmwll?onia,mo»»\(&-’»;»55»)~\»=-«-§2§§1’('u’*,** v")-e notiamo-che; per-ls definiizione di (£2:5, Byy),
si ha d{(w, v'), (u', v')} < 1/Ny; notiamo altresi che per la definizione di (7s; ,
Ry) i ha Tpp(u', v') = T(n', v'); notiamo infine che i punti Toy(w', v') e Ty(u, v)
appartengono ad una stessa faccia della superficie (Ty, BEHC) che ha percid
diametro << w (1/N,).

Risulta allora

3 1 1
00, T ) <0 () + 03]+ o 7)<
5 5 1 1 1 3 1
<380 = Bl I AL SR
\3w<N2><3w<N2><4N22 8 2w

La nostra affermazione ¢ cosi provata.

6. — Veniamo ora a raccordare le superficie poliedriche X; = (T, ¢,) con
la superficie poliedrica X, = (T, @,).

Allo scopo conduciamo le diagonali del quadrato ¢ che sono anche le dia-
gonali dei quadrati @,, 0, @s, Oz, Q, e cosi via.

Sia A'B'C'D' uno dei quattro trapezi che queste diagonali formano con i
contorni dei quadrati §,, @, sia 4'B’ il lato di A'B'C'D’ che appartiene a Q,,
0'D' quello che appartiene a §.

La trasformazione (T,, Q,) definisce sul segmento A’B’ una spezzata che
¢ inseritta nell’arco y'=(T, I'), essendo, per fissare le idee, I'=[§;, <u<1—§,
v = &;] ed ha gli stessi estremi di y'y cosl pure la trasformazione (7, @,) defi-
nisce sul segmento D'C’ una spezzata inseritta in y' ed avente gli stessi
estremi di 4. :

B allora possibile, mediante gli stessi ragionamenti del n. precedente, defi-
nire su A'B'C'D' una trasformazione quasi lineare (Ty, A’'B'C'D'Y che sia
costante su .4'D’' e ("B', che coincida su A'B’ [C"D'] con (T, A’B’) [(T,, C"'D")],
che rappresenti una superficie poliedrica i cui vertici sono tutti e soli quelli
delle spezzate di cui sopra, le cui faccie abbiano diametro w (1/N,), la cui area
sia minore di  (1/N,):-L(»') e tale infine che i lati di eiascun triangolo
di A’B'C'D’" su cui (T,, A’B'C'D’) & lineare siano tutti minori di 5/N;.

Ne viene di conseguenza, in virta degli stessi ragionamenti del n. prece-
dente, che, in ogni punto (u,v) € A'B'C'D', si ha d{T(u,v), To(u,v)} <
< 3w (5/N,)<< 1/N.
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B cosi possibile raccordare (Zs, Q1) e (T, @) mediante una trasformazione
quasi lineare (1, ;) (essendo @,, la corona compresa fra (), e Q.) in modo
da ottenere su tutto . una trasformazione continua, quasi lineare, (7, @.),
per la quale si abbia:

a{T(u,v), Ty(u, )} < ‘;[ ’ (u, v) € @2 ’
A(Zy) < A(S,) + E A(S, + . + 5 + ) <;T) L8] <
1

1 1 /1 1
A(8y) + Z A(8y) + EY + ﬁ(é + ‘><
1

1
< A(8) + Z A(8y:) + eV + i’

i

essendo 2, la superficie poliedrica rappresentata da (Ty, Q).

7. — Consideriamo quindi il quadrato Q,= [ <u,v <1— &], la corona
@:— @, e gli otto rettangoli Ry in cui questa corona ¢ decomposta analoga-
mente a quanto si & fatto nel n. 5.

Determinano quindi un intero ¥, > N, e per ogni rettangolo By due gruppi
di punti [%s,1,: ), [vs::] (al quali appartengano le coordinate estreme di cia-
scuno dei rettangoli R;;) in modo che detta (T, Ry;) la trasformazione quasi
lineare che rimane associata a ciascuno di questi gruppi di punti si abbia:

a) le distanze fra due punti consecutivi di ciascuno dei gruppi (3,45 s
[9s,4,:] sono minori di 1/N;,

b)  A(Zy) < A(Sa) + (1/29){1/(4N)}(1/8)
¢) 9(Zy) & inscritta in FH(Sy),

O B/8) {2 3 L[98)] + 2} < {1/} /80127 ,

essendo Sy = (T, Ry,), Zy= (Ty, Ry:).

Consideriamo come al n. 5 le otto trasformagzioni lineari (25, By) di cia-
scun Ry in un rettangolo R,;, interno a R,;, avente la stessa orientazione e
lo stesso centro di R,;, tali che se P e P si corrispondono in (£, Ry;) si
abbia PP < 1/N,. ‘

Definiamo come nel n. 5 le trasformazioni quasi lineari (Ty, By;) © raccor-
diamole in modo da avere una trasformazione quasi llneare continua su tutta
la corona €, = Q,—
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Raccordiamo quindi, come nel n. 6, (T4, €) con (T, Q,) in modo da avere
una trasformazione quasi lineare, continua su tutto Qsy (To, Q5), tale che,
detta 2, la superficie poliedrica da essa rappresentata, si abbia:

d{T\% o)y Tolu, U)} LN, (u,v) € @a ’

A(Z) <A+ TAS) + TG + 5[+ ]+ )
Proseguiamo quindi indefinitamente cambiando successivamente il coeffi-
ciente 1/2° che compare in b) e in d) in 1/2+** ¢ cambiando N, in N,,,. Avremo
cosi definito nell’interno @° di @ una trasformazione (s, @°. Poniamo infine
To(u, v) = T'(u, v) per ogni (u,v) € Q*.

Avremo cosi definito su tutto @ una trasformazione continua che & quasi
lineare in ogni regione poligonaleinterna a Q.

Osserviamo che (7T,, Q) & continua in ogni punto (u,, v,) € Q*.

Un riesame dei ragionamenti fatti nei nn. 5 e 6 ci consente intanto di
affermare che se (u,v) € Q,,, — Q, allora &

d{T(u7 v}, Tolu, ’0)} < 4w (B/N,) < 460(55"—1) ’

poiché si ha 1/N, <&, ,—§&, < £,y .

Preso &> 0 ad arbitrio, determiniamo allora § > 0 in modo che per ogni
0< 8< b sia w(58) < /5. : ‘

Determiniamo quindi il piu piceolo intero s in modo che per ogni 8> s
sia &, <C 5, poniamo quindi §'= &, < E_ < b

Si ha allora, se (u,v) € Qo R(J') [R(') ¢ il cerchio di centro (u,, v,) e
raggio ¢,

d{To(u, ), To(uoy '00)} < d{To(u7 v);, T'(u, ”)} -+ d{T(’M, v), To('uoy "70)} <

<do (3/V,) + 0(8), p>3,

<dw(8&,-1) + o(d') <4w(58) + o (53) < 5w(53) < ¢ .
La stessa disuguaglianza & evidentemente verificata se (u,v) € @*-R(5). La
continuitd di (7, Q) nel punto (%, vy) & cosl provata.
Diciamo X' la superficie quasi poliedrica definita da (T, Q). Si ha intanto,
per la definizione di (T,, Q) su Q*, che HZ) = H8).
In virth di quanto si & visto nei nn. 4-7 & inoltre, per ogni (u, v) € Q,

a{To(u, v), T(u, v)} < 1/N .
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Osserviamo infine che si ha

w 8

A(Z) = ext sup A(Z,) = A@S) + 3T 3 A(S,0) ~{~{1/(2N)}§ 1/2n,

p=2 ==

¢ che, per una proprieta dell’area secondo LEBESGUE, si ha, per ogni valore
dellintero am,

m & )
4’1(‘91) "}" z z I“(Sll) {{: A (Sm) < ‘4(8) H

P2 fm=l

essendo 8, la superficie definita da (7', Q) sul quadrato Q,,=[§,, < wu, v <1—§&,].
Siha dunque

A(X) < AS) 4 1J(2N) < A(S) + 1N
e, in virth dell’arbitrarvietd di N, il nostro teorema & cosl completamente
dimostrato.

8. - Sia 8= (T, ) data come nel n. 1, sia [§] insieme dei punti di B
che sono immagine secondo (7, @) di qualche (u, v) € Q.

Sia M €[8], sin I'-V(H) Vinsieme dei punti di @ la ecui immagine secondo
(T, @) ¢ in M. L’insieme 7V(M) ¢ chiuso ed i suoi componenti sono con-
tinui g appartenenti a . »

Si dice che (7, @) & aperta non degenere se

a) non esiste un continuo g contenente Q*, b) per ogni ¢ linsieme @ — ¢
& connesso; ‘

si dice che (7, @) & chiusa non degenere se
a) esiste un continuo y contenente §*, bh) per ogni continuo g linsieme
() —y¢ & connesso.
B noto che se (T, Q) & aperta (chiusa) non degenere ogni altra trasfor-

mazione (1", ¢) equivalente secondo Fritcurr a (7, @) lo ¢ anche; si pud
percid dire che § & aperta (chiusa) non degenere.

9. — Per superficie aperte non degeneri vale il seguente teorema di rap-
presentazione:

Teorema [1]. Ogni superficie aperta non degenere ammette una rap-
presentazione di classe L,. .

I1 nostro risultato sull’approssimazione vale percid per ogni superficie
aperta non degenere.

6 — Rivisle @& Malematica
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Per superficie chiuse non degeneri la stessa proprietd di approssimazione
& contenuta nel seguente

Teorema (L. Cmsarr [2]). Per ogni superficie chiusa non degenere
S(7, @) ¢ per ogni intero N > 0 esiste una superficie poliedrica X in_essa

inseritta ed una sua rappresentazione quasi lineare nel quadrato Q, (T, 9),
tale che

A(Z) > A(S) + 1IN, d{To(u, v), T(w,v)} < 1N, (4, v)EQ,

(T, Q) e (To, Q) sono costanti su Q% e si ha T,(Q%) = T(Q*).

(1] IL.

2] L.
(3] A.

4] E.
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