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JAurts CECCONI. (%)

Sulla additivita ciclica degli intégrali sopra una superficie. (**)

1. - Sia @ il quadrato unitario del piano (u,v), @ = [0 <w, v <1], sia
M (1@ s=awv), y=yav), z=u0), @EQ,

una trasformazione continua di § nello spazio (z, ¥, 2), sia S la superficie orien-
tata di FrRECHET del tipo della 2-cella definita da (T, @). :
Sia [S] = T(Q) l'insieme limitato e chiuso costituente il sostegno della
superficie S, S ,
Sia f(z, v, 2, 4, v, w) una qualsiasi funzione dei sei argomenti , ¥, 2, 4, v, w
definita e continua per ogni (x,¥,2)€ [S] e u* + v2 + w?> 0, e positiva-
mente omogenea di grado uno rispetto a u, v, w. Sia 7(8) = T, Q)= fjdcr,

’integrale di tipo di WEIERSTRASS definito da L. CEsARI [7] per tutte le super-
ficie di area finita secondo LEBESGUE. Tale integrale & indipéndente dalla rap-
presentazione (7', @) di S e si riduce all’ordinario integrale di LEBESGUE ogm
qualvolta P'area ¢ data dall’integrale classico (%).

Per ogni P = (x, y, 2) € [§] indichiamo con T-*(P) I'insieme dei punti (u, v)
di @ per i quali & T(w, v) = P. Questo insieme & chiuso e percid i suoi com-
ponenti massimali sono continui di . oo :

Diremo, secondo G. T. WHYBURN [16], che la trasformazione (T @) & mo-
notona se per ogni P = (, ¥, 2) € [S] Pinsieme chiuso T'-(P) & costituito da
un solo continuo, diremo che & mai stazionaria (light, in inglese) se per ogni
P =(x,y,2)€[8] i componenti massimali dell’insieme -chiuso T-*(P) sono
ridotti a punti. )

(*} ‘Indirizzo: Istituto di Matematica L. Townervri, Universitsa, Pisa (Italia).

(**) Rlcevuto il 31-111-1953.

() La definizione di integrale 7(8) verra nchlamata nel n. 9. In nostri prece-
denti lavori ([2], [8], [4], [5]) abbiamo usato l'integrale F(S) per la-formulazione dei
teotemi di GaUss-GREEN e di STOXES per superficie supposte soltanto di area secondo
LEeEscur finita. Per altre recenti applicazioni dell’integrale J(S) si veda V. E. Bo-
NowarNt [1), L. Cesarr ([9], [10], [11]), J. Dawnskin [18].
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Sono noti i seguenti fatti:

B possibile (teorema di fattorizzazione di S. BILEMBERG e G. T. WHYBURN,
[15], [16]) esprimere la trasformazione (T, §) mediante il prodotto di due
trasformazioni continue, 'una monotona, I’altra mai stazionaria, nel seguente

lllU(lU

a) (7,0)=(L-M,Q),

b) (M, @) & una trasformazione monotona di ¢ in un insieme intermedio
art= M(Q) di uno spazio ausiliario,

¢) (L,9m) ¢ una trasformazione mai stazionaria di 977 nello spazio
(@, ¥, 2),

questa fattorizzazione essendo unica a meno di un omeomorfismo sull'insicme
intermedio 977.

Detta F la classe degli elementi propriamente ciclici (cyclic true elements,
in inglese) dell'insieme 977 pensato come uno spazio di PEANO, questa classe
¢ al pin numerabile, potendo eventualinente essere vuota.

Per ogni elemento propriamente ciclico €, di £ esiste una unica retra-
zione monotona (2) (nel senso di G. T. WHYBURN [26]) di 97T su €, che diciamo
(ttn, 9TT); esiste quindi una trasformazione continua (Tu, Q) = (L-p,- M, Q)
di @ nello spazio (x,y,2). La classe (T, y @) di queste trasformazioni costi-
tuisce la decomposizione ciclica di (T, ), che & indipendente dalla mppw
sentazione (T, Q) di § e dalla fattorizzazione di (7, Q).

Se la superficie S ¢ di area secondo LEBESGUE L(8) finita, ciascuna delle
superficie di FRECHET S, = (T,, @) & di arvea finita e si ha (teorema di addi-
tivitd ciclica per larea secondo LeBEscum, T. RADO [15])

Sempre nella ipotesi che S abbia area secondo LEBESGUE finita, si possono
considerare, secondo L. Cmsart [7], gli integrali 7(S) = F(7, ), T(8,)=
= j\qf‘ny Q)) (n= 1).27 o) ‘

Scopo del presente lavoro ¢ di dimostrarve il -seguente

(*) La retrazione monotona (u,, 9) di 9 su €, & la trasformazione continua &i
Il su €, cosi definita.
Sia a9, sia ', I cventudle componente di M — &, cui appartiene e sia Fop(I,)
la frontiera di I, relativamente ad 9T, che come & nolo & ridotta ad un punto di 6' "
B allora
(N",m)::ja:i ‘ se ¥ & &, ,
; VT se ze¢,.
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o Teorema. Se S = (T,0Q) ¢ di area secondo Lebesque finita, se le S, =
= (T, @) sono definite come sopra, allora sussiste la sequente uguaglianza

@

F(8) =3 7(8.) .

n=7

~Nel caso particolare in cui § = (T, @) sia di tipo A (base surface, in
inglese) questo teorema & stato provato nel nostro lavoro [8].

2. - Sia (T, @) la trasformazione continua data mediante le (1) del n. 1.-
Sia K un continuo appartenente a @, dotato della seguente proprieta rispetto
a (7, @): considerata la classe [y], degli insiemi aperti relativamente a @ che
costituiscono i componenti massimali dell’insieme @ — K, per ogni yelvls la
trasformazione (T, () & costante sul continuo Fy(y), frontiera di y relativa-
mente a ¢ (%), appartenente a K, separante in @ (4).
Diremo allora con L. Cesart [12] che il continuo K gode della proprietd @
rispetto alla trasformazione (T, Q).
Consideriamo, a partire da (7, Q) e da K, soddisfacente la condizione @
rispetto a (T, @), la trasformazione (7, @) definita nel seguente modo:
(7, @) & coincidente con (T, Q) su K, ’
(T,Q) & costante su ogni ye& [yl ed ivi coincidente con T[Fy(y)].
La trasformazione (T, @) cosi definita & continua [12], diremo che essa & la
retrazione nel senso di L. CESARI di (T, @) rispetto al continuo K C @, sod-
disfacente la condizione @ nei confronti di (T, Q).

3. — Sia (L-M, Q) la fattorizzazione di (7, Q) considerata nel n. 1.

Sia I la classe degli elementi propriamente ciclici dello spazio di Prano
9Nt = M(Q) intermedio nella fattorizzazione (- M, Q).

Sia € un elemento propriamente ciclico di G71.

Allora, come & noto ([15], [18]) (°), & & chiuso relativamente ad 977, con-
nesso, non ridotto ad un punto, tale che se PIinsieme Q77— € non & vuoto
e I' & un componente di 977 - € allora Fg,(€) & ridotto ad un punto appar-
tenente ad € e precisamente ad un punto taglio di G77. ‘

(®) Se 4 & un insieme di uno spazio B, 4, indiea la chiusura di 4 relativamente
a B, Aj linsieme dei punti interni ad 4 relativamente a B, Fy(d) = A, (B < 4),
la frontiera di A relativamente a B.

(*) Se 4 & un insieme connesso e B C A diremo che B separa in A, oppure che B
¢ un insieme taglio di 4, se I'insieme A — B non & connesso. )

(5) Qui e nel seguito (in particolare n. 12) si fa Hberamente uso della teoria -della
decomposizione ciclica di uno spazie di Pravo (ved. ad esempio [15], Cap. II, 2).
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Poiché (M, Q) & monotona ne discende intanto [15] che I'insieme J =M-1(E)
& chiuso rispetto a @ e connesso; & percid un continuo di §.

Consideriamo quindi gli insiemi §, aperti relativamente a @, eventuali
componer‘lti‘di @ —J, ed osserviamo che [15], poiché (M, Q) & monotona,
ciascuno di essi & il modello secondo (M, Q) di uno dei componenti

di 9 —¢€.

Osserviamo inoltre che la frontiera relativamente a @ di ciascuno di questi
d & il modello, secondo (M, @), della frontiera, relativamente ad agrt, del cor-
rispondente I

Infatti, poiché F,(d) = 8, (@ — 0), ovviamente

M[Fo(8)] € M(3e) M(Q — 8)g) = M (8)gr* M(Q — 8)ep = Fgp(I') .

Per provare la relazione opposta consideriamo un punto U dell’insieme
M(8,) M(Q —6),). ,

L’insieme M-*(U), che & un continuo per essere (M, Q) monotona, ha punti
sia in 9, sia in"(§ —0), e percid incontra Fe(d). Quindi Uc M[F,(d)], e cid
prova la nostra affermazione.

Infine F,(d) separa in @ poiché (M, @) & monotona e M[F,(4)] & un punto
taglio di Q7.

Tutto cid prova allora che Pinsieme J= M~(€) & un continuo di @, che
per ogni eventuale componente § di @ —J la frontiera F,(5) & un continuo
appartenente a J sul quale (T, @) & costante e che infine F,(5) separa
in Q.

Ne viene quindi che il continuo J gode della proprieta ¢ rispetto

a (T, @).

4, - Sia {E ,,} la successione costituita dagli elementi propriamente ciclici
di 977 Sia J, il continuo di @ ottenuto a partire da (:' come nel n. precedente

si & ottenuto J da €&.
~ Sia (T,, Q) la trasformazione continua costruita a partire da J, e da (T, Q)
mediante la retrazione considerata nel n. 2.
Sia (T,, @) la trasformazione continua, gia considerata nel n. 1, ottenuta
mediante la retrazione monotona di G/ su &,.
Dopo quanto si & osservato nel n. precedente ed in virtu delle definizioni,

8i riconosce immediatamente che per ogni intero n &
(7., Q) = (ny @) -

5. - Sia (T, @) la trasformazione continua del tipo della 2-cella data me-
diante le (1) del n. 1.
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Sia « un insieme aperto relativamente a @. Siano

(T1, Q): y=ylw,0), z=2zu0), @o)eq,
(T, Q) 2=2w,0), o=a(w1), @WoeQ,
(T5, @): r=uaw,v), y=yuv), W),

le trasformazioni piane associate a (7, @). '

Sia 7 un poligono semplice appartenente ad «, e T (x*), (r =1, 2, 3), la
curva chiusa orientata immagine del contorno orientato =* di & secondo (7, Q).

Siano K, (r=1;2, 3), dei quadrati dei piani coordinati contenenti gli in-
siemi 7.(Q), sia P un generico punto appartenente a K,.

Sia O(P, T',, x) Vindice topologico del punto P & K, rispetto a T,.(z*) se
Pe T.(n*), sia zero altrimenti.

Sia [7;; (=1, 2,...,n)] un gruppo di poligoni semplici di « privi a due
a due di punti in comune. Sia [6]

Ky

9T, 7) = [[|OP, T;,m)|AP, v (T,n)= [[O(P, T, m)dP, (r=1,2,3),

T, m) = h’f(T’ ) + TZ(Ta ) -+ T;(Tv 75)]1/21

=1

Y(P, T,o) = extsup > |O(P, T,,m)|, G(T,a)=extsupy ¢(T,n;), (r=1,2),

T=1

(T, @) = ext sup 3 [¢(T, 7:) + go(T,'7) + g5(T, 7:)]2,

fe=1

Testremo superiore essendo preso rispetto a tutti i gruppi di poligoni [=,] di o
B noto che [6] ‘ :

[[PAP, T, o) AP = G(T, o) (r=1,2,3),

K

& noto anche che se o« coincide con @ si ha
Gr(Ta Q) = Gr(Ta Qo) ’ (T = 17 27 3) 3 G<T7 Q) = G(T7 QO) - L(T7 Q) - L(S)

Sia infine {d;; (¢ = 1, 2, ..., »)] un gruppo di insiemi aperti relativamente ad «,
privi a due a due di punti in comune, e poniamo

G(T, o) = ext sup i [GX(T, 6)) -+ GXT, &) + GX(T, 5,)142,

qel
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U'estremo superiore essendo preso rispetto a tutti i possibili gruppi di insiemi
[6:] di e.

6. - Dimostro il seguente

Demmia . Sia (T, Q) la trasformazione continua assegnata mediante le (1)
del n. 1. Sia « un insieme aperto relativamente a (). Supponiamo che sia
Q(T, Q) < + oco. Allora si ha

G(T, o) =G, o).

In virta delle definizioni si ha immediatamente G(T, o) < T, a). -

Basta percido provare soltanto la disuguaglianza opposta.

Sia &> 0 ad arbitrio, sia [d;; (1 =1, 2, ..., 2)] un gruppo di insiemi di «
aperti relativamente ad «, privi a due a due di punti in comune, per il quale
si abbia

n
G(T, o0) — e < 3 (63T, 8) + GXT, 6,) + GX(T, 5,)]ui* .
fe=1

In virth dei teoremi di approssimazione di L. CESARI {[6], p. 1357) si puod
determinare per ogni i un gruppo di poligoni [7is; (8 =1,2,..,n)] appar-
tenenti a J;, privi a due a due di punti in comune, per il quale risulti

K £
> 9T, 7i,0) > @, 6)——, (r=1,2,3).
i=1 .

Si ha quindi (8)

G(T,0) —e< i H igl(T, Tie) + e/n}2 -l—{ ggg(T, Ti) + 3/1)7,}2—}-

i=1 =1

+{ ggs(T, TTis) -+ gln }2]1/2

7 3e2\1/2
< Y [Z [G3(T, i)+ g5(T,y 70) + G3(T, 7)) —l—( ) }

i=1Lls=1}
n n‘ n 1‘11

< 2 29T, 7 +n = 2 29T, ;) + 2,
i=1 §=1 =1 §=1

(¢) Qui si & fatto uso della nota disugnaglianza
[(Z “1')2 -+ (Z az")z + (z aa")z:'l/z < Z [a%'r -+ OCZ‘T —+ agr]l/a 4
7 T r r

oz essendo numeri reali qualunque.
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dalla quale, in virtt della definizione di G(7, 1) e della arbitravietd di g, si
deduce

G(T, o)y < T, a) .

7. — In_questo numero dimostro il _seguente

Lemma. Sie (T, Q) la trasformazione continua assegnata mediante le (1)
del n. 1 . Sia y un continuo di @ che separa in Q, tale che T(y) sia ridotto ad
un punto che diciamo U. Sia o un componente di @ — v, sia f§ Uinsieme, aperto
relativamente a @, p = @ —o—y. Sta 7t un poligono appartenente o Q.
Supponiamo infine che per un valore di v, (v = 1, 2, 3), sia G.(T, @) < + oo.
Allora
G (T, ) = G(T, #°) = G.(T, an®) + F{TL, p=°) .

In virtit delle definizioni la disuguaglianza
G (T, on®) + G(T, pr*) < G(T, =°)

¢ ovvia. Basta percio dimostrare la disuguaglianza opposta.
Fissato &> 0 ad arbitrio, sia o> 0 tale che se h,C K,, |h.|<g,si abbia

[ J‘ Y(P, T, QAP < ¢.

By
L’insieme y ¢ chiuso, percio se (y), ¢ l'insieme dei punti di @) che distano da »
meno di p, si ha

lim )=y, 1mI[y),l=T(), limdamT[(y),]=0.

0—+0 0—>0 0-*0

Sia ¢ > 0 tale che risulti
. | R
diam T(y),]1 < 5\/0 .

Sia [7;; (6 =1, 2, ..., n)] un gruppo di poligoni interni a =z, privi a due a
due di punti interni in comune, per cui si abbia

G(T, 7y —e <3 g1, 7).

g=1

Sia. s; un poligono di questo gruppo. Consideriamo linsieme n* — a[y.
Siano [Ay; (8 =1,2,...)] i componenti di questo insieme.

d — Rivista di dMatematica
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Consideriamo quei componenti A, per i quali si ha diam T'(1,,) > \/ ag.

Il numero dei componenti in questione ¢ finito. Infatti se dicmmo () =
= ext sup|| T(P'), T(Pj)|, essendo P’ e P’ due punti di @ la cui distanza o
8, si ha, in virtl dbﬂd continuita di (77, @), hm w(d8) =0, e di conseguenza

g

w(d) < 2\/ o s¢ 0 ¢ minore di un conveniente 5 > 0. Percid, se per un A, &
diam T'(4;,) > ;\/ o deve essere |A,|>n, e quindi il numero di questi A, &

finito. Siano essi [A;; (s =1, 2, .., w;)].

Siano [o; (s =1,2,..,¢ x)] quei componenti di ¢ —y, distinti da «, cui
appartengono i [A.; (s=1,2, ..., 1)l

Consideriamo l'insieme o, e distinguiamo ftre casi a seconda che I'insieme
o @Q* & vuoto, oppure contiene %, oppure contiene almeno un punto di @*
senza esaurire @*

Nei primi due casi & possibile costruire, mediante i noti procedimenti di
approssimazione di un insieme aperto connesso con campi poligonali interni [14],
una poligonale semplice chiusa A« appartenente a o (y), (") e contenente nel
suo interno linsieme o— o (p), (oppure nel suo esterno, a seconda che o-Q*
¢ vuoto oppure coincide con @%*).

Nel terzo caso osserviamo che l'insieme o-(y),, aperto relativamente a @,
& connesso e che linsieme o« - @* ¢ ridotto ad un intervallo aperto 4 B di @*.
Consideriamo allora due punti A’ e B’ di 4 B distanti rispettivamente da 4 e B
per meno di g ed appartenenti quindi a o:-(y)é. Uniamo quindi- 4 e B con
una spezzata semplice, che chiameremo anche in questo caso Ae, appartenente

a(y),; cid ¢ possibile poiche ipunti A e B sono relativamente interni all’in-
sieme connesso o-(y),.

In tutti i easi abbiamo cosl costruito una spezzata da associare all’insieme c.

Alla stessa maniera costroiamo una spezzata Ae«,, che goda delle stesse
proprietd rispetto a o, (8 =1, 2, ..., 1;).

Queste spezzate decompongono ognuno dei poligoni z; ora considerati in
poligoni. Siano [af); (j=1,2,...,7%)] quelli che sono interni ad o, [2{);
(j = 1,2, ..., 75")] quelli che sono 1nt;erm a qualehe o, [73; (5 == 1,2, ..., n")]
i rimanenti.

In ogni punto P € K, che non appartenga ad un cerchio C(U) di centro U

b=
e raggio 5\/ o si ha

§8) n$) n;(;”

ny
O, Ty, ) = 3 OP, Ty, 22) -+ 3 0P, Ty 7) + 3 O(P, T,y 20) =
j=1 i=1 ’ngf) 7= ”lz(l)
= S0P, T,,28) + 3 0P, T,,72),
je=1 j==1

() Si osservi che per ogni a oy Uinsieme Fyla), Fyle;) appartiene a p.
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per essere le curve T'.(x ‘3.’ ) appartenenti al .cerchio C.(U), ¢ quindi anche,

per 1 P e C(U),

" w af? non$)
10, 1) [ < 5 5100 T )|+ 3 500, T,y 1)
n
Da questa, poiché per P e C.(U) si ha }:?()(I:", T,
mediante integrazione, =1
n n n{® n ) ‘
STy zz (7, 2%) + 3 301, 22) + [[ Pup, T, q)ar
i=1 i=17= i=1j=1 ('(I)

< G, om®) 4 G, f-a) -+ e
Sioha dnn(iue
G (T, 7)) — e <G DLy 2-a®) + GT, Bra®) +- &,
dalla quale, per D’arbitrarieta di e, si ottiene
G(T, ) < GAT, 2-7°) + GAT, f-7°)

11 lommd ¢ cosi dimostrato.

8. — Dimostro il seguente

Lemma. Siano (T, Q), o, 5, y dati come nel lemma del precedente numero.

Allora si ha
(T, o) + T, By = HT, Q).
Dalle definizioni risulta immediatamente

AT, ) + G(T, B) < KT, Q),

bastera percid, anche in questo caso, provare la disuguaglianza opposta.
Fissato £> 0 ad arbitrio, sia [7;; (1= 1,2,..,n)] un grappo di poligoni .
appartenenti a ¢, privi a due a due di punti in comune, per il quale si abbia

G(T, Q)— e < D [gUT, 7wy + go(T, 7:) + g3(T, =)' .

izl
Dalle definizioni discende immediatamente

(T(T Q) —e< Z [ (1) ;) + Go(Ty ) + Gg(T, )M,
i=1
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¢ dal lemma del n. precedente

HT, Q) &< X [{Gu(T, aoal) + Gu(T, fral) o+

izl

S G
T L AN

Y

< DGUT, o)) + GHT, o-al) + GHT, o-ad) ]2 -

i=1

+ ST, foat) + GUT, fo) + (T, frad) ]

i=1
¢ quindi in virtt delle definizioni, per il lemma del n. 6 e per Parbitrarieta di e,
AT, Q) < G(T, ) + G(T, B) = KT, &) + G(T, B) .
I1 lemma ¢& cosi provato.

9. — Richiamiamo in questo numero la definizione di integrale sopra una
superficie.

Sia 8 == (T, @) la superficie definita mediante le (1) del n. 1. Supponiamo ‘
che sia L(8) = G(T, Q) < + oo.

Sia f(x, ¥, 2, u, », w) una funzione che rispetto a (7, ) goda delle proprietd
espresse nel n. 1.

Sia o un insieme aperto relativamente a Q.

Consideriamo un gruppo di poligoni [7=;; (& =1, ..., n}] appartenenti ad o
¢ privi a due a due di punti in comune.

Poniamo
n == d = max diam T'(z;),
t=1.2.3,...,n
n n
o= max |G(T, ) — 2 (T, 7)), GAT,a)—2 vl @)l (r=1,2,3).
i i=1 ie=1

I numeri m, 9, u, che verranno detti indici del grappo di poligoni {7;]
rispetto a (T, @), sono >0 [6]. In virtt dei teoremi di approssimazione di
1. CesARrI [6] e della ipotesi G(7, @) << + oo si pud, per ogni fissato y > 0,
determinare almenc un gruppo di poligoni [#,] di indici <y rispetto a (7', o).

Consideriamo in ognuno dei poligoni =, un punto (u,, v;), consideriamo
quindi la somma

Z]‘[({E(’lbi, V), YU, Vi)y (W, Vi), (T, 7;), TZ(T7 7)y oL, 7))

i=1
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In virtd delle ipotesi ¢ di noti risultati di L. OmSARI [T] esiste il

lim Zﬂ' by Oi)y Y(tey V), 2,y v), T (T, i)y Ty 7y, T3(Ly )],

m, p, 6—0 i1

che da L. Cesarr [7] ¢ stato chiamato integrale di WERIERSTRASS di

fx, y, 2, 4, v, w) su (T, @) e indicato con la notazione 7 (7, ) = f fdo.
(7, &)
Risulta in particolare definito 7 (T, @). Come abbiamo ricordato nel n. 1,

J(T, Q) ¢ indipendente dalla rappresentazione (I,Q) di S, si pud pereid indi-
care con la notazione J(8) == f fdo.
S

10. - Sussistono i seguenti lemmi.

Lemma 1. Sia (7, Q) data come nel n. 1 ¢ di area secondo LEBESGUE
finita. Siano «, #, y dati come nel Lemma del n. 7. Allora si ha

T, &) +- T(L, ) = F(L, Q).

Questo lemma discende ovviamente dai lemmi dei nn. 7 y 8 ¢ dalla defini-
zione di J(T, «).

Lemma 2. Sia (7, () data come nel n. 1. Sia « un insieme aperto rela-
tivamente a @ e sia G(T, «) = 0. Allora & anche

Ty =0.
Anche questo lemma discende ovviamente dalla definizione di (2L, o).

11. - Veniamo ora alla dimostrazione del teorema enunciato nel n. L.

Sia 8 == (T, @) la superficie orientata di Fricurr del tipo della 2-celin
data mediante le (1) del n. 1, sia f(z, ¥ & 4, v, w) una funzione che goda, nei
confronti di S delle proprietd enunciate nel n. 1.

Sia Q2 Pinsieme chiuso e limitato dei punti (2, ¥, 2, 4, v, w) per i quali &
(x, 4, 2) € [S], w* + @* + w* = 1. Poiche (z, y, Z, %, v, w) & continua in Q, esistc
una costante H > 0 tale che in Q si abbia [f(, v, 2, uy v, w )| < H.

Sia &> 0 fissato ad arbitrio.

Sia 0 <y < mm{ }t‘mle che per ogni coppia di punti (z, y, 2, u, v, w),

(@, y,2,4,v,w) di _Q, distanti fra di loro per meno di 7, si abbia

[, yy 2, 4, 0, 0) — f(a, yhahu', v w)| < G"(‘”_,F"Q“ """ T
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Sia 0 <<y <y tale che se [z, (i==1,2,..,0)] ¢ un gruppo di poligoni
di @ di indiei <y nei confronti di (7, ), si abbia

§
i

‘ JT, Q) z]‘[:l'/'('ll[, ©g)y Yty v3)y 3(Ug, y), (T, 7t:), (T, 7;), T::(Ty 7)) e
H fecy {

Sia & il pin piceolo intero > 0 per il quale risulti

@ © 1 )
2 LTy, @) = 3 (T, Q)<< ;- min [¢, y/4],
N1 N1 m

essendo (T, @), (s = 1, 2, ...), le trasformazioni continue considerate nel n. 4.
Cid ¢ possibile in virth della osservazione contenuta nel n. 4 ed in forza del
teorema di additivita cielica per 1’area secondo LEBRESGUR richiamato nel n. 1.

Siano J;, (s =1, 2,..., N), i continui associati alle trasformazioni (7, Q)

come nel n. 4,

12. - Supponiamo che due di questi continui, siano J, e J ¢, abblano punti
in comune.

Affermiamo intanto che il continuo J, -~ J, verifica la condizione D ori-
spetto a (7, @).

Siano infatti €, ed &, ¢li elementi propriamente ciclici di 977 cui J, e J,
corrispondono secondo (M, @)). L'insieme &, + &, = M(J, - J,) & un continuo
di g7¢. Esso ¢ inoltre un insieme 4 [15] dello spazio 9 in quanto & la somma
di due elementi propriamente ciclici distinti di 9% per i quali Dinsieme
€ €= M(J,-J,) € non vuoto e quindi [15] ridotto ad un punto. Di conse-
guenza Vinsieme 977 — (€, + €,), se non & vuoto, ha la proprietd [15] che
per ciascuno [’ dei suoi componenti massimali linsieme Fgy(I") ¢ ridotto ad
un punto appartenente o &€, - €,, e precisamente [15] ad un punto taglio di 97C.

Percid per il ragionamento del n. 3 se ne deduce che J, -+ J, & un con-
tinuo di @ che soddisfa la condizione @ rispetto a (7, Q). '

Sia (T4, Q) la retrazione di (T, @), considerata come nel n. 2, relativa-
mente ‘a J, - J,. ’

Inoltre poiché I'insieme &€&, & ridotto [15] ad un punto taglio di 97 e
poiche (M, @) & monotona, ne viene che linsieme J, J, = M~}&,-€,) & costi-
tuito da un continuo di @ che separa in . '

. Sia o uno degli insiemi, aperti relativamente a ¢, componenti massimali
di @ —J,-J, che incontrano J, e quindi J,—J,-J,.

Di tali insiemi ne esiste almeno uno poiché J,—J,-J, & non vuoto in
in quanto €, elemento propriamente ciclico di 77, non & ridotto ad un punto.

Affermo che ne esiste soltanto uno. Infatti linsieme €,— &, &, =
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== M(J,—J+J ) ¢ connesso in gI7 e percid fa parte di uno solo dei compo-
nenti di Q77— &€,-€, ¢ quindi il suo modello secondo (M, @), J,—J,-J,, fa
parte di uno solo dei componenti di @ —.J;-.J,, per essere (M, Q) monotona.

Osservo infine che i componenti massimali di o — (J,— J,*J,) sono i ecom-
~ponenti-massimali-di..Q =—J;-contenuti-in-«ed-anche-i-componenti-massimali

di @ (J,-+J;) contenuti in .
Ne viene pertanto, in virti delle definizioni di (7, @), (T, @), (T, Q),

(T, @) s (w,v)€ 0,
(Tsy (l)) - . B
TWJJdy  se (uyn)eQ—a—dJ,J, =p,

(I, @) se (myv)eEf,
(T, Q)=
v T(J,J)  se ()€,

e poiche T(J, J ) =T (Jd) =T, (J,J,) =T, J,) & ridotto ad un punto
si ha, in virtt dei Lemmi dei n. 8, 10,

LT, Q) =I(T,,0) + KT, p) = LT,
LT, Q) = IT,, o) + L(T,,p) = LT},
LT, 1, Q) = LT+, o) + L(L5 ¢, B) = (T, B). + L(Ts, p) ,
I Q) =TTy 0) +T(T, B) =TT, ),
I(THQ) =T The) +TTLp) =T(TuP),

T(Ts; Q) =T (L, 0) + T(Ls oy f) = T(Lsy ) + T (L4, B,

o quindi

L(Ts.0, @) = L(Ts, Q) + LT, @),  T(Ly, @) =T (T, @) +T(T:, Q) -

13. - Ripetendo questa considerazione al pitt N volte possiamo conside-

rare in Iuwogo dei continui J,, Jy, ..., Jy soddisfacenti la condizione @ rispetto

a (T, ), certi altri continui J', J., ..., J. soddistacenti anche questi la con-
? ? 1? b i N

dizione @ rispetto a (7', @), privi a due a due di punti in comune e tali inolire
che dette (T;, @), (s=1,2,..., N'), le retrazioni ad essi associate come nel
n. 2, risulti

N g N !

SLT, Q) =SLT,Q), ST@,0 =3I, Q.

§==1 s=1 ==
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Possiamo percid costruire un gruppo di regioni poligonali R, Ray oy Ry,
prive a due a due di punti interni in comune e tali che detto, per ogni s, R® I'in-

sieme dei punti che sono interni ad R, relativamente a Q, si abbia J, c R,

Py

1. — S 0> 0 tale che se h,C K,, (I <o, (r =1,2,3), si abbia

s n ] ) I__)_._ i ’ ..
L’ YA, T, Q)dF <mmlu,A S

' ” VP, T, )P < mlnI L
‘."z ) 1 1‘2

v

- - I3 /
Per ogni s, (s = 1,2, ..., N'), sia y,< mm{ 7 7’
che per ogni gruppo di poligoni [m,,, (i =1, 2, . yv)] di @ di indiel <y, ri-
spesso a (T, Q) si abbia, con evidente significato delle notazioni,

} un numero > 0 tale

(T, J) zf[( 'sl(usir V), y;(“‘siy Cyi)y z;(’usi: Dsi)y

TI(T;, i)y 772(1);7 Tsi)s Ts(lsa 77:”)] < ’{7'7 .

Sia [, (i=1,2,...,%)] un gruppo di poligconi di @ di indici < ps nei
confronti di (7, @), (s=1,2,..., N').

A partire da questo gruppo di poligoni costruiamo un nuovo gruppo me-
diante il seguente procedimento.

Fissiamo un valore di s. Per ogni poligono del gruppo (7., (i =1, 2, ..., »,)]
cui appartengono punti esterni a R, consideriamo i poligoni [7,:;, (j=1, 2, ..., 7,;)]
in cui esso & suddiviso dalle poligonali costituenti il contorno di R,.

Sopprimiamo quindi quei poligoni wm,;, (j=1v, + 1, Ve 4 2y .y vy) che
sono esterni a R,.

Osserviamo che per ciascuno di questi poligoni ¢, in ogni punto Pe I,

o, T, %) =0, (4 == "’;,- L, 4 2, vy =1, 2, 3).

Osserviamo anche che i poligoni [m.; (s=1,2,..,N'; i=1,2,. vy Vs
j=1,2,..,7.,)] che nmantrono sono a due a due privi di punti in comune e
che si ha

i 4 n N
Y i i Vsi

Z 1” (:’isu) ::ii z J'I (n“"’) : =

i
{ : |
ji=1 | j =1

Lo (o) |-
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Indichiamo per brevita il grappo di questi rimanenti poligoni con la nota-
zione [py; (s=1,2,.., N5 i=1,2,.., u)l
Clonsideriamo, per ogni r=1,23; s=12,..,N; i=1,2,..,u, lin-

sieme 77 (p¥) e per ogni numero reale g > 0 l’insieme [T;,(pfi.)]g costituito dai

—punti-del-quadrato-.K,-che-distano-da _’7’”\[ *)-per-meno-di-g.

Si ha, poicheé 'insieme l’sr(ps,) ¢ chiuso e per la definizione di O(P, T\, , P,

]iklgol [T, (0], = T} lm | [T, ()], | = T, (05|

00

lim O(l’ T y Pei) AP = () P, T p,)dP = r,(’l", Dgi) -
sr sr 1

0 ””Y,;(l’st)]Q K ’Jsz(l‘sz)
Si pud pereid scegliere ¢ > 0 in modo che si abbia

Ms , i ’ , " s ’ - ‘
z ["l,sr( si ] < Z fl’ " : + V - Z 11 ( ‘z,;) _J‘~ y? “'}/‘*7
ey | li==1 | Li=l

e J/e e 1 9 © .
(8=1,2, .., N5 r=1,2,3);

diam [7"] (P, < diam T (py) + . < 29, , ($=1,2,.., N5 i= J,, 2y weey ths)y

i 24y,

: s , i "
] o T, p)aP — (Tl p) <
: Kr'—[T;r('p;i)]O i

P T e g0 — s, [T R, B
(s==1,2,.., N5 r=1,2,3; 1=1,2, .., 1)

15. — Consideriamo per ogni s, (s =1, 2, .., N'), la classe [y], dei com-
ponenti massimali dell’insieme, aperto relativamente a Q, @ — J, e ricordiamo
che su ciascuno dei componenti y C [y], la trasformazione (T., Q) & costante.

Consideriamo uno dei poligoni p,, (#=1,2,..., 4, e linsieme chiuso
Pai-d.

Siano ., (§ =1, 2,...), 1 componenti massimali dell’insieme (aperto rela-
tivamente a P,;) Pe— Pu-J, sui quali risulta diam T(A.;) > 0, o essendo il
numero reale > 0 introdotto nel n. precedente.

Ogni A appartiene ad un elemento della classe [y],.

Osserviamo quindi che il numero complessivo degli elémenti di [y], cui
appartengono insiemi 1,;, con diam T'(A,;) > p, & finito in virtt di un risul-
tato di L. CmsArr ([12], p. 27) secondo il gquale: «se K & un continuo appar-
tenente a ¢ che gode della proprietd @ rispetto a (7, ), ¢ finito il numero
dei componenti y di @ — K sui quali & diam T'(y) > g con g positivo ed arbi-
trario ».
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! . . qr S . . . :

Siano y.;, (=1, 2, tt,), gl elementi di [¥]s in questione ¢ sia Vsis
uno di questi elementi.

L’insieme Fy(y,;) & costituito da un continuo appartenente a .J.

. che di-
. . . ' . .
ciamo d,; e Vinsieme T(4,;)) = T (6s;) & ridotto ad un punto,

Si-pud-percio-determinare—un-numero—r =0~ taleclic

diam T[(8,;,)7] < 0,

essendo (d;;), Pinsieme dei punti di @ che distano da Os; per meno di 7.

L’insieme ;- (5-”'7‘)1 ¢ aperto relativamente a @ e connesso.

Come nel n. 7 possiamo costruire per ogni y,; una poligonale semplice
$.; appartenente a vsi5* (8s45), e contenente nel suo interno [esterno] Plinsieme
Veij ™ (6“'1),- '

. . . . D 7 . . e

Mediante queste poligonali 4,;;, (j = 1, 2, ..., u,;), otteniamo una suddivi-
sione di ciascun poligono p,; in un numero finito di poligoni semplici p,;;,
(G=1,2, ..., 4r,)-

. o L4 .

Sopprimiamo infine dal gruppo di poligoni Psisy (=1, 2, ..., 1), quei po-
. !
ligoni pyi;, (=7 + 1, @y + 2, ..., u;), che non inecontrano Iy

Osserviamo che si ha

O@, Ty pois) =0, PCE,, (=[u+ 10042, Uops 1 =1, 2, 3).

Abbiamo cosi formato, a partire dal gruppo di poligoni [7,;, (s==1, 2,. N’;
i=1,2,..,7)], il gruppo di poligoni [py;, ($=1,2,..., N'; i=1,2,. o U3
j=1,2, ...,,ZZS,.)].

Questi poligoni sono a due 2 due privi di punti in comune.

16. Facciamo vedere che per ogni s, (s=1,2,.., N'), il gruppo di
pohgom Poisy (0=1,2, .., py; §=1,2,..,7,) ¢ di indici <y, rispetto alla
. r
trasformazione (T1,, Q).
Osserviamo intanto che in virta della costruzione si ha, per ogni r, (r==1, 2, 3),

x
a0
Xl

1]

T,(p%,) | =
i

1

[
L
“
I

in virth di quanto si ¢ osservato nel n. 14 ne viene pereid

; | ,
!‘ Hs /‘s; | Vs

Z (psug A z )E Vs

$=1 ja=l

max
r=1,2,3

Osserviamo quindi che ciascun poligono p,;; appartiene ad un poligono p,;



SULLA ADDITIVITA CICLICA DEGLI INTEGRALI SOPRA UNA SUPERFICIE 59

¢ che a sua volta ciaseun poligono p,; ¢ contenuto in un poligono . Si ha

percio

. - . - . t
max  diam 7 (p.;) < max diam T (p,;) < max diam 7' (7)) < vs -
j = I T=Lflg i==l.dg

i=1...ﬁ g

Osserviamo infine

Py Tigg , iy Dai ; . 5
GATh, @) — 3 S| w1y, pais)| = G T, Q) — ;H()(P, T,y Pes) AP
ge=1 j=1 i=1j= 1: p: e :
. Hs ki |
GAT, Q) =3 3 [ O, I, pos) AP

i=1§=1] K,

Hg | i ,
L GATy, )~ 3 lJ S 0P, 14y, ) AP |

i=1 | K, F=1 !

da cui poiché su quasi tutto K, &, in virti della costruzione,

Het
z O(I)’ 1751'? })Si)‘) - U('l)3 lvsr’ psi) H
i=1
si deduce
1 s s . Hs l . . " ] »
(Y 17 Z Z TT s} pau)l Ys7 (t?) - z 3JJ 0(1), 1137., psi) dr ;
i=1 §=1 . i=1 | Ky #
<6T, -3 3 [ o, 1",7:;,,)&1)5 ,
i=1j=1 &,

ove [my;] sono i poligoni definiti nel n. 14. Con le stesse considerazioni di
sopra si ottiene quindi

1

HBs Mg ; Vs Vsi } o
GAT:, Q > [Ty, pei) | < Go (L0, Q) — Ao, 7, ) ap
i=1 j=1 i=1 j=1 [ X,

’ Yg Lo Vsi !

< Gr(T;7 Q) — 3.” O(P -l], ynsn) apr i

i=1 % Ky i=1 |

<o, 0—3 [ 0@, T, 7 ap | <.
i=1| &

In modo completamente analogo, facendo uso della disuguaglianza ricor-
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data nel n. 6, si prova che

sy Hg
(T, ()~ Z Z Ty Pyis) <y, .

Si_hapercio, per_ogni-1.<ls-<

seegliendo—(us77vis)sup;s; (%),

! Ks  Tig
H 7
j(Ts’ g z zﬂ"l’ MWH I”]), 1/(IL¢,” vsu) Z(’Mq“, z/\n])}
; fe] gl
! i | &
Tl(',['sj psii)y 77::( §) [),:J) 773(13: 1’\::)] ; <=
i nal
¢ quindi anche, in virtd di quanto si ¢ visto nel n. 13,
& N g Mg
(J) Z c) Q z z zf[/[’(uauy I’su) ?/(u‘s:’j; 'l"sij)a 2(‘2(:5,-” I()sz’i)7
;=1 s=1 i=1 j=1

71(173,7 Vsii)y Tz(T;7 Dsis)y Ts(T;! Dsis)] X < e.

17. - Proviamo ora che il gruppo di poligoni [p,;, (s =1, 2, .., N'; i ==
=1,2,.,u;7=1,2,..,a,)] ¢ d indiei <y rispetto alla trasformazione
(7, @), essendo y il numero introdotto nel n. 11.

Sia p.; uno di questi poligoni, sia pk; la sua frontiera.

Sia @ uno dei componenti massimali dell'insieme aperto pl, — p:"z.j-J;.
L’insieme T'.(w) & ridotto ad un punto che appartiene anche a T'(w) mentre
Pinsieme 1'(w) appartiene ad una sfera di centro in questo punto e rag gw 0.
Infatti o @ appartiene a qualeuno degli insiemi v, (6s),, (=1, 2, ..., ;L )y
ed allora &, per il modo come si & preso (0s1),, diam T(w) << g, oppure w,;
non appartiene ad aleuno degli insiemi y,.; ed allora, per la definizione di Vsiis
¢ ancora diam T'(w) < o.

Ne viene intanto che ciascuno degli insiemi T(w), (r =1, 2, 3), appartiene
all'insieme '

s ‘Hﬂ' . ,l
Z 2 I.Ter 31] Z [l I}Sl
=1 j=1 dx=]

Infine i 11mcment1 punti di p¥;, hanno la stessa 1mnm0me sia se(,ondo
(7, @), sia secondo (Ts, Q).
Si ha quindi

N ‘ F T
> Z Z‘T pEyc> Z[T s, 5 (r=1,2,3),

=] d=1 =1 Seml =]
. . . ’ . .
(%) Bi noti che su ogni p,; esiste un punbo (uy;, vy;) ia cai (Ts, Q) coincide
con (T, Q).
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e percid
Nops Jig
) IEY Y AT/
Jmax 333 Lpl,) < 2Ny <y
T =1 =1 fe
Osserviamo, con lo stesso ragionamento, che su ogni componente massi-
3 Y -l 333 : .1
male Q- dell’instemep;==p,;J, ;7 apertorelativamente A p,;, S ha
diam T(£2) < 9. Ne viene quindi

T(Pois) € [Ty (0s1)], -

e poiché ogni p,,; fa parte di qualche p,,
T < LT, (pa)],
Se ne deduce perio

max diam Z'(p.;) < max diam [T;(p“)]n < 2y, <y

1’3’3 i, v

s . i o OV S - o

Il ragionamento di sopra prova anche che le due curve T, .(p})), T.(p%,)
(8=1,2,., N5 i=12,.., 0 =12, ,Fu; +=1,2,3),
secondo FRECHET minore di o

9-

hanno distanza

. PN . . PR p— r
Ne viene percio che in ogni punto di K,——[.T”(ps‘*‘i)]g, (s=1,2,.., N
j=1,2,.., 1 r=1,2,3) si ha

O(P Ts,, Z)m) = O(Py 17r7 psij) ’
B quindi

N pmy g J ﬁm‘ L o 1
T,)—3 S St (T pa) | = GUT, Q) =3 3 > [ 0P, T,y pay) AP
§==1 i==1 j=1 ] j i K,

¥ ¥ , XMoo Hi o
LT, Q) =X GATL Q) + S O, =3 S [ S0P, Ty, pa)dP
B==] g1

;is
v
Lylt + z G (T, Q) —

$=1

N [T . I—ls‘g o ; ‘ . Hsi |
—3 3 [ Yo, Thpa + [ S0, pad

s=1i=1 | K D] 51 Lelpilg =1

N’ :

<yl +>:<, Ty, Q) —

5’ g : P , x' . . !
~33 ([ owt,par +3 5 [ (Sow,1,pu]ap
§==1 i:lsl‘-rw”’;r(ﬂ:i”g | ‘

§==1 {=1 '1[”(1;“)]0 J=1
i

N oy ,o
Syl ST Q) Y 3 |l pa =

24 -
s§=1 §==] {==1 24 Hs

N N s /—lsi . ) .
4 ,‘[J SN Y0P, T, pay)dP.
AT §=1 i=1 j=

> Z [T DENe

g1 =1
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Ma si ha

§ ! 1 N N R ) ) ¢ A o
B> zwunn;az‘zm;mmgazmgzzwm<;,
P s=m1 deg i 8§s=1 | == §=1 “~

ed & percid

HA z Zl Zt ()I TNPWJ)

1P < {f PP, T, Q)AQ < =

’ /) '
N pg s=1 f=1 j=1 g
v
hIED MG AN TR b} L [5nENo
§=1f=1 §==1 §=1

Sioha quindi

N g i ‘“s‘ , ‘
@03 5 Snrpal <2+ 3 [G’”’wQ)‘"Eifrﬂ's,-‘l’sx)i +
- §==l =1 jm=1 se=1 {1

/s

~2

~2

/ e
4

<

=

v, 1
T e

|
//"\

4 N It Vs -+ Yt g L N/ ! ! < vy
sy T S s 7L 5 .
2p, T 12 T4 T &V - 3 ’

w!
e

1

o

Alla stessa maniera, facendo uso della disuguaglianza ricordata nel n. 6,
si prova che

Nons opg

(1) G =2 2 UL, pu) <y.

$=1 i=1 j=1

I1 gruppo di poligoni [p.;, (s = 1,2, ..., N';i =1
¢ percio di indici <y rispetto a (T, Q).
Risulta quindi

RN _
y 2y ety 7= 1,2, ..., )]

By flg

(2) -7 z z zf[ Usisy I’%u) 7/(“31)7 D?l]), ’“(u’xu’ U\U)

i =] =] fe=1

T Ly Pass)y Ty Dois)y (T pséi)]§ < &,

18. ~ Facciamo le seguenti abbreviazioni:
! 7
Tyijr = Tr(Ty psia‘) y ors == t(T; 7)sii) ) Tyijr = Tr(lys’ psz‘j) ’ Loy == t(-Ts; psii) [}
[r=1,2,8; s=1,2,.,N';i=1,2,..,0; =12, .., Fail,

Heey yy 2, w, v, w) = flo., w.] .
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Consideriamo quindi la differenza

D = Z{f[msijr) Taise] == M@, Tsijr}}-

3,2,4

63

Ci proponiamo di dare nei nn. 18-21 una maggiorazione per D.
Allo scopo consideriano per ogni », 8, 1, § la differenza

(W:H OP, T,, pg,)dP— j 0P, Ty Pais) AP = Ty Tosr

K, Ky

In virtt di quanto abbiamo osservato nel n. 17 si ha
O(P, Ty Pois) = O(P, T.,, Dis) s Pc K, —[T (p ;*;)J == W, — T,

3

7 dunque

{Ogisr | = H {0, T, pos) — O, T, , pois) } AP <

lsz ro

<[[10®, 1., p.i) [aP + [[10(P, T/, , pyi) | AP .

Teire Tsir
Ne viene quindi

Z ](S.vijri< fz ]O(P 711‘7 qu IdP Tff z () , xr’])su I(].P
i T

$irQ i ']Slf(’ i

ed anche

7
sirg "7 1 70 867

s,i,:’

{(S,,]r§§ff SO, Topy paiy) AP + ]_( S0P, T, puy) AP <
“J j

<[[w.p, T, Q dp+[f S¥.(P,T.,Q)ar,

v n’
Llszrﬂ 411 s *
5.7 3, i

dalla. quale, per il modo come si sono scelti ¢ e o, si ha

(N4 1) e g3
szsz m,l (¥ 1) N i“ 1 =

sirp *
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3
19. - Siano o, w, o, fi, By fo due terne di numeri reali tali che Y o2 =

3 Tl
=Sp=1
L |

Consideriamo la identitd (L. CESARI [7])

l— Z arﬁr == z (U-r -

P} re=

2|
-

Ponendo in questa

Tsijr . ; - . - . ;
o= fr = , (=12, N i=1,2,.,u; =12, .., 1),
‘81
si ha

3 ’
1 — z Tsijr Tsijr

1
r=1 t‘xz‘j [‘;ii 21'=1

Da questa si deduce

3
2 t, z Teur Ts‘z]r
8id T

3
Toeis
P siir 4
i, — S <
8,4,7 r=1 Ysij

8,89 re=1 [SU {su
3
T 3
< 2 z z t;” 2 Z Z "gﬂr Tvur 6sijr) <
s 1,7 8,47 r==1 [\u
, 3 .2 3 oo
SETEE, Q23 | S Sy,
s 8,87 |r=1 toss r=1 f'sl‘i
3
20(11 Q) — Z iy + 2 Z i(Ssiir[ <
8,4, 8,i,J r=1
< 2 {G(T, Q) — Ztm} + 6®
8,8,

N

dalla quale, per la (1) del n. 17 e per il modo come si & scelto v, si ottiene
PR P 70502
sS4, 3 [re— Tl <oy
04,7 r=1| lsij tsi;

20. - Consideriamo i poligoni del gruppo [p.;, ($=1,2, .., N'; i=
=1, 2, ..., ty; =1, 2,..., &)] per i quali risulta

ed indichiamo il loro gruppo con la notazione [p;,:,].
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Consideriamo quindi quelli per cui risulta

2 i
Cours Tosin |
| e Tois I >
t PR N
87§ ‘8ii |

65

ed indichiamo il loro gruppo con la notazione [p, inl-
Consideriamo la somma z t,

, .
ot T Toi 2 7 T ouis

2 < gijr Z sijr
n Z bois < Z byis -1 < ts,i,,' i
8ij s,1,7 [‘sij 8,4, I tsis

ne viene perciod

21. ~ Ritorniamo a considerare la differenza D introdotta nel n. 18

Si ha, in virtu della definizione di fle., ],

; estesa ai poligoni del gruppo [p',",.’ ;] Si ha

4
2
Tsisr]”

<87,

s

4 .
Y Teis ! Tgii
- z{ﬂmsiira Ts;"if] f[m*ura Twm]} z { Lyiry "STI'Z tsij ‘“f Lyijry s tsz‘j ==
8,%,7 s,4,4 fsi]' 8ij
'L" i
Teors
= z f Lsijrs fif ”‘f Lsiiry i ‘{_ zf Lsijr ‘?ur { 'sii 3:1‘} =
8,%,7 1’31‘1 tsii 8,%,7 s
’ k2 Tyij ’
= Z [rﬁ!l, "fljr o f l:wsur AMJ 85 + z nar7 il] hf Watirs l]: ) tsii +
8,4,7 EX¥) t’sij 8,8,7 £2¥] $iF

Tsijr
/veur y T

+2f

8,4,

[

Osserviamo che

Tsijr

{f [msijrg "

5

8,1,

[s1]=

N

——

‘st

J—f

nar‘l !
sijry ““"‘} t

» J ] } =

I
o] =13 f{w‘””rjﬂ]_]‘ m“""’ “TW sﬂ 2H3'L,,,
RS U ‘tsu E 84,7
!83 ; = zf[’v?ur’ S”r}{t“] — szg}f Z! bu =
3,1,7 ok 4,4

:HE

8,1,7

z T31.ff

rT=1

2 J—f-w],f

SHY Sty —rl=H3 3]s,

8,7,j re=1 8,i,fr=1

Tsij '

5 - Rivista di Matematicy

G(T, Q) +L§f

}{tsz] srj}: 81+ Sz—f— Sq.

< e-G(T, Q)
T, Q) +1

J

<2H8n=16Hn< &,

<HIm<e,

1/r‘
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ne viene quindi

(1) | D|< 3e.

aa.— Dal confronto fra la (1) del n. 16, la (2) del n. 17 e la (1) del n. 21
otteniamo

T, Q) — Zj s,Q)<28+IDI<53

! §=1

D’altra parte, in virth delle ipotesi fatte su f(z, ¥, U, v, w), si ha

| Fleeey ] | < 2 - 02 - aw2]e % fle tTIE;IS«ZTu?]‘ITz} | < [ut vt wpeE

ed in virtd della definizione di integrale 7(T, @) si ha

|7(T., Q)| < HL(T., Q) — = HG(T,, Q).

Si ha allora

§7<T,Q)—§;7<Ts,Q>|=17<T,Q> z (T, Q) — zya,@{

s=xN-41
. . |
< Z (Te, @) -+ ZJ(T”Q)!<
sm] | g N1
<5£—{—GH=§HG(TS,Q) 5€+H+1<68’
e dallarbitrarietd di ¢ si deduce
=277, Q).

gzl

11 teorema enunciato nel n. 1 & cosi completamente dimostrato.

23. — Osserviamo infine che il teorema enunciato nel n. 1 vale anche per
superficie orientate di FrizcHET del tipo della 2-sfera 5 — (T, @), di area finita.

Basta infatti osservare che lintegrale 7(X) sopra una tale superficie si
riconduce all’integrale 7(8') = J (T, C), essendo §'= (T, C) 1a superficie del
tipo della 2-cella associata a (T, @) secondo la costruzione di L. OESARI
([8], p. 23). |
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