EDOARDO STORCHI (*)

Le superficie eccezionali nella statiea delle membrane. (**)

Introduzione.

In un recente gruppo di lavori (*), ho determinato l'integrale generale del
sistema indefinito:

=0, e iy ke =1,2),

ove p* denota il tensore simmetrico degli sforzi, limitatamente al caso
bidimensionale, nel quale il sistema stesso caratterizza ’equilibrio delle mem-
brane tese su generiche superficie, qualunque sia la loro natura (elastica, pla-
stica, fluida, ecc.). ‘ ’

Nellintegrale generale di tale sistema, che esprime la solenoidalitd del
tensore degli sforzi, gli sforzi stessi sono . determinati mediante una funzione
arbitraria y(, y) e le sue derivate.

Limitatamente al caso bidimensionale si conoscevano nel passato:

10) La soluzione relativa al caso piano-sviluppabili. In essa gli sforzi
vengono espressi mediante le derivate « seconde» di una funzione arbitraria,
la funzione di AIRY (2).

20) La soluzione relativa al caso delle superficie a curvatura costante
(sfera, pseudosfera e superficie su queste applicabili). In essa gli sforzi ven-

(*) Indirizzo: Istituto Matematico del Politecnico, Milano (Italia).

(**) Ricevuto il 2-1I-1952. _

(*) E. StorcHI: a) Integrazione delle equazioni indefinite della statica dei sistemi
continui sw una superficie di rotazione, Atti Accad. Naz. Lincei, Rend. Cl. Sci. Tis.
Mat. Nat. (7) 6, 227-231 (1949);

b) Sulle equazions indefinite della statica delle membrane tese su generiche superficie,
Atti Accad. Naz. Lincei, Rend. Cl. Sci. Fis. Mat. Nat. (8) 2, 116-120 (1950);
c) Integrazione delle equazionst ’ivndeﬁnite' della statica dei wveli tesi su generiche
superficie, Atti Accad. Naz. Lincei, Rend. Cl. Sci. Fis. Mat. Nat. (8) 4, 326-331 (1950).
(®) G. B. Amry, British Rep., 1868.
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gono espressi linearmente mediante una funzione arbitraria 2@, y) e le sue
derivate fino alle « seconde ».

Quest’ultimo risultato, stabilito da B. FiNzr () con metodo tensoriale,
lasciava aperta la speranza che anche in casi pit complessi di quello consi-
derato si potessero esprimere gli sforzi legandoli linearmente ad una funzione
arbitraria e alle sue derivate prime e seconde.

In uno dei citati lavori (*) ho provato che tale speranza rimane infondata
in quanto i risultati di Finzr e di ATRY sono invertibili « non potendosi espri-
mere gli sforzi linearmente mediante una funzione arbitraria e le sue deri-
vate prime e «seconde» se non nel caso che la curvatura totale gaussiana della
superficie sia nulla o costante ».

In un altro lavoro (°) ho determinato Pintegrale generale del sistema inde-
finito d’equilibrio nel caso in cui la membrana sia applicabile su una generica
superficie di rotazione, esprimendo linearmente gli sforzi mediante una fun-
zione arbitraria u(z, y) e le sue derivate fino alle « terze». e

"Ho risoluto infine (°) il problema dell’integrazione del sistema indefinito
nel caso in cui la membrana sia applicabile su una superficie generica, espri-
mendo linearmente gli sforzi mediante una funzione arbitraria e le sue deri-
vate, prime, seconde, terze, quarte e « quinte ».

Fra le superficie generali e quelle di rotazione si presentava dunque un
« salto ». Nello stesso lavoro mostravo perd che esistono superficie eccezionali
per le quali gli sforzi sono esprimibili linearmente mediante una funzione arbi-
traria e le sue derivate fino alle « quarte ».

Data perd: Pimportanza del problema risolto (7) e tenuto conto anche del

(®) B. Finzr, Integrazione delle equazioni indefinite delia meccanica dei sistemi con-
tinui, Nota I, Atti Accad. Naz. Lincei, Rend. Cl. Sci. Fis. Mat. Nat. (6) 19, 578-584
(1934); idem, Nota II, Atti Accad. Naz. Lincei, Rend. Cl. Sci. Fis. Mat. Nat. (6) 19,
620-623 (1934).

(") Loc. cit. in (%), b).

(®) Loec. cit. in (1), a).

(®) Loe. cit. in (1), ¢).

() Si rifletta che l'integrazione del sistema indefinito pji = 0 su una generica
superficie (dal punto di vista del calcolo tensoriale la determinazione del pit generale
tensore doppio a divergenza nulla) interessa, oltre la meccanica dei continui,
anche altri campi disparati della Scienza come la Geometria differenziale [ved. E.
Storcnr, Integrazione delle equazioni di Codazzi in forma geodetica, Ist. Lombardo Sei.
Lett. Rend. Cl. Sei. Mat. Nat. 84, 181-184 (1951)] e il Campo elettromagnetico. £ noto
infatti (ved. B. Finzr e M. Pastori, Caleolo fensoriale ¢ applicazioni, N. Zanichelli,
Bologna 1949, cfr. p. 359) che la divergenza E,5/f del tensore energetico simmetrico E.p
eguaglia il vettore spazio-temporale K, il quale riassume la potenza specifica di cor-
rente e le forze ponderomotrici per unitd di volume. L’integrazione del sistema
E,p# = K, comporta quella preliminare di H,g/f = 0.
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fatto che il problema stesso ¢ legato a quello della ricerca delle condizioni di
congruenza di una membrana, condizioni che [come ha dimostrato B. Fixzr
nel 1930 (8)] sono differenziali del secondo ordine per le membrane sviluppa-
bili 0 a curvatura costante, del terzo per membrane su superficie di rotazione
e del « quarto» per membrane su superficie generiche, sono stato indotto a
svolgere un’analisi pilt profonda onde riconoscere se l’esistenza delle super-
ficie eccezionali ¢ effettiva od illusoria. In altri termini si pud pensare alla
possibilitd: che le derivate quinte di una funzione arbitraria le quali bastano
per esprimere gli sforzi nel caso generale, in realtd non occorrano, nel senso
che con le sole derivate quarte sia raggiungibile lo stesso scopo. Una tale
possibilita a priori esiste in quanto si puo pensare ad una pit felice elimina-
zione dei tre termini integrali che figurano nell’espressione generale degli sforzi,
che qui riportiamo:

! [ﬁp ﬂ‘_ezﬂa_(p .%f? “P‘.‘a_he‘zﬂw@ezﬂ'_f_@ (p+
et 163/2 ow ox oy oy oy?

ox o x>
0 02 o%u oh o [ ou oh o2 oh
+ 1= e”‘—it—e’-’”—f—(pdx—ﬁ——[—ﬂ pde + —|p—dx},
o dw? ox? ow dy | oy ox oy? ox

B

1)

— +
oy ox ox oy ox 3y

% ou 2p | ok 2p (aﬂ oh o aﬁﬂ)(p}
H

1 [ o2 0 oh\ @ on oh 2R
pw_____J’__?_*_(Q,_'u.*_ L) (p+(2_‘l'.‘__l ! ‘L>(P},

et | o2 ow | om) ow 0w 0w | ow?

eliminazione la quale implichi I’espressione degli integrali mediante una fun-
zione arbitraria w(z,y) e le sue derivate prime e «seconde». Nelle (1)
ds*= da? 2%(=, y) dy? esprimela metrica superficiale in forma geodetica, mentre:

. . ) a2y
y — A =S 20 .
pn=1og 2, h=log (0 ™ ay>

Attraverso ad una catena di teoremi e corollari riuscird invece nel presente
lavoro a rimuovere ogni dubbio, dimostrando:

19) la circostanza che nel caso di superficie generiche non solo bastano
ma « occorrono » le derivate quinte per esprimere gli sforzi;

o

. (®) B. Fivzi, Sopra il tensore di deformazione di. un velo, Ist. Lombardo Sci. Lett.
Rend. Cl Secii Mat. Nat. 63, 975-982 (1930).
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2°) che esistono superficie eccezionali per le quali gli sforzi si esprimono
mediante le derivate di ordine inferiore, in particolare mediante le « quarte ».

Il primo teorema.

Teorema I. Se @@, y) ¢ una funzione wbitraria di ¢ di y ed a(x,y),
o(@, y) sono funzioni assegnate di x e di y delle quali ¢ non identicamente nulla,
¢ possibile esprimere le tre funzioni:

2) I, =cp,

(3) I, = [gpaz,

7 — i e 13 :J a(p-dfck -

mediante ¢, a, z_Z’ g;:—: y ey UG MUOVa funzione arbitraria wx,y) e le sue

. .. . . on .
derivate parziali prime ¢ « seconde », ma non mediante ¢, a, o Y€ le sole
&
sue derivate prime, a meno che a = a(z,y) sia funzione soltanto di y (e in
particolare identicamente nulla).
Dimostrazione. Si ponga:
I, = frpdw_—_ w(w, ¥).

Con cid si trae:

11——:0‘3;;,

ow oJa
I == d == —— = — —— @T .
3 jmp z J'aaxda: aw jaxwd%
Se a & funzione soltanto di y, risulta allora:

11=0-5;, I,=w, I; = aw,

e le tre funzioni (2), (8), (4) si possono cosi esprimere in termini di ¢, a, della

oa !
funzione arbitraria w e delle sue derivate parziali prime. Se 55 on ¢ iden-
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ticamente nulla, si ponga:

Segue di qui (°):

oy
w = — —
o o
e quindi:
o (1 oy ¢, oy ¢ %y
ILi=¢—\5 —)|=——5& =+~
or \a' ox a o a ex?
1 @
I=- =2,
a' ox
a oy
I =— ——
: a' ox v

e , : —
Le tre funzioni (2), (3), (4) si possono cosi esprimere in termini di ¢, @, Py
62a . . . 0 . . >

PoTRRY della funzione arbitraria w{z, y) e delle sue derivate parziali prime e
a? : t

« seconde ». La prima parte del teorema ¢ cosi provata. Dimostriamo ora la
seconda parte, che cioé non é possibile esprimere le funzioni (2), (3), (4) me-

a2

da ¢a
diante ¢, @, —, ==, ..., una funzione arbitraria y e le sole derivate parziali
prime, a meno che a non sia funzione della sola y (e in particolare nulla).
. oy 0
Ragionando per assurdo e posto: =D

oy = supponiamo che sia
contemporaneamente: ’
(5) | 111 = J (1/), Py @y C5 Qy gg , g:; ) ) )
{6) I,=6 <z/), P, q, ¢ Q, gg , "Z:,i:’ ) ,
(7) Ia;H(zp,p,q,c,a,g—g,gi—i,...\).

2 2
_lI aIa_‘iqg?_Lana“y_zﬁLaG 2y G |

oG | ol
= = — - - — ' —a
¢ o oy om ' op oxr  Bg owdy oc ' oa

"
—rg(;l‘az + e s

(®) Gli apici indicheranno sempre qui e in seguito derivazioni parziali rispetto ad =.
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In queste condizioni la ¢ si esprimerebbe con le derivate seconde della P
(assurdo). Deve dunque essere:

oG oG o
op - 8¢
e quindi:
da
(8) I, =@ (1/), ¢, a, 5 ) .
Analogamente, si ha:
oH  oH
op  oq
e
da
-(9) _— ~ 13=H('1p, ¢, a,é?c,...).
Dalle (3) e (8) si trae poi:
oI, °G oy , oG , 3G , 3G
T =@ e o e — a4 —a
o 7 oy 9x ' B¢ | da Cea T T
e cosi pure dalle (4) e (9):
o1, °H oy ~oH , oH , oI
T = AP = o A ¢ e - gl
o ¢ oy o oc + oa ' od’ +
Ne viene allora:
oG oy o¢ 8@ , oG 1eH oy oH oH oH
T e W s = L el g T gy
op om ' e _*Ba +aa"' a oy 89;+8c +6a +8a’ R

oG 1 2H\ oy i oG 1 8H o o4 1 oH\ |, oG 1 oH g 0
—_—— = ] = — = — - —]a = —]a 4. =0.
oy a oy ) ow oc 2 - oa a da @+ oa’ a oa'

Essendo ¢ = y(x, y) funzione « arbitraria » e contenendo G, H la sola y e non
le derivate, affinché quest™ultima sia verificata, occorre che risulti identica-

mente:

(10) , —— - = =0
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Dalla (10) segue:

? 2a 1 o
— Gy, e dy —, ...] —— H ¢y, —, .. ) =0
oy [G (l/)7 o & o’ ) a <7/J’ T o’ )}

e quindi:
1 oa .
G—(—lﬂz 0 (C, a, 5;, ...),

che pud secriversi:

0
(11) a ]’q)dw—j apde=g (c, @, —a—g, )

Se e ¢ funzione de]lm sola g/, quest% & verificata (con g = 0) ed ¢ possﬂ:)ﬂe

: 61,0 oY roa
espumele 1, L,, I; in telmnn di p, - 50 3y’ O s =, ..

della sola y, la (11) & assurda perche da essa derivando ambo i membri si trae:

. Se ¢ non ¢ funzmne

dg d /1 dg
a dz

dp =-= == =1(a,a,a",a", ..,¢ ¢, ..
J‘p a’ ‘?de, (a, &'y @’y a" ...y e, ¢ .00,

e questa implica che ¢, anziché funzione arbitrarvia di « e di ¥, sia una fun-
da 0% ‘

zione di ¢, a, T Bt
81/) oy oa
L’ipotesi che I, I,, I, si possano esprimere mediante v, 2’ 3y’ G Gy 5= s
a2a . Y . Y
Py nel caso generale (cioé quando ¢ dipende anche da 2) ¢ dunque assurda

e il tecrema ¢ completamente dimostrato.

Osservazione. Si é provato che non & possibile esprimere I,, I,, I;

oy Oy

‘o’ oy

zioni introducendo anche le derivate seconde di w. Notiamo qui esplicita-

mente che nell’espressione di I, e quindi della ¢ devono forzatamente venire

coinvolte le derivate seconde. Infatti né I, ne I, possono contenere le deri-
oI, 1 o,

vate seconde di y perché altrimenti: ¢ = - I; = a3 conterrebbe le
c & a ox

in termini di v, , ¢ &, &, ... ma che & possibile esprimere le stesse fun-

derivate terze.

Corollario 1°. 8e ¢, y) é una funzione arbitraria di x e di y ¢ g(z, ¥y),
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Iz, y) sono funzioni assegnate di @ e di y, delle quali g non identicamente nulla,
¢ possibile esprimere le tre funzioni

L=¢, IL=/[gpde, I,=]hpds

. oh 2% . . . .
mediante g, I, To poar o WNE nuova funzione arbitraria w(z, y) e le sue derivate
{1 e
. g . . og ©oh
parziali prime e seconde, ma non mediante g, h, —, —
' 3

L

PO la yw e le sole sue
derivate parziali prime, a meno che il rapporto hlg sia funzione solo di y.

Infatti, posto: gp = 7, la tesi segue dal Teorema I nel quale si assume
¢=1/g, a = hlg. ’

Corollario 20. Se gz, y) é una funzione arbitraria di x e di y e g(x, ¥),
ey, ) sono funzioni assegnafe di x e di vy, delle quali g non identicamenie nulla,
allora: N . - . p - N e

a) & possibile esprimere le tre funzioni

2

0 74
L =g, L‘z:a/fgqodw: : L3=ay2~[7l¢dx

8g og oh ok
o’ 8y’ oz’ oy’
derivate parziali prime, seconde e «lerze v,

mediante ¢, h, ey UG NUOVA funzione arbitraria (z, y) e le sue

S L , . L oh .
b) non ¢ possibile esprimere L, in termini di ¢, k, PAERRE di una nuora
i
funzione arbitraria vy e delle sue derivate parziali prime, L,, L, in termini di
oh - . 5. .
g, h, T P e delle sue derivate parziali prime, seconde ¢ terze.
¢

Infatti la possibilita di esprimere L,, L,, L, nel modo indicato in a) di-
scende da quanto esposto nella dimostrazione della prima parte del Teorema I.

. . s 0

Inoltre, supposto che L, = ¢ contenga le derivate prime al pit, L, = — j gy dz
oy

non pud contenere che le derivate prime al piti perche se contenesse le deri-

. . . . 1 af
vate seconde, I, = J gpdz conterrebbe le derivate prime e quindi ¢ = - 5“%
g ox

o* . .
le seconde. Infine Iy = é——nj hp de non pud contenere che le derivate seconde
Y

-al pit perché se contenesse le terze, [, = Jk(p dx conterrebbe le prime e quindi
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1 ol
=73 5—;‘ le seconde. In definitiva dovrebbe aversi:
og
Li=¢= F(’/’? D3 0 95 by P ) ’
2 ag
L, = 5&[ gpdo = G ("l)y 705 05 by 70’ ) ’
R og
Ly = ?./2[ hp dz = H<7P’ Dy 7y 815 g, Iy Py ) ’
¢ quindi:

og
L =F ("l)r Py Qs ¢y By P ) ’

. B ag~
s IQ s G (Tfl), {/, h, EI;’ ...) y

T

— ag
[3 = H('l/‘, g, h, 'é—:, ...) .

I’impossibilitd di esprimere L,, L,, L; nel modo indicato in b) segue allora
dal Corollario 1°.

Osservazione. Si ¢ provato che & possibile esprimere le funzioni L,
L,, L, mediante la y e le sue derivate fino alle terze. Notiamo esplicitamente
che nellespressione di L; cioé¢ della ¢ devono forzatamente venire coinvolte
le derivate « seconde ». Infatti se in L, = I, = @ comparissero le sole deri-
vate prime al piu, in I, ed in I; comparirebbe la sola ¢ e Passurdo segue dal
Corollario 1o.

Corollario 30. A) 8i puo esprimere la funzione Ly = I, = ¢ mediante
una funzione arbitraria v e le sue derivate parziali prime ¢ seconde e la funzione:

oI, oI,

2 02
1=L2+L3=5§ng)dm —:—é—yz{hrpdm: am“—{-»a;z—

)

con la v e le sue derivate parziali prime, seconde ¢ terze.

B) Non si puo esprimere Ly = I; = ¢ con la y e le sue dertvate parziali
prime e la funzione v con la y e le sue derivate fino alle terze a meno che sia Ifg
funzione della sola . _ )

La proposizione A) discende dalla proposizione a) del Corollario 2°.
Per dimostrare la B) osserviamo pei che se 7 contenesse le derivate terze,

24 — Rivista di Matematica
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una almeno delle funzioni I,, 7, dovrebbe contenere le derivate prime. Tn tal
. 18I, 1ol . '
caso, pero, ¢ = - 5—2 =3 —a—f conterrebbe le derivate seconde e non solo le
’ g ox [ .
prime. Se poi 7 non contiene le derivate terze ma soltanto le seconde al pil,
I, ed I; contengono al pilt le prime. In definitiva I,, I,, I, contengono al pit
2 bl ] 7 i )

le prime. La proposizione B) discende ailora dal Corollario 1°.

11 secondo teorema.

1. — Si considerino ora le quattro funzioni:

P

Li=ap, L=|gpdr, IL=]|bpdw, I,=[cpdax,
ove a, b, ¢, denotano assegnate funzioni di e di y, delle quali @ non identi-
camente nulla ¢ @ una funzione arbitraria di » e di y.

a) Se b(z, y) & identicamente nulla, civea Pesprimibilita delle tre funzioni

.

superstiti I, I,, I, mediante @, ¢, —, ..., una funzione arbitraria p e le sue
P

T

derivate parziali del 1° e 20 ordine, abbiamo a disposizione il Teorema I coi
relativi corollari; lo stesso puod dirsi se ¢(z, y) ¢ identicamente nulla senza che
lo sia b(w, y). -

b) Se bz, ¥) e c(z, y) sono ambedue identicamente nulle, le funzioni
superstiti I, = ag, I, == f @dx si possono esprimere in termini di @, della fun-
zione arbitraria v e delle sue derivate parziali prime, ma non in termini di a

. : . oy o
e della sola u. Infatti, posto I, :’ pdr = y, ne viene @ = 52 © quindi:
« €T

3

0
I, =a _ai”, I, = y, mentre dall’ipotesi che sia I, == ¢ = F(y, a), I, = f(pdm =

= G(yp, zi), segue 'assurdo:

oG oy | 8G oa

—_5@ ox ¢4Ba ox

¢) Se b dipende solo da y risulta I, = b(y)I, ed ¢ ancora applicabile il
Teorema I coi relativi corollari; lo stesso dicasi se ¢ dipende solo da ¥, giacché
in tal caso si ha: I, = e(y)l,.

d) Se il rapporto e¢/b & funzione solo di y, risulta: ¢ = boly), I, =
= f bo(y)p do = o(y)I, ed & ancora applicabile il Teorema I coi relativi corollari.
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e) Se b dipende solo da y e ¢ dipende pure solv da y, risulta Iy = b(y)I,,
Iy=¢(y), e si ricade nel caso contemplato in b).

1

a [P
f) Se infine 5;(%) == 0, cloé ¢ = 4(y) -+ bB(y), risulta:

i= [ epde = [ [A(y) + bBG)lpds = A@)I, + By)L,,

ed & ancora applicabile 1l Teorema I coi relativi corollari. Chiameremo « casi
degeneri» i casi elencati in a), b), e), d), e), f).

2. - Cid premesso dimostriamo il seguente

Teorema II. Se gz, y) ¢ une funzione arbitraria di x ¢ di y ed a(w, y),
b(z, ¥}, c(x, y) sono assegnate funzioni di x ¢ di y, delle quali a(z,y) non identica-
mente-nulla, ¢-possibile-esprimere le quattro funzioni Iyy Iy Ty5-I, mediante a; b, ¢,
ob e . . . . . S .
B! Bor v URE mAOVA funzione arbitraria y(x, y) ¢ le sue derivate parziali prime,

. b @ec
seconde ¢ « terze », ma non medianite a, b, ¢, =
& X

parziuli prime ¢ seconde, a meno che le funzioni b(z, ), c(w, y) si trovino in uno
det casi degeneri a), b), c¢), d), e), f).

y -y la y ele sole sue derivate

Dimostrazione. Posto

‘ Izzfqodm:m(w,y),
gi trae:

ow
I, =a
! on ]
I,=w,

2 8
[Sz[b—a—)dxzba)—}’w—dw:
» o

ox

dw ' de
Ii=1\c¢ de = cwv— | 0 — dz .

ox ox

Se b e ¢ sono ambedue funzioni della sola ¥ (e in particolare se esse s0no
ambedue identicamente nulle), si elidono i due termini integrali e le guattro
funzioni I,, I,, I, I, si possono cosi esprimere mediante a, b, ¢, la funzione
arbitravia w(®, y) e le sue -derivate parziali prime, in accordo con quanto
esposto in b), e). ‘ T
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. ob \ . .
Se ad esempio 5. bon ¢ identicamente nulla, si ponga:
X

ob
jw—dw: (@, ¥) .
o

Con cid si ottiene:

1 o7 o (1 o
(1 = — —— = — —
b oz’ ¢ oz \V 22/’
¢ quindi:
a ot b or
I, = — g — T
' b o2 (2 ax’
1 er
Iy = — —,
b ox
ot
Ij=— ——
v e
¢ Ot ¢ ot
Ii=— —— | - —d
b o b ox

Se ¢ ¢ funzione della sola y (e in particolare se ¢ & identicamente nulla),
si elide 'ultimo termine integrale superstite e le quattro funzioni Iy, I, I, I,
si possono cosl esprimere mediante a, b, ¢, b', b, ..., la funzione arbitraria v
¢ le sue derivate parziali prime e seconde, in accordo con quanto esposto
in a), e).

Se poi il rapporto ¢'/b’ & funzione della sola % [il che avviene quando
¢=A(y) + bB(y), con A e B funzioni arbitrarie e in particolare quando ¢/b
& funzione della sola %], ancora l'ultimo termine integrale si elide e rigulta:

ngg-wm.
Le quattro funzioni I,, I,, I;, 1, si possono cosi ancora esprimere in termini
di a, b, ¢, b, V", ..., v e delle derivate prime e seconde di t in accordo con

\

; : . . oc¢
quanto esposto in d) ed f). Alla stessa conclusione si perviene se 5, non ¢
s

identicamente nulla e contemporanearente b ¢ funzione solo di y (in parti-
colare b & identicamente nulla), oppure b/c & funzione solo di y, oppure b'/e’
¢ funzione solo di .

Supponendo di non trovareci in alcuno dei casi esposti che costituiseono
futti e soli i casi degeneri, si trova:
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e posto quindi

¢\
(5;) =m, mitde = yp,
si deduce:
oy
T=m-—
2w’
a [ B\ b’ o\’
I, =—{m—) —a N —
! '< av> (b’)’( a@) ’
1 op\’
Iy = —|m —
- b‘( %) !
b op\’ oy
I, =—m —m—=-
8 b’( 6:::) ox’
R T e .
Ij=—{m—]— —m-— .
. b’( 8;7;) b’ 8w+w

Le quattro funzioni I,, I,, I, I, si possono cosi esprimere in termini di
a, b, ¢, b’y ¢, ..., della funzione arbitraria y e delle sue derivate parziali prime,
seconde e « terze ». La prima parte del Teorema & cosi provata.

Dimostriamo ora la seconda parte del Teorema, che cioé non ¢ possibile
esprimere le funzioni I,, I,, I,, I, mediante «, b, ¢, b', ¢, ..., una funzione
arbitraria o e le sole sue derivate parziali prime e seconde, a meno che le fun-
zioni b e ¢ si trovino in uno dei casi degeneri.

. X ) oy oy 2%y . 2%y N
Ragionando per assurdo e posto = P i & =" 5 v 8,
62
&% = t, supponiamo che sia contemporaneamente:
I =ap= Py, p, ¢ 7,81 a,b,e b, ¢, ...),
I, = f‘Pdw = Gy, P 47, 8, 1, 4, b, ¢, by ey,
(12)
Iy = f bpdw = H(yp, p, ¢, 7, 8, 1, 4y b, ¢, b'ye'y )y
I, = J cpde = K(p, ¢, 0,7, 8,1, 4, b, ¢, by ey
Poiché dalla seconda delle (12) derivando si trova:
oG oy . oG Py G D oG Py oG By oG By oG oa
Q=— =t = — — Pyt RO

oy 0z op owx? 5;{ dwoy  or ox® s ot oy at ox oy 2a ox
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4 s . . . 2@ 8@ oG
ed ¢ I,= ap, ne viene subito intanto — =—— — — = 0,

ar o i
menti I, conterrebbe le derivate terze della y contro lipotesi.

perche altri-

. a ol a ol
Con ragionamento analogo, osservando che I, = a g
C

deduce che deve essere anche:

oH _odH oH oK oK oK

_—mm e = e T ),
or o8 ot or 08 ot

Pertanto le funzioni @, H, K non possono contencre le derivate seconde
della u e potranno allora contenere al pitt le derivate prime, risultando dunque:

’ I, = fq;da; = G(p,p, ¢, 4, b,0,b,¢,...),
1, = f bpde = H(yp, p, ¢, a, b, ¢, b, ¢, ...)
l I, = f cpdy = Ky, p, %-“y bye, by ¢y l)

Derivando si trova poi:

L _2Goy 2Goy oG oy | oG

(p:

hl ! a4+ .=
a oy om ” Op ox*  Bq oz oy oa +

I

1ioH 2y 8H o2y oH o%yp oH
= = e — — - + — a'+
bioy 8x ' op ozt oq 8w 2y oa ’

10K oy 2K 9%y oIf o 2) (A
=l = o = b ——a' - ..,
c|oyp oz ' op oxt oq oxdy oa

°6¢ 1oH\2% (06 12H\ o% 0
6'p—bap>% "\og b oq)omoy S
les 18K 621/;_1 oG 18K\ &y —0

op cop o2 o¢  cogq)omoy @ T

da cui, essendo y arbitraria e contenendo @, H, K soltanto la p ¢ le sue deri-
vate parziali prime, ‘

[ o0& _1loE fee _1eE .
op  bop. ep  c¢op
oG 1 oH 8¢ 10K

Cla Tre <0 o oa
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Queste poi, essendo b e ¢ funzioni solo di y ed «, si possono scrivere:
[ 1 [ o/ 1)
2lg—-H ——kG__K)Eo,
J op\ b

e 1
1 (G~-1H>;~o, | —(G.—f1(>~“—:0.
oq b - ; oq e

Le funzioni GMZH e G—-—(—}A’ non possono dunque dipendere da p e

it

da ¢ e allora devono dipendere solo da v, a, b, ¢, b’y ¢/, ... . Pertanto:

bG@— H = g(y, ¢, b, ¢, ¥', ¢, ...},
eG — K= g(yp,a,b,¢, b, ¢, ...},

0 anche: o
(13) ' b f(pdww J bpda = oy, a, b, ¢, b, ¢, ...),
(14) ¢ f (pdwmf cpdr = gy, ay b, ¢, b’y ¢, ...) .

Derivando ulteriormernte rispetto ad « ambo i membri di queste due rela-
zioni, si trova poi:

_ . [ , 09 Oy o ,. %o,
{15) b fgpda;_ oy o0 + + = b+ ...,
og Oy og , 0g
16 ! = a'+ =b'+ ...
(16) c[qux Bwaw_fbcba+abb+ ’
¢ quindi:
¥ dp oy . de |, % ., Y og oy og ;o o9 .,
¢ (awamTaa'a %abb"r ) =0 awax+_aaa‘Tabb+"' :

Ma questa pud scriversi: .

, 00 ., 0g)\ 0y 5 (e [ @o : aJ :
r 28 pr 2N T 2 gl 2 ___b/ —l- b/
(st (e oy (R G

e poiché y & arbitraria e g, ¢ contengono la y ma non le sue derivate, ne viene:

i

0,

20 '
¢ ——b'— % =0.
3 6«/} ooy
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I ultima relazione, scritta nella forma

a ! 14 po—
‘é’y"}l_cg”‘“bg] =0,
mostra che la funzione ¢’o — ¥’y non dipende da y e dipende quindi solo da
@ b, ¢, ¥y ¢, .... Tenuto conto delle espressioni (13), (14) della o e della g,
siamo dunque giunti alla conclusione che deve essere:

a7 b [pdz—¢ [b(pdm——b’ch)dx + b J cpdr =o(a, b,c, b, ¢, ...)

Orbene si osservi che:

1°) Se b e ¢ sono ambedue funzioni della sola y, in particolare ambedue

identicamente- nulle [casi-degeneri e) e )], la (17) & verificata (como=0)ed

¢ possibile esprimere I,, I,, I, I, in termini di a, b, ¢, b'y ¢y ..., p e delle sue
derivate parziali prime, come abbiamo provato. In questo caso gegue poi,
dalle (13) e (14),

o=0, g¢g=0, ossia Ig=0I,, I,=-cl,.

2°) Se b dipende solo da y (in Iimjticolare se ¢ identicamente nulla),
mentre lo stesso non avviene per la ¢(x, y) [casi degeneri a), ¢)], la (17) diviene:
cbfpdr—¢ [bpdz =« ed & ancora verificata con « = 0. I in questo caso
possibile esprimere I,, I,, I, I, in termini di-z, y,~y e delle derivate prime
¢ seconde, come abbiamo provato. Inoltre per la (13) risulta 0 =0, ossia
I; = bl,, ma non risulta identicamente nulla Ia g = cG— K.

3°) Se ¢ = bA(y) [caso degenere d)], la (17) diviene:
VAW [pde—b'A(y) [bpde—bbAW) [@de + b [ bAG)pds = alz, y),

ed ¢ ancora soddisfatta con « = 0. In questo caso & possibile esprimere
1, I, I,, I, in termini di y e delle sue derivate prime e seconde, come ab-
biamo provato. Dalle (13) e (14) segue poi che nd ¢ né g sono identicamente
nulle, ma risulta: g = A(y)g, ciog ol,— [, = A(y)(bl,— I,).

4°) Se, infine, ¢'= b'A(y) ossia ¢ = B(y) + bA(y) [caso degenere 1)], Ia
(17). diviene:

b A(y)d J pde — b A(y) J' b do —
—V[BY) +bAW)] [pda + b [ [By) + bA@)lpds =
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ed & ancora verificata con « == 0. In questo caso & possibile esprimere I,, I,,
I,, I, in termini di e delle sue derivate prime e seconde, come abbiamo pro-
vato. Dalle (13) e (14) segue poi ancora:

9= [Bly) + bA@)] [pde— [ By + bAWlpds = bA(y) [ gde-- [ bA@)pd,
ossia g = A(y)e.

Se non ci troviamo in alcuno dei casi degeneri ora studiati ¢ facile provare
che lIa (17) & assurda. Infatti, dividendone ambo i membri per b', essa si serive:

c' . . o
(37’) [b fgpdmm [bpda] — [c [ pda— | cpda] = l% = fla, by e, b, ¢y ..),

¢ quindi, derivando rispetto a =z,

)

Di qui, moltiplicando ambo i membri per m = [(¢'/b')'}7}, si ottiene poi:

[b j @ dw— {b(pdd)

-%-g;b'}(pdwwc"((pdx:(—ﬂ

de

18

d
da’

b [(pd.%’- {bgvdm =m

da cui, derivando successivamente ancora due volte,

’ — [, 9B
b §¢dw_- ()nd—;> )

d|1 dg\/ o R Al
p=zlmlm = yp(a, b, ¢, b, ¢, 0", ¢"y ).

Questa relazione implica che ¢, anziché funzione arbitraria di # e di ¥,
sia funzione di a, b, ¢, b, ¢/, V", ¢, ... . L’ipotesi che I,, I,, I3, I, si possano
esprimere mediante una funzione arbitraria y e le sole sue derivate parziali
prime e seconde nel caso generale (quando cioé b e ¢ non si trovino in alcuno
dei casi degeneri) ¢ dunque assurda e il Teorema IT & completamente dimo-
strato.

Osservazione. Abbiamo provato che I;, I,, Iy, I, si possono espri-
mere mediante a, b, ¢, b, ¢, ..., p e le sue derivate parziali prime, seconde e
terze ‘nel caso generale. Notiamo esplicitamente che nell’espressione. di I, e
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quindi della ¢ devono venire coinvolte le derivate terze. Infatti, ne 7,, né I,,
oI, 1 aI,

neé I, possono contenere le derivate terze, giacché altrimenti p= =g o=
T 4

1 a1, .
=- 590_1 conterrebbe le derivate quarte.

Corollario 1°  Se ¢la, y) ¢ una funzione arbitraria di © ¢ di y e oz, y),
B, y), v(x, y) sono tre funzioni assegnate di v ¢ di y, delle quali oo non identica-
mente nulla, & possibile esprimere le quaittro funzioni

Li=¢, L=[apde, IL,=][fpde, I,=[ypde

mediante «, B, v, o', B, v, ey URG NUOVG funzione arbitraria w(z, y) e 'le sue
derivate parziali prime, seconde e terze, ma non mediante o By vy oy B vy ey
¢ le sue derivate parziali prime ¢ seconde, a meno che:

a') sia B = 0 oppure y = 0 (nel qual caso le quatiro funzioni si esprimono
con-a, By v, ..., p e le sue derivate prime e « seconde ;o

b’} sia f = 0 e contemporaneamente y =0 (nel qual caso le quatiro fun-
2iont $1 esprimono con o, f,.y, ..., p e le sue derivate « prime »);

¢') sia = ap(y) oppwre y = ao(y) (nel qual caso le quattro funzioni si
esprimono con o, f, y, ..., p e le sue derivate prime e « seconde »);

d') sia y = Po(y) (nel qual caso le gquatiro funzioni si esprimono con
% By Yy ey p e le sue derivate prime e « seconde »);

e') sia f = ap(y) e contemporaneamente y = ag(y) (nel qual caso le quattro
Junzioni si esprimono con «, B, v, ..., v ¢ le sue derivate « prime »);

t') sia y = ad(y) + BB(y) (nel qual caso le quaitro funzioni si espPrimono
con o, B, y,..., p e le sue derivate prime e « seconde »).

Infatti, posto: ap = 7, la tesi segue dal Teorema II nel quale si assuma
a=1ja, b= fla, ¢= yla.

Corollario 2°0. Se p(x,y) ¢ una funzione arbitraria di = e di y e alz,y),
B, y), y(@,y) sono funzioni assegnate di x e di vy, delle quali o non identica-
mente nulla, si ha:

a) B poss'&;bile esprimere le quattro funzioni

P

. 0
Ly=g¢, I’2=J’°“Pdm, Lszgg‘l}'ﬁ‘pdm; L4=6y2

j ye de,
ox oo Of o
. on’ oy’ o’ oy’ ;
delle sue derivate parziali prime, seconde, terze e quarte.

n termini di o, 8, v, ey @i una nuove funzione arbitraria y e

b) VNgm _é'pos;éibile esprimeb*e Ly in termind di o, By ¥y -y p € delle sue deri-



nella statica delle membrane 357

vate parziali prime e seconde, Ly, Ly, Ly in termini di «, B, v, ..., p ¢ delle sue
derivate prime, seconde, terze e quarte, o meno che b, y non 8i trovino in uno
dei casi degeneri a’), b'), ¢'), d'), e’), f').

Infatti Ia possibilita di esprimere L,, L,, L;, L, nel modo indicato in a)
discende da quanto esposto nella dimostrazione della prima parte del Teorema IT.
Inoltre, supposto che L, = I, = ¢ contenga le derivate seconde al pil,

L, = f apdz. non pud contenere che le.derivate prime al piu (in quanto

1 8L, 0 R . s
Q= »5;) g = —55 pede non pud contenere che le derivate seconde al piu,
“ y : ’ i - o
perché se contenesse le terze, I; = fﬁ(p dx conterrebbe le seconde e quindi
1 oI, 02 .
@ = F 5« le terze. Infine I, = pow: {yqa dz non pud contenere che le derivate
Y

terze al pit perché se contenesse le quarte, I, = f yp dx conterrebbe le seconde

1 2,
e qulndl (p = - 5; le terze. In deﬁmtlva dovrebbe aversi:
Y . . -

Li=ep=1=Fly, 0,47, 8t % By, ),
L, = foapdw = I, = G(y, 1); g, /,))7‘77 )
0 ol.
Ly = 6yf’8¢dx = 5!73 - H("P? s 4y 7y 8 1y &y /3’ Vs )

3

' o2 or 3y ' i
L, = a_yzqu;dx: 5}/-25 =K ('4), Py Gy Ty 8y by eeny Pl o By v, ) ,

e quindi:
I =Py, p,0,71 8% 0 By vy )y

L =Gy, ¢ o By vy )y
I :ﬁ('% P34, % By vy o) yo

I, = l—f("/” Dy Gy % By 5 o) -

. L’impossibilita di esprimere Ll, L, La, L4 nel modo mdlcato 1n b) dlscende
a1101a dal Corollario 1°. :

. Osseyrvazione. Si & provato che ¢ possibile esprimere le funzioni L,;

o Lo s

Lz, La, L, in termini di «, By Vyrieey Wy Py Uy 7585 by oosy g—y—w Notmmo esphclta-

mente che nell’espressione di I, = ¢ devono comparire ‘le derivate terze.
Infatti se L, = I, = ¢ contenesse solQ “le derivate seconde al piu, le funzioni
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I, = L,, I, I, dovrebbero contenere le derivate prime al pit e assurdo segue
dal Corollario 1°.

Corollario 3°. A) Si pud esprimere la funzione L, = I, = ¢ in termini
di &, B, y, ..., la funzione arbitraria y e le sue derivate prime, seconde e « terze »,
e la funzione

2

0
szwdw,

ol
T:L2+L3+L4=12*Fay3 J“‘Pdﬁ—{“ [ﬁ(pd

con o, ff, v, ..., la p e le sue derivate prime, seconde, terze e quarte.

B) Non si pud esprimere L; = I, = ¢ mediante o, 8, y, ..., la » e le
sue derivate prime e seconde, ¢ la funzione v con «, 5, v, ..., v e le sue deri-
vate sino alle quarte al pili, a meno che le funzioni § e y si trovino in uno
dei casi degeneri a'), b’), ¢'), d'), e'), t').

La ploposmone A) dlscende dalla proposizione a) del Corollario 20, Per
dimostrare la proposizione B) osserviamo poi che se 7 contiene le derivate

quarte, una almeno delle tre funzioni I,, I,, I, deve contenerec le derivate
1 oI, 18I, 12l .

=-—="__2 conterrebbe le derivate

o Ox ﬁ on y ox

terze e non soltanto le seconde. Se poi T non contiene le derivate quarte ma

soltanto le terze al pilt, si osservi che L, = I, non pud contenere tali deri-

seconde. In tal caso, perd, ¢ =

\ . . 1 of,
vate terze perche altrimenti ¢ = ~ —a——‘ conterrebbe le quarte. Allora sono L,
o Ox

ed L, che contengono le terze al pilt e quindi I, ed I, contengono al piu le
seconde. In definitiva I,, I,, I, I, contengono al pit le seconde. Ma I'impos-
sibilita di esprimere I,, I,, I;, I, con le derivate seconde al pitt & stata dimo-
strata nel Corollario 1° del Teorema II, e pertanto la proposizione B) discende
da tale Corollario.

Equazioni differenziali delle superficie eccezionali.

1. — Dopo tutte queste premesse siamo in grado di dimostrare la propo-
sizione che costituisce Poggetto precipuo del presente lavoro.
Intendendo con le notazioni p(w, ¥) = 0, p(x, ¥) 5= 0 significare, rispettiva-

mente, «o(x, y) identicamente nulla rispetto a w e ad ¥ », « g(w, ) non identica-
62
£ e quindi

mente nulla rispetto ad 2 e ad ¥ », si osservi che, essendo ¢" = ¢** 200y

2
oh 0 g 2%u
ox 0y

. 9, . . oh
), la relazione —é—lf = 0 trascina con sé Daltra = 0,
?/ 2

. oh . .
mentre la relazione P £ 0 implica 8-57—$
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Posto, allora,

a ("u aaﬂ) 2t o%u oh L=y, Ii=g,
o= —/| ¢ — = — )
oy ox® o2 o’ I, = {apde, L, = ‘ apdr = 1,,
_ ook 2 ol
/3—“556.’1;’ Iszfﬁ(pdfﬂ, La—::—éTJJﬂ(pdm:af,
B ok . 02 o,
l Y= _a‘_;; ’ 14 o J ‘},’(de) H L;: ayz'[’}/(pd«’l/‘--— “8?]2-‘ y

¢ ricordando le espressioni (1) degli sforzi, si vede chiaramente come la teoria
esposta sia applicabile al caso statico che ci interessa, tenuto conto, ben §’in-
tende, della particolaritdh che dall’essere f = 0 discende y =0 e viceversa.
Sussiste precisamente il seguente
Teorema III. Per esprimere gli sforzi nell’integrale generale del sistema
indefinito pjy =0, (4, k= 1,2),
10) occorrono e bastano le derivate quinte (*°) nel caso yenerale, cioé quando
pisulla ;.

y#0, az0,

senza che sia verificato aleuno dei casi eccezionali c'), d'), '), t');

20) gccorrono ¢ bastano le derivate quarte, se:
a) yz£0, az£0, ma & verificata una delle condizioni ¢'), '), oppure
b) ys£0, =0 senza che sia verificato il caso ecccezionale d');

39) occorrono e bastano le derivate terze, se (1'):

y =0, a0 ;
49) gccorrono e bastano le derivate seconde, se:

y =0, oo =0.

(%) In questo enunciato alla frase «occorrono e bastano le derivate k-esime»
intendiamo sempre che faccia seguito la frase «insieme alla funzione arbitraria y ed
alle sue derivate prima, seconda, ..., (k— 1)-esima ».

. oh ou oh . ..

(1) II easo y = Poly), ossia — = — — p(y) & incluso nella proposizione 3°)
ox 0Oy ox
2

erchd 1 — 2 o(y) = 0 implica 1~ — 0 mdai 2 = o
rche —_— Y} == mplica —~ = e umdal — = U,
,p oy e P o oy E ox
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Dimostrazione. La proposizione 10) e quella 20), a) discendono imne-
diatamente dal COPO]I(lllO 3¢ del Teorema II. La proposizione 20), b) discende
dal Covollario 3v7del Teorema 1. La proposizione 3°) dal Corollario 1° del Teo-
rema 1. La proposizione 4°) [che ¢ evidente per quel che rignarda la sufficienzal
é statl gia dimostrata nel lavoro citato in (*), b).

2. - Uenomnmndo superfww eccezionali del 4°, 30, 20 {ipo quelle supelﬁue
per le quali gli sforszi si esprimono con le derivate di ordine massimo 4, 3, 2
rispettivamente, siamo giunti dunque alla seguente conclusione:

Tutte ¢ sole le superficie eccezionali del quarto tipo sono quelle la cui metrica
soddisfa Uequazione differenziale:

o [, 0% .., 0% Ok ou oh oh
as) —*(‘ i) e = AW) = = 4 Bly) =
ox® ox oy oz ow

T'utte e sole le superficie eccezionali del terzo tipo sono quelle la cui metrica sod-
disfa Uequazione differenziale:

oh
(19) — =0
: ox

Tutte e sole le superficie eccezionali del secondo tipo sonc le superficie a curvatura
totale costanic.

Le (18) e (19) sono le cercate equazioni differenziali delle superficie ecce-
zionali del 4° e 30 tipo.

Chiudiamo segnalando qualche semplice esempio:
La superficie di metrica ds?= dw? + (2 + y)2dy® ¢ una superficie generale.

La superficie di metrica ds®= da? 4 (# - y)*dy? & una superficie eccezio-
-nale del 40 tipo.

La superficie di metrica ds?== da® + (2® 4 1)2dy? & una superficie eccezio-
nale del 3° tipo.

La superficie di metrica ds®= da? - coszz dy® ¢ una superficie eccezionale

del 20 tiyio.



