DARIO GRAFFI (¥)

-

1. — L’equazione differenziale per le oscillazioni forzate nel caso lineare

ordinario ha, come & notissimo, la forma

1 ¥+ 2p5 4+ o) = C cos (vl + y),

dove x & una funzione del tempo ¢, e p, ¢, w, w, sono costanti positive. B ben
noto che I'unica soluzione periodica con periodo T'= 2x/w della (1), soluzione
che rappresenta appunto le oscillazioni forzate della Meccanica ordinaria, &

data da:
@) x =4 cos (ot + &),
dove:
¢ 2pw
2/ _A e e tage (“._ = ey
(2" 7 '\/(w2 ol dprer ’ g ) w0 — Wt ’

Da queste equazioni si ricavano subito le disuguaglianze:

T T
C 1{ o !
®  A<im—a 7|TY<seiamr 7

2 dt <

v o

<oy < 27 .

w*C?

Aw? — w2’

B naturale chiederci se le stesse disuguaglianze valgono anche in Meccanica
“non-lineare o, con maggiore precisione, per le oscillazioni forzate rette da una
equazione di LIBENARD con secondo membro uguale a una funzione sinusoidale
del tempo; cioé per le soluzioni periodiche di periodo T= 2x/w dell’equazione

(*) Professore o. della Universitdh di Bologna. Indirizzo: Viale Gozzadini 7,

Bologna (Italia).
(**) Riecevuto il 2-XI1-1952.
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differenziale, ehe generalizza la (1),
() # 4 @) + oy » = O cos (ot + y),

dove ¢(z) ¢ una funzione di o che, nei casi pit interessanti_e. a cui spesso.ci

riferiremo, & negativa per piccoli valori di |#|, positiva per grandi valori della
stessa variabile. E noto infatti che, sotto ipotesi molto larghe (1), la (4) am-
mette soluzioni periodiche di periodo 7.

" Orbene, riprendendo considerazioni esposte dieci anni fa (2), dimostreremo
anzitutto che le due ultime disuguaglianze (3) valgono anche per le soluzioni
periodiche di (4) con periodo 7 (soluzioni a cui d’ora innanzi riserveremo il
simbolo z(t) o, per maggiore brevita, il simbolo ), purcheé sia w > w,. Potremo
cosi anche determinare, sempre supponendo w > w,, un valore maggiorante
perle |x(t)| e, come conseguenza, provare la loro instabilith per piccoli va-
lori di C. '

Daremo poi alcune limitazioni per 'ampiezza degli armonici di ordine supe-
riore al primo nello sviluppo in serie di Fourrer di =(f), limitazioni wutili
specie nel caso di piceola non-linearitd, cioé quando il valore massimo ¢ di
|p(@)| (che supporremo limitata) ¢ piccolo rispetto a \/a)-—w Da questo
risultato potremo precisare quale errore si commette assumendo per le z(?)
il valore approssimato {-— C/(w*— w?)} cos (wt-+ y) e, in particolare, troveremo
che, a meno di termini dell’ordine di &*/{w?— w?), 'ampiezza del primo termine
dello sviluppo in serie di FOURIER di ®(t) vale C/(w?— wf).

Infine accenneremo al caso della cosiddetta demoltiplicazione di frequenza,
“cio¢ studieremo le eventuali soluzioni di pulsazione w (o di periodo T'= 27/w)
dell’equazione (4) in cui il secondo membro valga C cos (qwt -+ y), con ¢
intero e maggiore di uno. Supponendo sempre w > w,, troveremo anche per
queste soluzioni valide le due ultime di (3) oppure le relazioni:

T Ve
1 C? 1 2o
Mot — & g
TJ O T S Sy
0 0

da cul potremo, come nel caso precedente, dedwurre eventuali valori maggio-
ranti per il valore assoluto di «(f), la instabilitd di queste soluzioni per ¢ pic-

(*) 8. Le¥scuerz, Bzistence of periodic solutions for certain differential equations,
Proc. Nat. Acad. Sei. U.S.A. 29, 20-32 (1943). N. LeviNsoN, Ewistence of periodic
solutions for second order differential equations with a fjorcing term, J. Math. Physics 22,
41-48 (1943).

(*) D. Gra¥ri, Sopra alcune equazioni differenziali della radiotecnica, Mem. Accad.
Sci. Bologna (9) 9, 83-92 (1941-42).
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colo e infine altre limitazioni per 'ampiezza degli armonici (di ordine diverso,
da ¢) nello sviluppo in serie di Fourier della x(f).

Prima di chiudere questa introduzione osserviamo che, come si & gia detto
varie volte, i nostri risultati valgono supponendo w > w,, cioe supponendo

libere rette da (4), con ¢(x) (oltre naturalmente a () identicamente nulla.
" Questa ipotesi appare essenziale per le seguenti ragioni. Se le due-ultime di (3)!
fossero valide per ogni w si zwiebbe, per 0 = 0 e per ogni w wo, la o iden-
ticamente nulla; cio¢ per qumlunque @(x) non esisterebbero soluzioni periodiche
di (4) con C uguale a zero e con w ¥ w,, in contraddizione con notlssmli
risultati (3). Forse le due ultime di (3) sono valide, per ogni w, se la (4) con.
secondo membro nullo non ha soluzioni periodiche; per esempio se p(z) &
sempre positiva. Perd di questa supposizione non ho ottenuto finora alcuna
soddisfacente dimostrazione. o

2. — Supposta dunque nella (4) la @ periodica di periodo 7T, moltiplichiamo’
questa equazione per la stessa « e integriamo da zero a 7. Tenendo presente che:

'y T T ‘
(5) fwaedt_—_— f:a-zdt, J‘«,;(:o)wjadt: 0,
0 1] 0
8i ha:
I 7 ' 7 e R
(6) f@zdt—wﬁ fwzdtz— [ C cos (wt + y)wdt.
0 0 0

Ora, poiché integrando (4) da zero a 7' si ha che il valor medio di # su un
periodo & nullo, potremo scrivere, sviluppando # e & in serie di FOURIER,

(N &= A,cos (nwt + a,), &=—73 nwd,sen (nwt + ),
; . 1 ’ 1 o

dove A,(>0) e «, sono costanti. Ora & noto che &:

- : T ’ 7 . C
Too T

- s 2 242,

(8) j'wzdt 2; [ 1 22 w2 A2,

.

0

(3) Vedi, per es., G. SANSONE, Sopra Vequazione di A. Liénard per le oscillazioni di
rilassamenio, Ann. Mat. Pura Appl. (4) 28,,153181 (1949). . .. v )

pal
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e pereid:

T T
(9) j:i:z dt—J' w? 32 dt=
e =0

) . T r
(10) yq,« dt—[wf, @ dt= 5
v 0 [}

r
@ T w? — ol
3, o — w)) A7 > = (0 2—-60)211’)7,24422 e O[d:zdt.
1

[}

Ailora, sostituendo la (9) nella (6) e tenendo presente che w?— w?> 0, si ha,
applicando la inequazione di ScuHWARZ,

z 7 N
Y 8 Vz/
P ———— | @ cos (0t + ) dE < e i V 2
[w di<< PR [mcos(wt—}—y)dt S a zl {w dat ,
0 0 0
da cui:
: T
c:r
2 < e
1) jw dt\2(w2—w§)2’
0

risultato gia ottenuto, per via diversa, nella mia Nota citata e che dlmostla
la validita della seconda di (3), nel nostro caso.
Sostituendo invece la (10) nella (6) e tenendo presente la (11) si ha:

T .
2 2012

2w — i)’

relazione che estende 'ultima di (3).

B da notare che da (8) e (9) (valide per w > w,) si ricava che, se C tende
allo zero, lo stesso accade per z. Percid le oscillazioni proprie di un sistema
non lineare retto dalla (4) con secondo membro uguale a zero hanno solo pul-
sazioni ¢ inferiori a w,, cioé un periodo 1" > 2xfw,. Si ritrova cosi un noto
teorema.

Per la seconda delle (8) e per la (12) si ha poi che Pampiezza di ogni armo-
nico A, dello sviluppo in serie di FOURIER di @ & tale che

¢

o~ 2y 7
n{w? — wy)

(13)

relazione che generalizza la prima di (3).
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3. — Poich¢ il valor medio di «(f) in un periodo & nullo, questa funzione

si annullerd in almeno due punti dell’intervallo chiuso (0, 7'). Per fissare le
idee, uno di questi punti si abbia per f =0, laltro per ¢ = h; sard intanto
h<<T. Sia t un istante in cui |2(f)] raggiunge il suo valore massimo M, e

~supponiamo, sempre per fissare le idee, sia 01 < - (allostesso risultato
si giungerebbe se ¢ fosse compreso fra b e T). Ora, applicando ancora linequa-
zione di SCHWARZ si ha:

M= |x(¥)1=1 }’r‘vdt i<§}a‘c}dt<\/? ja"zdt \)fwc_\/jz :

0

In modo analogo si trova:

‘*|\__——,=‘ )

3= o) = | — [ war | <vi—7 2V

\/Q(w2 — w?)

Ora, poiché 7 oppure h—t & inferiore a h/2 cloé a T2, si ha:

T : C
(14) M< 29T _ . — M,

2(w? — w}) w® — of

Da questo valore maggiorante per la x(t) & facile ottenere una condizione
necessaria per la stabilita della a(f) stessa. Infatti, se per |z|<< M, fosse
@(®) << 0, le soluzioni periodiche di pulsazione w sarebbero instabili.

Per provare cid usiamo il solito metodo dell’equazione alle variazioni, cioé
nella (4) poniamo in luogo di z la somma 2 -+ y, dove z & ancora la soluzione
periodica di periodo 7 il cui massimo & inferiore a M, e y deve rignardarsi
come infinitesimo. Si trova subito, trascurando infinitesimi di ordine superiore,

as) y+¢<m)J+{L;’x+w}J=0

Questa & una equazione differenziale lineare a coefficienti periodici, e il coeffi-
ciente di y &, per le nostre ipotesi, sempre negativo. Le soluzioni di questa
equazione sono instabili, com’s noto, percid & instabile la () ().

(4) Cfr Gr KRALL, Meccanica tegnica delle mbmzwm, N. Zanichelli, Bologna 1940;
Cap 20, .
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T bene notare che la instabilitd di x(f) pud dedursi molto facilmente nel
caso (spesso verificato in pratica) in cui sia g(r) = — 24, (1> 0), per |z|< N
e sia N maggiore di M,. A questo scopo dimostriamo che per ogni soluzione
x'(t) della (4), anche inizialmente poco diversa da (t), esistono infiniti valori ¢’
del’ tempo, con estremo ‘superiore l’mﬁmto, per cui 2’1y > N. Inf‘l;ttl, se cid
non fosse dopo un certo istante t, sarebbe x(f) inferiore.a N e la (4) si ridur-
rebbe all’equazione lineare (1) con —A in luogo di p; x(t) sarebbe data allora
da (2) e (2') con —41 in luogo di p e «'(f) avrebbe la forma (supponiamo, per
fissare le idee, w > A%):

a @'(t) = a(t) + De* cos (V' — 221 +B),

con D e 8 costanti, e inoltre D positiva. Ma i massimi dell’nltimo termine di
questa equazione tendono all’infinito al tendere all’infinito del tempo, mentre
|#(t)| rimane sempre inferiore a M,, e o'(f) in un certo istante, superiore a %,
raggiungerebbe il valore N, al contrario ‘della nostra ipotesi. Allora esistono
infiniti valori ¢, con estremo superiore l'infinito, in cui |2'(t') — (') |> N — M,.
Cid prova linstabilith della x(t).

4. — Passiamo ora a determinare altri valori maggioranti per gli armonici
di ordine superiore di x(?), valori che dipendono anche dalla p(z). Supposto
n > 1, moltiplichiamo la (4) per cos (nwt 4+ «,) ed integriamo da zero a T.
Si ha:

(16) j i cos (nwt + «,) dt + f(p(m Yis cos (oot + o) At -+ fw @ cos (nwt- o,)dt=
0 .

=

@ iy

cos (wt + ) cos (nwt + o,) df ==

Oon una semplice 1ntegraz1one pel partl al primo termine di questa equazione,
si ricava:

7 : r
(n*w?— w?) fx cos (nwt + o) dt = f(p(a;)a'c cos (nwt + a,) di
0 . 5 o .

ossia, r1001dando lo sviluppo (7) ed indicando -— come si & gia detto — con ¢
il valore massimo di |p(@)]; si trova:- :

?‘22; s o A?z.’r~z~ ’ ‘ ewCT
5 (M- ) i<e Of.fv di- ofcos (nowt-+ y.) dt S Bt — o) "

/\
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Quindi si ha una nuova limitazione per Pampiezza di un armonico, di ordine
superiore, dello sviluppo in serie di #(t), limitazione molto conveniente quando,

come supporremo d’ora innanzi, & \/ w?— w? & piceola; si ha precisamente:
3 1] ?

“swC

(17) | A, <

2 2V (208 2y "
(w® — wi)(nPw wo)

Da questo risultato cerchiamo di risalire ad una espressione approssimata per
la @(t) (nel senso precisato nel primo paragrafo). Dividendo la (6) per I'/2 e
ricordando le (7), si ha, dopo aver posto y— oy == 9,

(18) (w?— wl)A; + }2;,1 (nPew? — i) AL = — CA; cos d.

Posto poi, per comodita,

s
!
M

=
B
4

2 2y 42
w? — w,)A:,

abbiamo:

202 i . w? 202 © 1

(¥ — w?)? 22" nw? — 0 (0 — ol Snn? — ow?

(19) B <

Inoltre, per il teorema dell’energia, cioé moltiplicando la (4) per 4 e integrando
da zero a T, otteniamo:

r 'y .
(20) J(p(ao)ai;2 dt =—w fCA1 cos (wt -+ y) sen {wt+ y+ 6)dt = — C4, %zsen 4.
0 (1]

Di pitl, detto H il modulo del primo membro di (20) diviso per =, &:

7
. } 2012 2
{(p(w)mzdt[<f§sbzdt<—s w0 2; ke
. A

| 7 (w® — w})

21 H= ;

Q=

(0F — o}
0

Clid posto, osserviamo che si pud scrivere:
o(t) = A, cos (wt +y + 6) + > A, cos (nwt + a,) =
2
= Al cos d-cos (wt + y) + A, sen d-sen (w? + y) + znA,. cos (nwt +’acn) =
. 2

= @o(t) + wy(t)y
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con

o

@y(f) = A, sen d-sen (wt -+ 9) - Zn 4., cos (nwt - «,) .
2

Ora da (20), ricordando (21), si ha:

H
| 4, sen 6}=5<

sicche, tenendo presente (17), risulta:

st o cew(
wz)z + gu =

— wp)(WPw? — o?)

|2.(8) | <

ewC i e0 i 1
— 0 Pt — w2 w(w?— of) Smad — w2/0?

ossia, per cose note (3),

2 __ 2
W w ) |\wy [N

(22) ()< = [(ﬂ)z_nﬂemﬂ)
i 9 @

Determiniamo ora 4, e 4, cos 4. Elevando al quadrato (18) e (20) e poi
sommando, abbiamo:

(@2 — @?)24% + 2(w*— w2)A2B? + Bt + H2= (242,

Allora, risolvendo questa equazione rispetto ad A?, e ponendo il segno positivo
dinanzi al radicale [perche solo in questo modo 4, tende, per & — 0, con-
forme a (17), (18) e (20), al corrispondente valore Cf(w®— w?i), ampiezza
della soluzione periodica di (4) quando &= 0], si ha:

4]

0 — 2B%0? — o) V[oz — 2B —w?)]* B H?

2((1)2 — w2)2 4(0)2 _ w2)4 (w2 J— w2)2
0 L] [}

02 1 BYo— o) 1 2BY0? — w?)]* B+ H? "
=(w2_w3)2[§— iz O}Jr‘/i[l— Gi | T @)

Ora, tenendo presente la (19) e la (21), segue che i termini B2(w?— w?)/C?

(®) S. PINCHERLE, QUi elementi della teoria delle funzioni analitiche, N. Zanichelli,
Bologna 1922; cfr. p. 143.
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H*(w?— w};)?/C* sono dell'ordine di &?/(w®— w}) e percid, per le nostre ipo-
tesi, potremo ritenerli trascurabili, e del resto nei casi concreti sarebbe facile
la verifica se cid & possibile. Avremo cosi:

(23) [’11 =

22
w 25

Sostituendo allora nella (18) divisa per C otteniamo, sempre trascurando ter-
mini dell’ordine di &*/(w®— w}),

(24) A, cos § = —

Pertanto, se dalla (19) si pud dedurre ay(¢) sufficientemente piccola cosi da
poterla trascurare, si ha la seguente soluzione approssimata della (4):

z(t) = ~—

2
wO

5 cos (wt + y) .

In sostanza, abbiamo indicato un metodo per verificare quando una soluzione
di periodo T= 2xjw della (4) si pud sostituire colla soluzione dello stesso pe-
riodo dell’equazione lineare ottenuta da (4) supponendo ¢ identicamente nulla.

5. — Accenniamo alle oscillazioni in sottoarmonico, cioé alle eventuali solu-
zioni «(t) di periodo T= 2m/w -dell’equazione

(25) %+ p@)d + o) v= C cos (quwi + Vy) .

Applicando alla (25) lo stesso metodo del secondo paragrafo, si giunge ad una-
equazione analoga a (6), cioé:

o

ra T T ’
(26) f:b2dt~ fwf,madtz— foeos (qwt + y)-zdt,
0 0 0

e proseguendo nelle considerazioni del secondo paragrafo si giunge alle (11),
(12), (13) e, in particolare, alla relazionev:

¢

Q\q—(a—);——_—-(;ﬁ_)’

ReR

Allora, sostituendo la (9) nella (26) e tenendo presenté‘ ‘che il valore assoluto:
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dell’ultimo integrale di (26) & inferiore a CA4,T/2, si ha:

i .
, . .
(@7) jw~dt<—— o

2q (w*— w?)? ’

relazione che generalizza la (11). In modo analogo si ottiene una estensione
della (12), cioé:

(28) J st << —
Dalla (28), ragionando come nel terzo paragrafo, si ottiene un valore M, mag-
giorante per x(t), dato dalla formula

7 C
Vi @

(29) M, =
Lo stesso procedimento del quarto paragrafo permette di stabilive per ogni A,
con n £ ¢, la seguente limitazione:

eCw .
\/é(aﬂn”—wg)(wz—— wg) )

(30) A<

Non ci occuperemo dell’estensione del metodo di integrazione approssi-
mata, estensione che non si presenta del tutto immediata.

(°) E da notare che dalla (26), tenendo presente (10) e che il secondo membro di
questa equazione & inferiore a CA,7/2, si ha:

SN . CA4,
Do MEAR < > S
1 w" — wo
da cui
242 < 04,
47 <
4 Tt w2’
(1]
ossia
5

< 2((»2— w2) :

Con questa relazione si pud mlghomre 27) e (28) ponendo ¢? in luogo di q, (29) e (30)
»ponendo -q-in luogo di Vg g .- : ‘



