JAauriis CECCONI (%)

Sul teorema di Stokes. (**)

1. - La uguaglianza di STOKES ¢ stata finora stabilita per vaste classi di
di superficie ([1], [11]) (°), ma non & ancora stata dimostrata, per quanto ci
risulta (1), per la classe delle superficie orientate di Fricart, del tipo della 2-cella,
per le quali si facciano le sole ipotesi della gquadrabilitd secondo LEBESGUE
e della rettificabilith del contorno.
 Le fondamentali ricerche di L. Cesar1 ([4], [56], [6], [7], [8]) sul problema
dell’area secondo LEBESGUE delle superficie ci consentono, come vogliamo mo-
strare in questa Nota, di fare un ulteriore passo in modo da pervenire al

seguente
Teorema. Sia 8 wna superficie orientata di Fréchet del tipo della 2-cella

e sia
1) (7, @): x = o), ¥=7yuv), &=z, (u, v) € @

wna sue rappresentazione sul quadrato unitario Q={<u<], 0<v< 1},
orientato positivamente, del piano (u, v).
Sia 6(8) la curva chiusa orientata immagine secondo (T, @) del contorno orien-
tato positivamente, Q%, di Q; costituente percio il contorno di S.
Sia F(x, y, z) una funzione definita in un insieme aperto R contente Din-
sieme [S] sostegno della superficie S.
Siano soddisfatte le seguenti ipotesi:
a) Larea secondo Lebesgue A(S) di 8 ¢ finita.
b) La lungheeza L[6(S)] della curva 0(S) é finita.
¢) La funzione F(x,y,2) ¢ continua in B insieme con le sue derivaie par-

ziali Ty(@, Y, 2), F.(2, Y, 2)-

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica LroNipA ToNmrLr, Universitd Pisa (Italia).

(**) Ricevuto il 14-X-1952. '

(®) T numeri in neretto e parentisi quadra si riferiscono alla bibliografia in fine
del lavoro.

(*) Questo lavoro era gia stato preparato per la stampa quando apparve la Nota
R. CaccioproLr, Misura e integrazione sulle varietd parametriche, 111 [Atti Accad. Naz.
Lincei, Rend. Cl. Sei. Fis. Mat. Nat. (8) 12, 629-634 (1952)] in cui il CACCIOPPOLL studia,
fra Paltro, Puguaglianza i STOXKES nella stessa classe di superficie che & qui considerata.
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Allora esistono i seguenti integrali di Weierstrass, introdotti da L. Tonelli
(il primo) [14] e da L. Cesari [7] (%),

fF(xy ¥, 2)dw, ff F (2, y, 2) dx dy , _“ P, y, z)de do ’
H(8) 8 8

© quali dipendono solo ([14], [7]) dalla linea 0(S) ¢ dalla superficie S rispettiva-
mente, ¢ sussiste la seguente uguaglianza (di Stokes):

.”Fz(w, Y, 2) de da — H Pz, y,2)dedy = J'F(m, ¥, 2)dx .
s 8 : 03)

\

Come si & esplicitamente fatto osservare, nessuna restrizione ¢ fatta sulla
classe delle superficie considerate oltre alle due essenziali a} e b); la ipotesi
fatta in ¢) sulla funzione F(z, y, #) ci & parsa la pil -naturale in quanto &
quella che si fa usualmente per il campo di forze della Fisica matematica.

Il Teorema ora enunciato corrisponde percid completamente alla, nostra Pre

‘cedente analoga estensione [2] del Teorema di GAUSS-GREEN; & da rilevare,
perd, che mentre per il Teorema di GAUSS-GREEN occorreva una ulteriore
condizione sulla misura del sostegno [§] della superficie 8, qui nessuna ana-
loga condizione & necessaria.

Vogliamo inoltre osservare che i metodi impiegati consentono una ulte-
riore estensione al caso di un campo di forze continue rispetto alle variabili
separatamente e dotate di derivate parziali soltanto approssimativamente con-
tinue. Per ragioni di brevitd rimandiamo perd questa estensione ad un sue-
cessivo lavoro.

2. — In tutto il corso del lavoro S sard una superficie orientata di Fri:cHET,
del tipo della 2-cella, data mediante le (1), che goda almeno delle proprietd a)
e b) dell’enunciato del Teorema; analogamente sard inteso che la funzione
F(xz, y,2) goda della proprietd ivi espressa in e).

3. — Sia 8 una superficie. Sia (z, y, 2) un punto appartenente all’insieme [8]
dej punti di 8. L’insieme T-1(z, y, z), costituito dai modelli di (%, ¥, 2) secondo
(T, @), & chiuso ed i suoi componenti massimali sono continui g appartenenti
a Q. I continui ¢ sono percid continui di Q sui quali le funzioni z(w, v), y(u, v),

2(u, v) sono tutte e tre costanti. Diremo G Pinsieme di tutti i continui ¢ com-
ponenti di qualche insieme 7-(z, y, 2). '

(®) 1I secondo ed il ferzo di guesti integrali, nella Nota citata di L. CESARI, sono
indicati rispettivamente con le notazioni

Foo g w, ([ Py o).
f;f (@, ¥, 2)w _U (2, ¥, 2) v
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4, - Si dice che una superficie § & aperta non degenere se esiste una rap-
presentazione di S, sia la stessa (7, @) del n. 1, tale che:

a) per ogni continuo ¢ di G Dlinsieme aperto @°— @% (3) ¢ connesso,
b) nessun continuo g di & contiene il contorno @* di @.

I noto che ogni altra rappresentazione di § gode delle stesse proprieta.
Si dice che una superficie S ¢ di tipo 4 se esiste una rappresentazione di S,
sia la stessa (T, @) del n. 1, tale che, detto ZE, il piano (u, v),

a) per ogni continuo g di @ l'insieme #,— ¢ & connesso.
‘B noto, anche in questo caso, che ogni altra rappresentazione di S gode della

stessa proprieta.

5. — Per le superficie aperte non degeneri sussiste il seguente teorema di
rappresentazione ([3], [12]): ;

__Teorema. Se S ¢ aperta non degenere, di area finita secondo LEBESGUE,

esiste una sua rappresentazione sul quadrato unitd @,

(T7 Q) € = a"*(uy 7)) ' y= y*(’tb, '?)) ’ & == z*(u’ ’U) ’ (uz ’U) € Q ’

che gode delle seguenti proprietd:

a) Le funzioni #*(u, v), y*(u, v), 2%(u,v) sono assolutamente continue
secondo TONELLI su .

b) Le derivate parziali ¥, o*, ..., 2*, che esistono in quasi tutto @ in
virtt di a), sono di quadrato sommabile su Q.

¢) Posto
B=of 4yl +of, G=af+yP 4+, F=alal +ylyl +40},
¢, quasi ovanque su @,
B=a, FP=10.
Una tale rappresentazione di S & detta quasi conforme su Q.

6. — Per la classe di superficie = (T, Q) che godono delle proprieta a)e b)
del teorema enunciato nel precedente numero A. MAMBRIANI [10] ha conseguito
un notevole risultato intorno al problema, cosl detto di GrOczE, concernente

(*) Se H ¢ un insieme, H° indica I'insieme dei punti interni ad H.
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Pesistenza di superficie poliedriche inscritte in § e tendenti in area ad 8.
Successivamente L. CusaArI [8], in un lavoro in cui ha risolto il problema di
GuOczE nel caso generale, ha fatto osservare che se la superficie S ha il con-
torno 0(8) rettificabile si pud pervenire al seguente

Teorema. Se § = (T, @) verifica le ipotesi a) e b) del teorema enunciato
nel numero precedente e se il contorno H(8) di § & una linea rettificabile, allora
per ogni intero N esiste una superficie poliedrica

Pp=(Ty, Q): x=uy(u,v), y=yxu,v), z==zlu7v), (4, v)EQ,

5\

orientata, inseritta in S, la cui linea econtorno ¢ inscritta nella linea contorno
di 8, dotata delle seguenti proprieta:

a) A(Py)< A(8) + 1N,

A[T(u, ), Ty(u, v)] < 1N, (u,2)€Q ().

Risulta percid, in particolare,

e) L[0(Py)] < L[O(S

7. — Osserviamo ora che il nostro Teorema & acquisito, in virtl di ragio-
namenti di carattere elementare, per superficie poliedriche orientate.

Osserviamo che per ogni superficie aperta non degenere, in virtit del teo-
rema enunciato nel n. 5, sono soddisfatte le ipotesi del teorema di L. CESARI
enunciato nel n. precedente, e che in virtu di questo teorema esiste una suc-
cessione di superficie poliedriche orientate P, per le quali si ha '

lim A(Py) = A(S),  Jim L[(P)] = L[O(S)],  Jim |y, 8]=0,

N>

e di conseguenza

lim ||6(Py), 0(8)|= 0,

N—=co

ove con [Py, S| e con [0(Py), 6(S)|| si sono indicate rispettivamente le di-
stanze di FrEcHET fra le superficie P,, S, e fra le linee 0(P,), 0(8).

(*) T(u, v) indica il punto della superficie § = (T, @) corrispondente al punto (u, v)
di @, analogo significato ha TN(u, v). La notazione d[1'(u, v), Ty(u, v)] indica la distanza
fra questi due punti. e :
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In virth (5) dei noti teoremi di approssimazione degli integrali di WEIER-
STRASS di linea e di superficie, deduciamo allora il nostro Teorema nel caso
in cui § sia una superficie aperta non degenere.

8, — Fino ad affermazione contraria la superficie S sara supposta di tipo 4
oltre che soddisfacente alle ipotesi formulate nel n. 3. ‘ v
Allo scopo di dimostrare il nostro Teorema per superficie di questa classe,
avremo bisogno di una lieve estensione del concetto di integrale di WEIER-

() I due teoremi di cui si fa uso sono i seguenti:

Teorema I. Sia y una curva continua orientata di FrEcurr, rettificabile, sia
F(x, y, 2) una funzione continua in un insieme aperto R contenente il sostegno [y] di p.
Sia {y,}, (v = 1,2, ..), una successione di curve continue orientate di FrRECHET, ref-

~tificabili, tendente a y nel.senso.di.FRECHET,.e tale che risulti )

lim Liy,) = L) .

n—»wo

Allora esistono gli integrali di WEIERSTRASS

P

[ Fx, y, ) da, ‘ Pz, y, 2y dao, (n=1,2 ..,
-;'71'
¢ si ha
lim f I, y, 2)de = f F(r,y, 2)de .

n—>0 ‘,}
n

Teorema II. Sia § una superficie continua orientata di Fricuer, guadrabile,
sia F(x, y. ) una funzione continua in un insieme aperto R contenente il sostegno [8]
di 8. 8ia 8,, (n=1,2,..), una successione di superficie continue orientate di
Fricuer, quadrabili, tendente ad § nel senso di FrEcHET ¢ tale che risulti

Hm A(S,) = A(S).

B d

Allora esistono i seguenti integrali di WEIERSTRASS:

ff F(z,y, 2)dydz, j{ Flx, y, 2)dy de, (n=1,2,..,

5 S

ed analoghi, e si ha

lim ffF(a;, 9y, 2y dy de == ff F(z, y, z)dy dz .

n—o g
“n

Il primo di questi teoremi & contenuto in Tonerir ({15], p. 302), tenendo pre-
sente che lintegrale di WzirrsTraSS, il quale ¢ indipendente dalla rappresentazione
di y, coincide, per rappresentazioni assolutamente continue di y, con quello di LEBESGUE.
11 secondo di questi teoremi & un caso particolare di uno dato da L. Crsarr nella

Nota [7] (p. 100).

17 —~ Rivisia di Matemalica
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P

STRASS in modo da poter considerare integrali estesi ad una trasformazione
(T, ), essendo o un insieme aperto relativamente a Q.

9. - Sia § una superficie e sia (7, @) la sua rappresentazione considerata.
nel n. 1, Sia o« un insieme aperto velativamente a . Sia

(T o): w=uu,v), Y=yuv), 2z=-2u"7), (w,v)€a,
la trasformazione continua definita da (T, @) su .
Siano (Ty, a), (L., «), (T3, «) le trasformazioni piane associate a (7T, o).

Anche in questo caso [6] possono definirsi le funzioni

Yy, z; Ty, ), Wiz, o; Tsya), Pz, y; Ty, o), G(T, o), T(T, o), (s=1,2,3),

Ty, e,

essendo, ad esempio,

Yy, z; Ty, o) = ethrSUP z 10(?/, z; Tyy 1) ! y
Gy(T, o) = ext, sup 3 ”}O(g/, z; Ty, 1) |dyde,
T\(T, &) = ext, sup 3| “ Oy, z; T, /r,.)’dg/dz{ ,

G(T'y2) = ext, sup 3 [( “1 Oy, z; Ty, r:)|dy dz)? +
-+ ( ”10(27 @; Ty, ’ri)ldzdfb)g —+ ( ”.! Ow, y; Ty, 7'i)ldwdﬁl/>2]1127

ove con ¢, abbiamo indicato un qualsiasi gruppo finito di regioni di JORDAN

#1y 72y ..., 7, Semplicemente connesse, appartenenti ad «, prive a due a due

di punti interni in comune, e con O(y, z; Ty, #;) abbiamo indicato l’indice.

topologico del punto (y, 2) rispetto alla curva T,(r;") immagine del contorno r¥

di 7; secondo (T4, Q), se (y,2) & T.(r}), abbiamo indicato zero altrimenti.
Parimenti s§i introducono le quantita

WiT, a) = ”?P(y,z; T,,a)dy dz
ed analoghe, e si dimostrano le uguaglianze
Ga)=W(T,a), G(T,0)=T(T, 0)=W{T5a), (s=1,2,3).
Anche. in questo caso, ed in virtt della ipotesi che A(S) & finita, si pud

provare che, fissato ad arbitrio y > 0, esistono quanti si vogliono gruppi finiti
di poligoni [=;, (# = 1, 2, ..., n)] appartenenti ad o, a due a due privi di punti
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interni in comune, per i quali, posto

' n
d = ,Joax diam [T(z;)], m= sg}fg’;ngS[ y  By=3>T(xF),
i==1

= max | (T, «) — zt(nz‘): T, o) — z t(m@), (s=1,2,3),
i=1

=1
() = |na(em:) | = ”0(;1/,2; Ty,7;)dy dz| ed analoghe,

) = [ti(n,) -+ 252(9'51') + ti(ﬂi)]”z ’

si ha

o<y, m<y, pu<y.
T numeri 6, m, w si chiamano indici del gruppo di poligoni [r,].

10. - Sia § = (T, Q) una superficie e sia o un insieme aperto relativa-
mente a Q.

Sia f(#, ¥, 2, u, v, w) una funzione dei sei argomenti &, Y, 2, U, v, w definita
per ogni (w, y, 2) appartenente all’insieme aperto R considerato nel n. 1 e per
ogni terna di numeri reali u, », w, la quale soddisfi le seguenti condizioni:

a) Sia continua in ogni punto (z,7,2)E R e per ogni terna di mumeri
reali non tutti nulli.

b) Sia positivamente omogenea di grado 1 rispetto alle vaviabili Wy Uy W
¢) Sia f(z,y,2,0,0,0) =0 per ogni (z,y,z2)c R.

Sia [7;, (1=1,2,...,2)] un gruppo finito di poligoni appartenenti ad «,
privi a due a due di punti interni in comune. Prendiamo in ciascuno dei poli-
goni [z;] un punto (u;, v,). Sia (@, y,, 2;) il punto ad esso corrispondente sulla,
superficie 8. Consideriamo infine la somma

z f[a"ir Yiy 25 Tal7s), To(os), ’173(75,-)] .

i=1

Con lo stesso ragionamento effettuato da L. OEsARI nella Nota [7] si di-
mostra che esiste il limite

n
5, },}’I}‘LO zlf[wz’ Yis ey T1(7:)y Talws), 73(755)]
i-
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che sara chiamato nel seguito «integrale di WEIERSTRASS di @, y, 2, u, v, w)
esteso alla trasformazione (7, «)» ed indicato con il simbolo

”f(m, Yy 2y Uy 0, W) .
5 &)
Se in particolare « = @ si ricade nell’integrale considerato da L. CESARI [7.
Se f(x,y, 2 u, v, w) = G, y,2)w, con G,y z) funzione continua per
(@, 4, 2) € R, l'integrale ora definito sard indieato con

f{ Gz, Yy, 2)dwdy s

(7, &)

ed in modo analogo sard definito

(r,a)
11. - Nel seguito faremo uso del seguente
Lemma. Sia 8 una superficie data mediante le (1). Sia f(z, v, 2, u, v, w)
une funzione che goda delle proprieta espresse mel n. precedente. Siano o e p due
insiemi aperti relativamente a Q, privi di punti in comune, per i quali st abbia

(T, Q) = G(T,0) + KT, ), G(T,Q)=G(T,a) +G(T,8), (s=1,2,3).
Allora é anche

{ff(wy Yy 2 Uy U, W) = ‘.(f('vy Yy @ Uy ¥, W) + _”‘f(‘% Yy 2 Uy 0, W) .
(7, (7,') (7,8

Dimostrazione. Tissato ¢>0 ad arbitrio, determiniamo 3 > 0 in
modo che per ogni gruppo finito di poligoni di @, privi a due a due di punti
interni in comune, [yzl-, (t=1,2,.. n)], di indiei <<y, e per ogni scelta del
punto (u;, v;) in m; si abbia

ff f®@, y, 2, u, v, w) — z f[miy Yiy 2y Talows) Tolos), 773(751‘)] <e.
i=1

(r, @

Determiniamo quindi due gruppi finiti di poligoni [=", (j = 1,2, ..., n)],
[#2, (k=1,2,.., n)], privi a due a due di punti interni in comune, appar-
tenenti rispettivamente ad « e f e di indici minori di p/2 rispetto ad « e g
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ordinatamente, per i quali con lo stesso significato di sopra si abbia

Do i
l “ @, 4y 2, 1w vy ) — > f[2, 40, 27, @), wala@g”), el )] t< g2,
r, J=1 .

J-[ e, ¥, 2, U, v, W) Z f[a'f)a J;:) j”» TI(VZL T ( ) 73(7(0) J ]< g2 .
T, f)

¢

" 11 gruppo di poligoni di @, [#Y, (1 =1,2,.., 0 s =1, 2)], &, come subito
si riconosce, di indici <<y rispetto a @Q.
" Si ha percid simultaneamente

g f[ flz, y, 2, u, v, 0) z f[ x” J(S) Z(S) Tl(ﬂm) T2 (73(;))7 Ta(w (g))J }< €,
i=1 )

o 5=

|

l ~

4 “ flae, 1y, 25ty w0) -+ “ Fly 3y 2y 2y Ry W) —
[, (F, "/

2

nS
- 2 Z f[w(;”? 7/(15), z(zS); Al (3)) To(7 ¢ )): Ts(nm ] 1< €y
s=1i=1

e quindi

Kfff(wy Yy 2y Uy U: w)— JJf(m, Ys & Uy Uy W) J‘J.f(’v’ Yy %y Uy Dy W) ‘<251

‘(T @ (T, &) (7, 8

dalla quale, in virth della arbitrarieta di e, si deduce il nostro asserto.

12. — B evidente il seguente

Lemma. Sia S = (T, Q) una superficie e sia « un insieme aperto rela-
tivamente « Q. Sia f(@,y, 2, u, v, w) una funzione che gode delle proprietd
espresse nel n. 10. Si abbia inolire ‘

HT,o) =0,
" Allora & anche

_“ He, y, 2, 4, v, w)=20.

(7, &)

18. - Sia § = (T, Q) una superficie di tipo 4. Sia G linsieme introdotto
nel n. 3 dei continui massimali di @ sui quali le funzioni a(w, v), ¥(u, v), 2(u, v}
sono tutte e tre costanti. Sia {g*} la collezione dei continui ¢ di G che incon-
trano la frontiera Q% di @. Sia F linsieme dei punti di @ occupati dai con-
tinui g di {g*}. Tale insieme, come & stato provato da L. CESARI ([51, p- 907),
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¢ chiuso. Consideriamo, con L. CESARI, Dinsieme aperto A= @ — F. Siano
Oy Opy %3y eeey Oy ... 1 componenti (°) massimali di 4. Tali insiemi sono aperti
€ semplicemente connessi.

In virtd di un rvisultato stabilito da L. CESART ([5], p. 914 e seguenti) (7),
e del quale faremo uso piu volte, ciascuna delle guantit, HT, o) & finita
e si ha

AT, Q)= 36T, 0), G, Q)= 3 64T, ), (s = 1,2, 3).

n=1 n=1

14, - Sia H(®, y, 2, u, v, w) una funzione che goda delle proprietd nel n. 10.
Sia {a,} la successione degli insiemi aperti considerata nel n. precedente. Mi
Propongo di dimostrare che, nelle nostre ipotesi, si ha

@
f[f(% Y, & U, v, w) = z ff e, Yy By Uy Uy 0) .
gy it Sl A

(1, o

Fissato ¢ > 0 ad arbitrio, sia y > 0 tale che per ogni gruppo finito di poli-
goni di @, [=;, (i=1,2, oy m)], di indiei <<y si abbia, con le stesse nota-
zioni del n. 11,

fJ. f(@, y, 2, u, Uy W) — é]‘[mm Yir 22y Talows), Talmwy), 73(-7771')] < egf2.
7, Q

14,0 i=1

Indicato con M il massimo del valore assoluto di f(z, y, 2, u, v, w) per
(=, vy, 2) e{[S] ed w4 v+ wi= 1, diciamo 7, un intero tale che per esso e
per tubbi i suoi successivi si abbia

hod 1
%%G(T, %) < 3 T

min [e, y/2].

Sia y; un numero positivo < v[(2n,) tale che per ogni gruppo finito di
poligoni [#?, (1=1,2,.., n,) di %y (r=1,2,..,1n), di indici < vy S abbia,
con lo stesso significato dei simboli, .

. n, . |
J.f f(e, y, 2, 4, v, w) — z f[xi'r)y Yy 20, (@), (7)), 73_(-752”)] < &f(2m,) .
(7, «,) - fe=] {

(°) I1 numero di questi componenti pud essere eventualmente finito.

() Sinoti che una nuova dimostrazione di questo risultato & contenuta nei nn. 18,
19, 20 del presente lavoro. )
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Si ha percid in conseguenza

N ng  n, |

I o . -
2) | z f.‘ @, y,2,u, v, w) 2 Zf[’vj”, ./(1”7 'er)’ Tl(nir)% '52(755‘”)’ 73(75(1'”)_] < el2.
1i=1 . i

r=1, "2 r=

Osserviamo ora che il gruppo di poligoni di Q, [=7, G=1,2, .., n,;

r=1,2..,mn)], ¢ d indici < y.

B infatti
Aam [TED)] <p<y,  max ZlﬁlT " I 2 ylEn) =y2,
re=1,...,1, r i t
zﬂ zt (7‘)) —
r=1i=1

;_‘_\g[TT oc,,)_zt(-z<r>]+ZTT zx,) Zy/zno ) /2=y,

ny+1

ed analogamente
Ts(T;Q)—Z z m )<y, (s =1, 2, 3),
per essere
Ty o)) < T(T, ) = G(T, ) , (s=1,2,3)
B quindi
J-ff(m Yy 2y Uy 0y W) — z z [wir)7 Ji”7 (zr)7 216 (T)) T"(nm) Ta(n(”)] <ég/2,
(T, @ r=1¢=1]

€ dal confronto con la (2) si ottiene

Ty

_” (@, v, 2, Uy Vy W)— z _”- f@, y, 2 uy v, w) | < e

) r=1AT, &)

I
D’altra parte ¢, in virtu delle ipotesi fatte su fl@, y, 2, u, v, w),
f@, y, 2, u, v, w) =

v w

= V2t p2f et {m'z 2, c ‘
A -+ 0?4 f ' Yy 7,\/u2+vz+wz’ ’V/u2+7)2+w2’ \/u2+7;2+102
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e quindi, per ogni

ff(w,J,z,u,v w)‘%\M“\/u + 00 w?,

(T apd @, x,)

dalla quale, in virtit della definizione di integrale di WEIERSTRASS, si deduce (%)

| !
jjjf(m,J,z,u,v, | M-G(T, ) .
U, o) |

Si ha quindi

|
_”f(w: Y % u, v, w)“‘z JJ (z, ¥, 2, u, v, w) } =

I, o r=1(F,%)
o ) e { .
— =3 =3 ] [7]< -3 11 +|3 J11]<
iz, @ r=1(2, x,) ne+14(7, & i r= 1(T,o:,. i n,,+_1 (T, o)
M )
Sed gyie< e

dalla quale per Varbitrarietd di & scende P’asserto.

Lo stesso ragionamento serve a provare il seguente Lemma che costituisce
una estensione del Lemma dimostrato nel n. 11:

Lemma. Se (T,Q) ¢ data come nel n. 1, se f(z, 9,2, u, v, w) & data
come nel n. 10, se o & un insieme aperto relativamente a @, se w,, w;, .. vy Wiy eee
sono insiemi aperti relativamente a  appartenenti ad w e pnw a due a due
di punti in comune, per i quali & '

©

G(Tw:E (T, w.) G(_’Z’wzz (T, 0.), (s=1,2,8),
n=1

allora & anche

Jf(a:,J,z,zL,v,zu)—_z fff.’l?,J,Z,’LL,’U,’lA)).

{7, ) n=1 (T, w,)

(8) 8i noti che da questa dlsuguacrhanza discende la convergenza assoluta della
serie
i B B . o«
. 3 Uf(a;, Y, 2, Uy VW),

T=147,0)
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15. — Sia « uno degli insiemi aperti e semplicemente connessi introdotti
nel n. 13. Sia {g} la collezione dei continui di {¢*} che hanno almeno un
punto in comune con la frontiera o* di « ed inoltre separano Q. Sia g uno di
questi continui.

Sia y(g) Parco chiuso di @* costituito dai punti di @* che appartengono
a g, oppure che g separa da «. Tale arco, i cul -estremi appartengono a g, non
pud esaurire tutto @* né pud ridursi ad un punto. Né& pud accadere (ved.
L. CmsAri, [5], p. 908) che a continui distinti ¢’ e ¢ di {g} corrispondano
archi y(¢'), ¥(¢") aventi punti in comune.

La collezione {g}+-& percid una collezione numerabile di continui. Siano
Giy Goy ooy Gny -~ 1 continui di {g}.

Sia (T, Q) la trasformazione che & dedotta da (T, ) nel seguente modo.
Consideriamo il continuno ¢, di {g} e l'insieme aperto @ — Q*—g,. Tale in-
sieme aperto ha un numero finito o una infinita numerabile di componenti,
dei quali uno solo, sia esso d;,, contiene «. Definiamo allora (7, @) coinci-

dente con (T, Q) in 6, + 6F. Definiamo (T@, Q) in @ — (6, + &;) in modo
che essa sia ivi costante con il valore che ha sul continuo g,.

La trasformazione (T, @) cosi definita ¢ continua.

Ripetiamo la operazione a partire dalla trasformazione (1'%, @) con il con-
tinuo g,. Otterremo in tal modo una trasformazione continua (7'®, Q); e cosi
indefinitamente. -

Otteniamo con cid una successione {(7", @)} di trasformazioni continue,
la quale, per il fatto che gli insiemi @ —d;, (i =1,2, .., n, ...), non hanno
punti in comune, converge verso una trasformazione (7', Q).

Il modulo di continuitd

w(8) = ext sup [{a(u, v) — (', v') P+ {y(u, v) — y(u', v)}*+

altu, v, ', ¥NI=6

+ {2lu, ) — 2w, v) 2]

di (7, Q) & maggiore od uguale al modulo di continuita ,(d) di ciascuna “delle
trasformazioni (T, @). Percid le trasformazioni (77, @) sono ugualmente
continue. Da cid si deduce che la convergenza (°) di (1"7, Q) verso (T, @) &
uniforme e che quindi anche (7, Q) & una trasformazione continua.

(®) Cid vuol dire che, se si & posto

(T™, Q): z = x,{u, v), y = u,(u, v), 2 = z,{u, v), (v, V) EQ,

(T®, Q): x'= xy(u, v), Yy = Yolu, ) z = 25(u, V), (v, V)& Q,
la successione {w,(u, v)} converge uniformemente su @ verso zy(u, v), ed analoga,mente
per Jn(u’ ’U), "(’U/: U).‘ : . :
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Osserviamo infine che la trasformazione (I, @) & aperta non degenere.
Diciamo infatti G, la collezione dei continui associata a (T®, @) cosi come,
nel n. 3, G & stata associata a (T, ). Se g, appartiene a ¢, non pud conte-
nere un punto P, di o ed incontrare «*, altrimenti esisterebbe un componente
g di G che incontra @* e contiene P,, e quindi P, apparterrebbe ad o* - Quindi
ogni continuo g, appartiene all’interno di « oppure & costituito da punti di @ —«
ed ¢ separato da o in @ da uno dei continui di {g}. Ma allora a, per la. definizione
di (T, @), g, non pud separare €.

Né pud esistere un continuo ¢, di @, che contenga @*, perché altrimenti
la frontiera «* costituirebbe un continuo g di G che separa il piano F,.

16. - In questo numero dimostriamo Ia seguente uguaglianza:

fff Ty Yy %y Uy Uy W) = ” fl@, y, 2, Uy V, W)

@D IO € )
Siano o, b, .., o, .. () quelli fra gli insiemi {e,} che appartengono
2 n
adi, e o, oz}f’, ey oc‘” - 1 rimanenti. In virtu di quanto si ¢ ricordato nel n. 13,

& intanto
G(T; Q) = z G(Ty ‘x;;lr)) + Z G(T’ ‘x;ct)) .
r=1 r=1

Osserviamo quindi che anche (7@, Q) & di tipo 4 e che la successione di

insiemi aperti semplicemente connessi ad essa associata come nel n. 13 ¢
la {0}
E dunque, per lo stesso motivo, .

G(TV, Q) = z G(Tw, oc;ll:) = z (T, “;;1:) ’
r=1 r=1
e quindi
GTD, Q) = G(T, @) — 3 G(T, &) .
) Lor=1

Proseguendo indefinitamente si ottiene

CG(T™, Q) = (T, Q)— 2 EG(T o),

F=lr=1

(**) II numero di questi insiemi pud eventualmente essere finito.
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Lo
JrSg
-1

&
essendo o, o, ..., or‘” ... quelli fra gli insiemi aperti {«,} che appartengono
a @ —96,.
Passando al limite si ottiene, in virtt di quanto si ¢ dimostrato nel n. pre-
cedente, ed in virth della semicontinuitd inferviore di G(7, Q),

G(IT, Q) <lm T, Q) = KT, Q) — 2, > KT, %)),
n—>w PR T

dalla quale, quando si osservi che ciascuno degli {«,} diverso da « appartiene
a qualche @ — §;, si ottiene :

G(I, Q) < G(T, o) .

Indichiamo ora con (7'V, @) la trasformazione che si oftiene applicando
a (I'?, Q) Yoperazione inversa di quella applicata a (T, @) per ottenere (70, @)
‘¢ proseguiamo indefinitamente. Cio¢ poniamo (7%, Q) = (I, Q) su
6, (T°™,Q)=(T,Q) su @— (6, + ), (n=1,2,...). Otteniamo in tal
modo una successione di trasformazioni continue (77, @) per la quale si ha
uniformemente

lim (T=», @) = (T, Q)
ed anche

G(T(—n) Q) — G' T(n) z Z T oc;” .
Si ha quindi per gli stessi motivi

AT, Q)< hm G(T‘ n Q) = G(T™, Q) _{_i (T, acjc’;_)) .

H

iMe

r

Dal confronto con la precedente si ottiene
G(TWw Q) = Jim G(Tm, Q) = G(T, «) .

Per quanto si & provato nel n. precedente si ha allora, in virti del teorema
di approssimazione dell’integrale di WEIERSTRASS,

(3) ff H@, 4, 2,0, u, w) = ,1,1}}30 ff @, y, 2, u, v, w) .
(o), @ ), @)

In virtt del Lemma del n. 14 si ha ora

J‘ff(w7;/?z’/u’7,v710)'—z ff f(w7?/7z7u7v7w)+z fJ. fw7y7z,u’?)7 )7

o, @ re=1(T, “(1)) : r=1(7, oc(l))
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in virtt dello stesso Lemma e di quanto si ¢& detto sopra circa la trasforma-
zione (7'V, @) si ha anche

_“. f@, y, 2, u, v, w z fJ (@, y, 2, u, v, w) .

o)), gy T=14T, afl)

B dunque:

fff(w: Y; 2y Uy v, W) = “f(m’ Y, 2 U, v, 'w)—z ” (@, ¥, 2, %, v, w),

(), @) r, @ r=1(2, .«;}r))

ed in generale

f.f(wrys 2y Uy D,.00) = _” (@, y, 2, Uy-0y.20) E i J.J. Tl yy 2, Uy VW)

i), @ T, Q) F=1r=1(T, & (1>>

E quindi, per la (3),

M8

z J fw:?hz’urvyw)y

= o)
1r=1/(7 Lr)

J-ff(m: Yy &y Uy 0, W) = Jff(ma Y, 2 u, v, w

(7(0), @) r, @ i

e percid, in virtl del Lemma del n. 14, in virtd del fatto che ogni elemento
di {o,} diverso da « appartiene alla successione {oc‘” (r=12,...;j=1,2,..)}
ed in virtu della convergenza assoluta della serie

2 ff @, y, 2, w, v, w w) ,

A=1(T, ay)
si ha

Jaf f(@, y, 2, w, v, w) = ff f(@, y, 2, u, v, w) .

(0, @) (T, &)

11 nostro asserto & cosi completamente provato.

17, - Sia I'= (T, @*) la linea chiusa orientata costituente il contorno
della superficie rappresentata dalla trasformazione (1@, Q).

La linea I' & rettificabile e la sua lunghezza & inferiore alla lunghezza della
linea 6(S) costituente il contorno della superficie § = (T, Q).

. Per provare questo teniamo presente che, per quanto si & visto nel n. 15,
la, successione di trasfmmanom (1w, Q*) _converge uniformemente verso
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(T, Q*). Osserviamo quindi che, per il modo come si sono definite le trasfor-
mazioni (T, @), la lunghezza della linea contorno (T, Q*). di clascuna di
esse ¢ inferiore alla lunghezza della curva 0(8).

Si ha allora, in virtl della semicontinuitd della lunghezza,

(I < L[0(S)].

Poiché il nostro Teorema ¢ acquisito per superficie aperte non degeneri
il cui comtorno & costituito da linee rettificabili, si ha intanto

[[ Potw, y, 2) Qe da— [[ Py, y, 2) dedy =

{T, &) (1, o)
= J‘f B (2, y, 2)dede — ;‘{Fﬂ(m7 Y, #)dwdy = {F({U, Y, 2)de .
®, @ ), @ (), ¢

18. - Costruiamo ora la seguente successione di trasformazioni continue
U B

Siano M,, M., M,, M, i vertici di @, siano My, My, My, My i punti
medi dei lati di @, siano My, My, ..., M,, 1 punti che occorre aggiungere ai
precedenti per dividere i lati di @ in quattro parti uguali, ..., siano M, ,
M,y .y Mam+1 i punti di @ che bisogna ulteriormente aggiungere per divi-
dere i lati di @ in 2 parti uguali.

Sia {«,} la successione di insiemi aperti considerata nel n. 13.

Siano «; ed o due di questi insiemi. Siano {g}; e {g}: le collezioni di con-
tinui ¢ di {¢*} che hanno almeno in comune con af ed o rispettivamente.

T noto allora (L. CEsARI, [5], p. 916) che in {g}; esiste uno ed un solo
continuo g; che separa «; da oy in @ e che parimenti esiste in {g}» uno ed un
solo continuo ¢, che separa o« da o; in Q.

Siano (T', @), (n =1, 2,...), le trasformazioni continue dedotte da (T, @)
mediante «,, cosi come (T2, ) & stata dedotta da (T, Q) mediante « nel n. 15.

Sia (T@w, Q) coincidente con (T'V, Q).

Per definire (7¢®, Q) operiamo nel seguente modo.

Indichiamo €On oy, gy -y %, il gruppo di insiemi di {ot,} costituito da
o, o © da quelli fra gli eventuali insiemi «; di {e,} che godono delle seguenti
proprieta:

" a) La frontiera o di ; & incontrata da almeno uno dei continui di {g*}
cui appartengono i punti M, M,, My, My, M,y Mioy, Mys, My,

b) 11 diametro dell’insieme T'(e;), immagine di o; secondo (T, @), ¢ mag-
giore di 1/2 (1). ’

(1) In virtd di un risultato di L. Cesamt (51, p- 919) il numero di questi insiemi
& finito. » S
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Siano 7", ¢, ..., g ¢li eventuali continui di {g*} che incontrano uno dei
punti M, ..., M,, M;,.., M,, senza incontrare alcuno degli insiemi o,
(t=1,2,..).

Siano gg;, g‘i’z, ey gﬁ,)ﬁ i continui di {9*} che separano oy,; dai rimanenti 0,5
e dai continui g, (I = 1,2, ..., k). In modo analogo siano definiti i continui
Gins Gis vony Gors (6=1,2, ..., p). Definiamo (7*®, ) coincidente con (7, Q) su
ciascuno dei continui dei gruppi 7%, g:)- Sia s, Pindice dell’insieme oy, ; nella
successione {e«,}. Definiamo (7*®, @) coincidente con (T°?, @) nell'insieme di
punti di @ costituito da s, @ da tutti quei punti di @ che non sono Separati
da o, in @ dai continui g, ¢i). Rimane da definire. (7, @) su di un numero
finito od anche infinito di insiemi connessi, disgiunti, aperti relativamente Q,
siano essi f,, Bay ooy Py oy la frontiera di ciascuno dei quali ¢ costituita da con-
tinui facenti parte dei continui dei gruppi g, g, e da archi di Q*.

Affermo che esiste al pi un numero finito di questi insiemi £, sulla cui
frontiera stanno punti appartenenti a due o pitt continui g, g -

“Cid- ¢ dovuto al fatto che se i g, sono in numero maggiore od uguale a p
devono esistere almeno (**) p -+ 1 continui g%, g

Definisco allora (7°®, Q) su ciascuno degli insiemi f, la cui frontiera in-
contra uno solo dei continui g, ;) in modo che essa sia costante e continua
su Bn - ﬁf. Rimane ora da definire (7*®, @) su di un numero finito di insiemi
connessi, disgiunti, aperti relativamente a @, siano essi By, f,, ..., B, la fron-
tiera di ciascuno dei quali & costituita da un numero finito > 2 di continui
facenti parte dei continui dei gruppi 7Y, ¢.. e da altrettanti archi di Q* suc-
cedentisi alternativamente su Q%

Se la frontiera di B, ¢ costituita da due continui g1y g=, 8€paranti in @, facenti
parte di due continui dei gruppi g, 9i15 e da due archi di Q* (siano A'B', A"B"
susseguentisi alternativamente sulla frontiera di B:, definiamo (7'®, Q) su B
in modo che essa rappresenti ivi una superficie costituita da un filo rettilineo,
semplice, avente per estremi i punti immagine secondo (I,9) di A" e B'.

(**) Osserviamo, infatti, che per ogni coppia di insiemi g;, f, esistono due continui
gns gs facenti parte dei continui 97, ¢ e appartenenti alla frontiera di B; e B, che
separano in @; questi continui potendo anche coincidere.

Ed allora la nostra affermazione & vera per p = 2. Supposta vera per p = n — 1,
facciamo vedere che essa & vera per p = n. Infatti se aggiungiamo agli »— 1 insiemi
Bis Bas eees Buy Vinsieme g,, allora sulla frontiera di questo insieme esiste un continuo
g» che separa B, in Q da tutti i precedenti, oppure esistono k > 2 continui ¢, Gas s G
ciascuno, g;, dei quali separa g, da p, degli insiemi Brs Bos wes Bucss (Py + Py + oo - Py =
= n—1). Ed allora nel primo caso la frontiera di B, incontra un continuo dei gruppi
gtV ¢f distinto dagli % (almeno) finora considerati, mentre nel secondo caso ad ognuno
dei k& insiemi che g7, g, ..., g, separano da B in @ appartengono almeno p: -+ 1 con-
tinui dei gruppi gib, g(i”’t, cosicche questi complessivamente sono in numero maggiore
od uguale a n— 14+ k>n 4 1.
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Uguale definizione assegnamo a (1'%, ) se uno dei continui ¢, ¢, non
separa in . Se la frontiera di §; & costituita da pit di due continui ¢, g2y ..y G,
facenti parte di continui dei gruppi g%, gjlz, e da altrettanti archi di Q*, pro-
cediamo cosl.

Sia ¢, uno di questi continui. Supponiamo che non esista in f; alcun con-
tinuo ¢ di {g*} che in @ separi ¢, dai rimanenti gz, fay ...y Js-

Affermo intanto che esiste un insieme «,, appartenente agli {o.}, la cui
frontiera ¥ incontra g¢,. Cio che esclude, fra 1'altro, che g, faccia parte di uno
dei continui ¢V, (I =1,2,..., k).

Se ¢, separa in @, sia y(g;) Parco di Q* che g, separa in ¢ dai punti di Bis
siano A e B gli estremi di tale arco, e su di esso B preceda A nel verso posi-
tivo di @*. Altrimenti sia AB Parco di Q* in cui ¢, incontra Q*; eventualmente A
puod coincidere con B.

Sia A’ il primo punto dopo A, nel verso positivo di @*, che appartiene ad
uno dei continui g, (t = 2, 3, ..., §), e B’ I'ultimo di questi punti prima di B.
SIan0 oy Otays oy On_y o gli “eventuali insiemi aperti della successione {u,},
appartenenti a f,, la cui frontiera incontra uno degli archi 44', B'B di Q%
e tali inoltre che i continui di {g*}, che appartengono alla frontiera di ciascuno
di essi, non separino ¢; da alecuno dei g,, (t=2,3,...,$).

Sia «, uno di questi insiemi. Sia ¢, quello dei continui di {¢*} apparte-
nenti- alla frontiera di tn_ che separa o, da ¢, in . Consideriamo la classe
dei continui di {g*} appartenenti alla frontiera di qualche a,, (s~ 1), che
separano Jn da g, in @. Ordiniamo i continui di guesta classe considerando
fra due di questl continui ¢’ e ¢" come precedente quello di essi, ¢', che da g”
& separato da ¢, in Q. Consideriamo I'ultimo (**) dei continui di questa- classe.
Sia esso G, Non tutti i g, , (s =1,2,..), sono distinti.

Consideriamo, allora, la trasformazione (T, @) ottenuta da (T, @) in modo
che sia costante nella parte di @ che ?"s separa da g, in @, ed in modo che essa
sia continua.

Definiamo in modo analogo (T®, Q), e cosl via.

Sia (<, Q) la trasformazione limite della successione (T, Q). Essa ¢ con-
tinua in virtt di un ragionamento gia fatto nel n. 15.

Sia @ la collezione dei continui di @ sui quali (7, Q) & costante. Sia {95}
1a sotto collezione costituita dai continui di @ che incontrano arco A4’ di @*.
Questa collezione & superiormente semicontinua in virth del fatto che & supe-
riormente semicontinua la collezione @. Ne viene percid che D'insieme F' occu-

(13) L’'esistenza di questo ultimo continuo segue dal teorema di Zorzrrr e dalla
semicontinuitd superiore della collezione @. (Per queste nozioni vedasi, ad esempio,
L. Cesarr [5], p. 899.)
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pato dai continui di {g5,} ¢ chiuso. Analogamente si riconosce che & chiuso
linsieme F" occupato dai continui {¢*,} di @ che incontrano A'B.

Sia {o,} la successione di insiemi aperti associata a (T, @) come {a,} &
stata associata a (7, Q) nel n. 13.

Supponiamo ora che nessun punto di ¢, sia di accumulazione per i punti
dei o, appartenenti a ;. Esisterebbe allora un numero reale 2o > 0 tale che
tutti i punti di §; che hanno da ¢, una distanza < ¢ << 0o non apparterrebbero
a ian e percio apparterrebbero alla riunione di tutti i continui i @, che
ini;olntl.'ano Q% in f;, e quindi a P+ F".

L’insieme (¢,), occupato da questi punti sarebbe inoltre un continuo di Q.
‘Tale continuo (9;)9 potrebbe scomporsi nella somma di due insiemi chiusi non
vuoti B’ (g:),, F"-(g1), e questi dovrebbero avere punti in comune, cosicehe
-esisterebbe un continuo § di @ che separerebbe g, da qualche g g, (t=2,3, .., 8),

in @ avrebbe almeno un punto in (1), ed incontrerebbe AA'. E cid non puo

“darsi. Infatti: o separa g, da tuttiig,, (t =2, 3, ..y 8), ed allora esso appar-
tiene a G, contro l'ipotesi fatta su ¢,, oppure g separa g, solamente da qual-
_cuno dei ¢, (t =2,3,..,5s), ed anche in questo caso fa parte di G, ed allora
poiche g pud farsi piccolo quanto si vuole ne verrebbe, in virth del teorema
di ZOoRETTI e della semicontinuitd superiore di G, che g, fa parte di un con-
tinuo che separa in f; contrariamente alla definizione di f:. Esiste quindi al-
meno un punto di g, sia esso N, in ogni intorno del quale, in f;, si trovano
punti dei {o,}.

Dico che esiste almeno un elemento di {c.}, in B;, la cui frontiera con-
tiene N. In caso contrario N sarebbe di accumulazione per i continui g che
appartengono alla frontiera dei o, contenuti in f; e tali continui Y appar-
tengono anche alla collezione G.

Ed allora: o in virtt del teorema di ZORETTI e della semicontinuiti supe-
riore di @, g, farebbe parte di un continuo di {9*} che separa in f;, oppure
esisterebbe in f; un continuo che separerebbe g, da tutti i nmanentl g:, ed
-entrambi questi casi sono contro la nostra ipotesi su g1

Esiste quindi in 3, un insieme di {0,} la cui frontiera incontra g¢,.

Tale insieme come ogni altro elemento di {o.} fa parte di {o,}. B di questi
insiemi ne esiste uno solo, altrimenti g, separerebbe in Bi.

Sia » Pindice di questo insieme nella successione {a,}. Consideriamo l’in-
sieme f;— o, e i componenti di questo insieme la cui frontiera & costituita
da soli continui appartenenti a o oltre che a @*. Definiamo (7', @) coinci-
dente con (7, Q) su o, ¢ su ciascuno dei componenti ora specificati di
Bi—a,. La frontiera di ciascuno dei rimanenti componenti di f;— o, deve
contenere almeno uno dei continui 92y G35 -y gs. Questi componenti sono
‘percio al pilt s— 1 e la frontiera di ciascuno di essi & costituita al pitt da s — 1
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continui di {g*}, dei quali al pitt s — 2 fra i ¢, sy «ry gs, © da altrettanti archi
di Q*.

Se invece di f8; fossero esistiti continui separanti, in ¢, ¢, dai rimanenti g,
avremo preso Pultimo g; di questi continui [questo ultimo continuo esiste in
virtt del teorema di ZORETTI e della semicontinuitd superiore di G] ed avremo
definito (72, Q) nell’insieme aperto avente per frontiera g,, g, e due inter-
valli di Q* in modo da rappresentare un filo rettilineo, come si ¢ detto poco
sopra per quel tipo di regioni.

Dopo un numero finito di operazioni si perviene cosi a definive (1'®, Q)
su tutto B; e quindi su tutto @, e la trasformazione che si oftiene, in virtl
anche del n. 15, & continua. ;

Passiamo quindi a definire (7'®, ) operando come SOpra su oy, o, o3 €
sugli insiemi aperti di {«,} peri quali diam T (o) > 1/2% e che sono incontrati dai
continui cui appartengono i punti M, ..., M,, MH, veey Mlq y Moy eeey Mygs.

- Proseguiamo quindi indefinitamente. Otteniamo cosi ‘una successione di
trasformazioni- continue - (147 @),

419. - Dimostriamo ora che la successione di trasformazioni continue
(T, Q) ora costruita converge uniformemente verso (Z, Q).

Tissato &> 0 ad arbitrio, sia »,(g) un intero tale che se n > (e) il dia~
metro di ciascuno degli insiemi 7'(x,), immagini di «, secondo (T, @), sia
minore di &. T esistenza di questo »,(e) & stata provata da L. CEsArI ([5], p. 918).

Sia 7,(¢) un secondo intero tale che se n > wy(e) il diametro di ciascuno
degli insiemi T(M'M"), immagini secondo (T, @), degli intervalli M'M" di @
che hanno per estremi due punti consecutivi del gruppo di punti {M} che
divide Q in 2" parti uguali, sia minore di e. ,

Sia (%, v) un qualunque punto di @, e T'(u, v), T (u, v) indichino le imma-
gini di (w, v) secondo (T, @) e (T, Q) rispettivamente.

Si ha allora, se # > max {»(e), r.(¢)},

a{ T(u, v), T (u, v)}< 3¢ .

Infatti, se (u,v) € oF + o, con s< n, allora ¢ T(u, v) = T(u, v). Se (u, v)
appartiene a qualche o) -4 «, per il quale & s> n, possono presentarsi i se-
guenti casi:

a) Su ogni punto (%, v) € of + o, si & definito T (u, v) = T'(u, v).

b) Esiste un altro elemento di {a.}, sia «, rispetto al quale si ha la se-
guente situazione: Hsiste un continuo ¢’ di {g*} appartenente ad «; che
separa in @ e «, appartiene ad un componente 6 di ) — a, sul quale si & posto
T (u, v) = T(g'). Sia ¢" il continuo appartenente ad o, che separa o, da o;.
Nessun punto di {M} appartiene a 6% e percio, poiché n >{v1 )y Mo e)} si ha:

a{T(u,v), T@}<e, T, T)}<e,

18 — Rivisla di Matematica.
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e, per la definizione di (7'», @),

T(g') = T (u, v) ,
dalle quali si deduce ‘
T, v), T, v)}< 3.

¢) o, + oF appartiene ad un insieme aperto e connesso 5, avente per
frontiera due continui ¢’ e g” di {g*}, di cui uno almeno separa in @, e due
archi di @%; e (I'™, @) su questo ingieme S rappresenta un filo rettilineo
avente per estremi T(g') e T(g"). Allora, detto ¢” uno dei continui apparte-
nenti alla frontiera di «, &

A T(u, v), T(g")}<e,
per essere n >{v1(8), vz(s)}, ed anche, poiché su ,8 non cadono punti dell’in-
sieme {3}, . y

A T(g"), T(g')}<e
e, per la definizione di (7T, @),

AT, v), T(g)y<e.
B quindi :
{ T (u, v), T (u, v)}< 3¢ .

Se infine (u, ») non appartiene ad alcun o, allora o esso appartiene a qualche
continuo ¢ di {g*} che incontra un o, ed allora si conclude come sopra, oppure
(%, v) appartiene ad un continuo g di {g*} che non incontra alcun «,. In questo
ultimo caso o ¢ si trova nella sibuazione di «, rispetto ad un o,, come sopra
in b), oppure g sta in qualche 5, come sopra in ¢), ed in entrambi i casi si pud
ripetere il ragionamento ora fatto.

20. — Si osservi che in conseguenza di quanto si & ora visto si ha

lim A[(1, Q)] = A[(T, Q)] ,
lim L[(T™, )] = L[(T, 9] .

n—>w

Infatti per il modo come si sono definite le trasformazioni (I, @) si ha

A[(T™, @] <A[(T, @], LT, @] <L[(T, 9%], (n=1,2,..),
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b
ot
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ed in virth della convergenza uniforme di (7', @) verso (T, @), provabta nel
precedente numero, e della semicontinuita inferiore dell’area e della lunghezza,

A[(T, @] <HmA[(IT®, Q)],  I[(T, @] <UmL{(T", @*)],
dalle quali si deduce il nostro asserto.

21. - Siamo ormai in grado di provare il nostro teorema per superficie
di tipo 4. '

Siano o, oy .y . quelli fra gli insiemi di {«,} che si sono presi in
considerazione per definire (7', @) e sui quali si & posto (T'™, Q) = (T, @) =
=(T,Q), (s=1,2,.., pa)-

In virtu del Lemma del n. 11 & intanto

[ B (x, y,2)dzde— ([ P,(z, y, 2) dedy =

(TU‘), Q) N . (T("), Q)

—_ DZ"[ HFz(w, Y, 2) dzde — ” F(x, y, 2)de dy

S=1k(r, “ns) (T, “'ls)

Per il teorema del n. 17 & inoltre, con le notazioni del n. 18,

J[Pelwsyy 2)Azdn— [[ Pylm, y, 2)dody = [Pz, 9,2)d2;  (s=1,2,.., pa).

oy ) o, x,) @™, g%y

In virtt della definizione di (7', @) ¢ anche

-
> f F(m,y,z)dw:]]}’(w,y,z)dw.

s=1(7"s 0% @), g*)

_ Cid & dovuto al fatto che si ha (79, Q*) = (T, @*) su ciascuno degli archi
) Yooy (B=1,2,.., Iéns), di @* che i continui, appartenenti alla frontiera di o,
e separanti o, dai rimanenti %y (785 8, t=1,2, .., p,), non separanc:
da o, , mentre (7, Q*) & costante al di fuori di questi archi; ed anche al
fatto che il contributo complessivo di J F(z, y, 2)dzr al di fuori degli archi Va1
(T, g%y
(h=1,2,u,k, ;5 s=1,2,...,p,), & nulloQin quanto ¢ relativo ad un numero
pari-di archi di @* i quali danno a due a due al nostro integrale contributo
opposto.
B quindi
”17'3(:1;, Y, 2)dzde — J‘J‘Fy(wy ¥, 2)dedy = J‘F(‘% Yy, 2)dw,

@(n), @) (), @y rim, @)
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ed allora, in virth dei teoremi di approssimazione degli integrali di WEIER-
STRASS di linea e di superficie,

v
(r, @ o, @ r, Q%

[[ @, y, 2) dzda— [[ By, y, 2)dw dy= [ F(z, y, 2) da .

E con cid il nostro Teorema per superficie di tipo 4 & provato.

22. - Ci proponiamo ora di dimostrare il teorema di STOKES per super-
ficie orientate di Fricuer, del tipo della 2-cella generiche.

Per giungere a questo risultato faremo uso di un procedimento di E. J.
MACSHANE [9] consistente nel rimuovere dalla superficie S = (T, Q) quelle
porzioni di § che costituiscono superficie chiuse.

Mediante una infinitd numerabile di tali operazioni potremo pervenire ad
una superficie di tipo 4 in modo da poter usufruire del risultato ora acqmmo
per.tale classe. di.superficie.

23. — Poniamo ora, seguendo B. J. MacSHANE [9] la seguente definizione:

Sia 8 = (7, Q) una superficie, sia B un insieme aperto e connesso appar-
tenente a @), se esiste, sulla cui frontiera le funzioni a(, v), Yy(u, v), z(u,v)
mediante le quali si & definita la trasformazione (7, @), siano tutte e tre
costanti. Diremo allora che la trasformazione

(T, B): @ = w(u, v) , ¥y = ylu, v), z = z(u, v}, (u,v) € B,

definisce una porzione chiusa 8§, di S.

I’insieme B pud, come si riconosce facilmente, non essere semplicemente
connesso. Cido nondimeno E. J. MACSHANE [9] ha fatto osservare che sussiste
il seguente

Teorema. Se (7, B) definisce una porzione chiusa di § = (T, Q) esiste
un insieme B’ aperto e semplicemente connesso, contenente B, e tale che la
trasformazione (7, B') definisce una porzione chiusa 8,,, di S.

Nel corso del lavoro citato E. J. MACSHANE ha quindi introdotto la no-
zione di porzione chiusa completa di S = (7, @) nel seguente modo.

Sia B un insieme aperto e connesso di punti di @ tale che la trasforma-
zione (T, B) definisca una porzione chiusa di (7, Q). Sia R un punto di B.
Sia B, l'insieme dei punti di @ che appartengono ad almeno un insieme
aperto B, contenente R, e tale che (7, B) definisca una porzione chiusa di
(T, @). Allora Yinsieme B, & semplicemente connesso ¢ su di esso la (r, o
definisce una porzione chiusa (7, B,) di (7T, @). Tale porzione si dice allora
completa. :
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Discende da questa definizione che se B, e B, sono due insiemi, apparte-
nenti a ¢, aperti e semplicemente connessi, tali che le trasformazioni (T, B,),
(7, B,) definiscano due porzioni chiuse complete di (I', @), allora questi insiemi

non possono avere punti in comune.
Ne discende quindi che gli insiemi B di @, apelm e semplicemente connessi,

sui quali (7, ) definisce una porzione completa chiusa, sono al pitt una infi-
nitd numerabile.

24. - Sia 8 = (7, Q) una superficie e sia {B.} la successione degli insiemi
aperti, semplicemente connessi, privi a due a due di punti in comune, sui
quali la trasformazione (T, @) definisce porzioni chiuse complete di S.

Sia (T, @) la trasformazione continua cosi definita:

(IT'v, @) coincide con (7, Q) se (u,v)e Q@ — B,

(Tv, Q) & costante su B, in modo da risultare continus su Q.

Sia (7'®, @) definita. a partire da (79, Q) e da B, cosi come-(I'V; Q)¢
stata definita a partire da (T, Q) e da B,; e cosi via.

Otteniamo in tal modo una successione di trasformazioni continue (I, Q).

Vogliamo affermare i seguenti fatti:
a) La successione di trasformazioni continue (7™, Q) converge unifor-
memente verso una trasformazione continua (7T, Q).
b) La superficie § = (T, Q) & di tipo A.
¢) La linea contorno 6(8) di S coincide con la linea contorno 6(8) di 8.
d) Si ha

G(TyQ)—:G(T7Q)+ZG(T7Bk)7

GAT, Q) = 6T, Q) + 3 6T, By), (s=1,2,3).

k=1

L’affermazione contenuta in a) si prova con un ragionamento identico a
quello del n. 15, le affermazioni contenute in b) e in ¢) sono state provate da
E. J. MACSHANE nella Nota pit volte citata.

25. ~ Venendo alla prima delle affermazioni contenute in.d) osserviamo,
in questo numero, che si ha intanto

G(T, Q) = (T, Q) -+ &(T, B,) .

Se Pinsieme B, & costituito dai punti interni ad una linea di J ORDAN, questa
uguaglianza pud provarsi nel seguente modo. : -
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Se linsieme B; & costituito dai punti interni ad una linea di JORDAN, questa
uguaglianza pud provarsi nel seguente modo.

Per un teorema di L. CESARI ([5], p. 904] si ha, in virth della ipotesi che
T(Bf) e T'"W(B]) sono ridotte ad un punto,

G(T7 Q) = G[T’ Q"“ (Bl + Bf)] -+ G(Ta Bl) ’
HI®, Q) = G[IT™, @ — (B, + Bf)] + G(T™, B,) .

Ma in virth delle denfiizioni & Q(T, B,) =0e per il modo come si & defi-
nito G(T, Q) &

G[T, @— (B, + BY)] = 61, @— (B, + BY].
In questo caso particolare abbiamo cosi provato che
G(T, Q) = K(T™, Q) + T, B, .

Nel caso generale la stessa uguaglianza puod provérsi con il seguente ragio-
namento di BE. J. MACSHANE che qui riportiamo per comoditd del lettore.
Sia

(K, 0): w=1u,0), v=1u0), 0<p<l, 0<6<2,

una frasformazione biunivoca e bicontinua dell’interno 09, del cerchio O (di
centro l'origine e raggio 1 del pla,no delle coordinate polan o, 0) nell'insieme
aperto B,.

Sia

(27, B,): 0 = o(u,v), 0 = 0(u, v), (u, v) € By,

la trasformazione inversa di (£, C).
Siano

Z(o, 0) = m[u 0,0 U(Qy ):] ’ ?7(97 6) = y[“(@) 8), v(o, 0)] ) #(0,0) = z[“(@; 6), (o, 0)]

le funzioni continue in C° ottenute mediante le (o, 0), v(p, ) dalle x(u, v),
y(u, v}, 2(u, v) esprimenti (T, Q).

In virth del fatto che le funzioni (w, v), y(u, v), 2(x, v) sono costanti su B¥
& possibile definire queste funzioni anche su C* in modo che risultino contmue
su 0° 4 0¥ =7. :
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Sia {p.(0)}, (»> 2), una successione di funzioni continue, lineari in cia-
scuno dei tre intervalli (0, 1/2), 1/2, 1 —1/n), (1—1/n, 1) ed assumenti negli
estremi di questi intervalli i seguenti valori:

ga(0) =0, @(1/2)=1—2/n, @O1—1n)=1—1/n, @ 1)=1.
Consideriamo quindfla successione di trasformazioni continue

= En(u? ) == E[‘Pn(@(u) 'U)), 6(u, ”)], .
(€« Q): ¥ = (1, v) = Gl@a( 00y ), 0w V)], ...; (¥, v) € By,

l x = a(u, v), ‘?/:y(uyr’))a 2 == 2(t, V), (u,U)EQI%BI.

Osserviamo che detto o, l'insieme dei punti interni alla linea di JORDAN yu,
appartenente a B, immagine secondo (2, C).della linea .

o =g@sl—1n) =1—1/n, 0<0<2m,

di ¢, la trasformazione (T, «,) & equivalente, nel senso di FricHET, alla tra-
sformazione (T™, «,) mentre all’esterno di y, queste due trasformazioni sono
addirittura identiche.
Ne viene percid che ciascuna delle trasformazioni (T, @), (n =1, 2, )y

& equivalente, nel senso di FRECHET, alla (T, @). Ma la successione di trasfor-
mazioni continue (T, Q) converge, in virtl della definizione di {(p,,(g)}, verso
una trasformazione continua, sia essa (T, @), che & equivalente, nel senso di
¥FriéoueT, 2 (T, Q). :

~ Sia ora y la linea di JORDAN, appartenente a B;, immagine secondo (£2, )
della circonferenza

o=12, 0<0<2m,
di ¢, e sia D, linsieme dei punti interni a quésfa linea. IL’immagine, secondo
(<C, Q), di y & ridotta ad un punto e nell’insieme B;— D, 1a (T, @) & coinci-

dente con (T'V, Q). .
In virtlt del risultato gid utilizzato di L. CESARI si ha percid

T, Q) = G(T, Q) = &(T, Dy) + G[T, Q— (D + D],
G(Tv, Q) = G(T™, Dy) + G[TV, @— (Dy + Df‘)] .

Per essere (T, D) = 0, [T, @ — (D, + Df)] = G[T, Q — (D, + Df)], &
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quindi
T, Q) = (I, Q) + G(T, Dy) .

Ma in virtu delle definizioni &
G(<C, D)) = (T, By),
quindi anche in questo caso si ha
(T, Q) = G(T™, Q) + G(T, By) .
26. - Con lo stesso ragionamento del precedente numero si ha, per ogni n,
G(To2, Q)= GI™, Q) + G(T, B,),
si ottiene percid, per ogni =,

G(T™, Q) = G(T, Q) — i &I, By,

e da questa, in virtit della semicontinuitd inferiore di G(T, @) e della acqui-
sita convergenza uniforme di (7™, @) verso (T, Q), si deduce

G(T, Q) <limG(T™, Q) = G(T, ) — 3 G(T, By).

N—>c0

La disuguaglianza opposta si pud ottenere considerando la successione di
trasformazioni continue (7, ) cosi definite:

(T?, @) coincide con (T, Q) su Q— B,, coincide su (T, @) su B,

(T2, @) coincide con (72, Q) sn Q~B2, coincide con (7, Q) su B,,

e cosi via.
Con gli stessi argomenti si osserva che la successione di trasformazioni
(T-m, Q) converge uniformemente verso (7, @), che inoltre, per ogni n,

G(T(‘"){Q) — G(T, Q) + éG(T, B},
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e che infine

AT, Q) < lim (T-», Q) = G(T, Q) + g .

n—>c0

La prima delle affermazioni contenute nel comma d) del n. 24 & cosi comple-
tamente provata, alla stessa maniera che si prova la seconda.

27. — In questo numero ci proponiamo di dimostrare che si ha, per ogni
intero =,

[] Fuly y, 2)dzdor— fl’y(w, Y, 2)dedy = IF (z,y, 2)dzde — “F (@, y, 2) dedy,

(r(m, Q) (T(ﬂ) Q) (T(71+]) » (rin+1, g)

essendo (77, @), (i =mn, n + 1), le trasformazioni continue considerate nel
n. 24, gli integrali nei due membri esistendo in virth di quanto si ¢ visto nel
precedente numero.

In virth delle definizioni di (7%, @), (4 = n, n -+ 1), di quanto si & visto
nel precedente numero, ed in forza del Lemma del n. 11, si ha intanto

” (F,dzde-— F,dzdy) = ” (F,dzde — F,dzdy) -+ H (F.dzde) — F,dody) =

(@(n), @) {2M, Q—(Buy1+ By +1] T, Bpy1)

= [[o == [ [

[7in+D), g— (Bn+1+p,,+1)] (T(") BRHL (rtly gy (D)) By (X)), Bpp D)
Ora, & G(T"1, B,.,) = 0 e quindi in virtd del Lemma del n. 12 s’ottiene
’ b +1

[[ (F.d2dz— F,dzdy) = 0.

(rint+1) Bpa1)

Resta percid da dimostrare che si ha

(F,dzdz— F,da dy) =‘H (F,dzde— F,dzdy) = 0 .

(@), By 1) (T, Bn+1)

A questo scopo consideriamo la trasformazione continua (7", Q) ottenuta
da (T, Q) nel seguente modo:
(T"™, Q) coineide con (T, B,4), e quindi con (T, @), su B,.4, & costante
su @ — B, in modo da risultare continua su Q
In virtth dei Lemmi dei nn. 11, 12 &

J (7, dzda;——F dedy) = ” (P.dzde — F,dzxdy) = ”(I1 dzde— T, dach)

"), @) AT, Bn+1) (), Bp 1y
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basterd percid dimostrare che &

f(Fsdzda;——F,,da:dg/) =0.

@l ¢

Allo scopo consideriamo, seguendo I.. CESARI [8], per ogni intero N > 0
una trasformazione poliedrica (7%, @) per la quale si abbia

Ty, Q)< G(I™™, Q) + 1/2N),  a{TP(u, v), T"(u, v)}< 1/(2N).

Per il modo come si ¢ definita la trasformazione (I'm, @) Tinsieme T (Q*),
immagine del contorno @* di Q secondo (T', @), & ridotto ad un punto, sia
esso M. La curva T9(Q*), immagine di Q* secondo (T%, @), appartiene
percio ad una sfera oy(M) di centro M e raggio 1/(2N).

Sia £.(¥N) la trasformazione dello spazio (w, %, 2) in s& che fa corrispon-
dere alla sfera oy(M) il punto M e ad ogni punto M, esterno a tale sfera, il
punto M, che appartiene alla retta MM, e ha da M la distanza che M, ha
dalla sfera o,(M). ,

Sia (T3, @) la trasformazione elementare che si ottiene da (T, @) me-
diante la trasformazione Q,(N).

Risulta

G(Ty, Q) < KT, Q) < G(T'™, Q) + 1/(2N), a{ TP (u, v), T(x, v)}< 1N,

inoltre immagine 7®(Q*) di Q* secondo (TP, Q) & ridotta ad un punto, ed
infine, con ragionamenti di carattere elementare si ha, per ogni ¥,

[[(Fdzdz—F,dwdy) = 0.

)
oy e

Da qui si deduce allora il nostro asserto in virti del teorema di approssima-
zione dell’integrale di WEIERSTRASS.

28. - Possiamo ora dimostrare il nostro Teorema nel caso generale.
Sia 8§ == (T, Q) una superficie.
~Sia {B,} la successione degli insiemi aperti e sempliceménte connessi di @

sui quali sono definite le eventuali porzioni chiuse complete (7, B,) di §. .

Siano (T™, @), (n = 1,2, ...), le trasformazioni continue dedotte da (T, Q)
come nel n. 24. :

Come abbiamo ivi veduto esiste una trasformazione continua (T, @), limite
delle (T'», @), la quale costituisce una superficie di FrEcHET, del tipo della
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2-cella di tipo A, il cui contorno & lo stesso di S, per la quale si ha

hm T (u, v) = T(u,v), uniformemente su @,

7111_?% G(IT™, Q) = G(Ty Q).
Si ha inoltre, come si e visto nel n. precedente, per ogni intero Ny

I(dezdmnlf’ydfcdy) = ” (F. dz do— F, do dy) = H(F,dzdwau dx dy).

{7, @) (znt1), o) e

Rigulta percio, in virtl del teorema di approssimazione dell’integrale di
‘WEIERSTRASS,

H (F.dede—F,dedy = lim ” (P.dede — F,dzdy) = ” Ldedo — F,dedy) .

o, <T("> @ (1', )

Ma il nostro Teorema ¢ ormai acquisito per superficie di tipo 4, si ha
dunque:

f [(F.dzde — F,dzdy) f f (F,dzdo — F,dedy) =

T, @ 7, @

- f_F(m, Y, 2)de = [ F(z,y,2)dw

0 0y

11 nostro Teorema & cosi completamente dimostrato.
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