Luict AMERIO (%)

Analisi delle nozioni di «nodo », «nodo a stella» e « fuoco »,
estese ai sistemi di due equazioni differenziali
in tre variabili. (¥%)

Consideriamo il sistema

a'= Xty &, 9)

M o
y'= Yz y),

ove X(t, 2, %) e Y(t, x,y) sono funzioni continue del punto P(I,z, y), con
—oo <<t + oo, (#,y)C Q2 [insieme aperto del piano (z, ¥)]. Supponiamo inoltre
che X e Y siano limitate come funzioni di ¢ e analitiche come funzioni di (o, ¥):
precisamente ammettiamo che tutte le derivate parziali rispetto alle varia--
bili , y siano funzioni continue di P e che, preso comunque in {2 un insieme
chiuso e limitato F, wvalgano, per — oco<C t< + oo, (z,y) C B, le disugua-
glianze di CaucHY : '

m—{-nX(t ‘1/, )
67'”‘ oyr z

\< 1{577{-%71 ) )

am+nY(t @, J)
af) 71 a‘/n

i
@) |
I
L

] < ]{51;1—% n R

ove K e § sono due costanti positive dipendenti da E
Sia, nello spazio (i, x, ¥),

F = x*(t) ,

3) (oo <t + o0),

o P,
&

Yy = y*(t) ’

{(*) Professore o. del Politeenico e dell’Universitda di Milano. Indirizzo: Via Fre-
guglia 2, Milano (Italia). :
(**) Ricevuto il 7-X-1952,
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una soluzione limitata del sistema (1), la cui proiezione sul piano (z, %), abbia
inoltre, distanza positiva dalla frontiera F£. Senza ledere la generalita pos-
siamo supporre

(4) (1) = y*(t) = 0
é quindi, per le (1),
(5) X(¢,0,0) = ¥(4,0,0) =0
Ammettiamo che il corrispondente sis:tema lineare alle variazioni
[ 60'= X.(t, 0,0) oz 4+ X,(t, 0, 0) Sy ,
©) Oy'= Y.(t, 0,0) 0w + Y, 0, 0) Sy,

~sta-riducibile -secondo Liapunov.-In tal caso possiamo “supporre che §ia

Xa(£,0,0) = 4 ’ X,(t,0,0) =B ’

(7)

[ Y.(t,0,0) = C ’ Y, 0,0)=D ’
con 4, B, C, D costanti reali. B ben noto (*) che il sistema (6) & riducibile
se X,(t 0,0), X,(t,0,0), Y, 0,0), Y,(t, 0, 0) sono funzioni periodiche di t
con lo stesso periodo 7': in particolare se X(¢, 2,9), Y, o, y), x*@), y*() sono
funzioni periodiche di #, con il periodo 7.

Per le (5) e (7) il sistema (1) assume la forma

) { o'= Az + By + ol 2, y) = X 2 y),
8

y'= Co + Dy + p(t, @, y) = Y, 2 9),

ove @ e p soddisfano a limitazioni analoghe alle (2) ed &

9)

®(t, 0, 0) = Pa(t, 0, 0) = @,(£; 0, 0) = 0 y
(@, 0, 0) = Polty 0, 0) = p(t, 0,0) = 0.

Inoltre, se non ¢
(10) A=D, B=0=0,

(1) Cfr., ad es., K. Goursar, Cours &' Analyse mathématique, T. II, Gauthier-Villars,
Paris 1933, pp. 514-516.
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$t puUs SUPPoOrre
(11) B0,

trasformando eventualmente il sistema (8) con una conveniente sostituzione
lineare a coefficienti costanti

[ T, = mx -+ ny,
(12) (mgq— pn %= 0).
h=7pT +4q¥,

Tn un recente lavoro, che indicheremo in seguito con (M) (?), mi gono occu-
pato dell’estensione al sistema (8) [e quindi al sistema (1)] delle nozioni di
colle, nodo e fuoco, ben note per i sistemi indipendenti da t.

Per questo ho ricercato quelle superficie dello spazio (t, @, y), di equazioni
y = y(t, ), che siano integrali dell’equazione

%y | o

/ v
(13) = TG ey =Ty,

supponendo y(t, x) funzione analitica di © (per 0< | [<r) e lUmitate di t
N . "y, ®)
insieme a tutte le derivate —5—

tali superﬁcié, dette superficie principali (3) e costituite, come & ben noto, di

per— oo <t < + co. La conoscenza di

(2) L. AMErio, Sull'estensione delle nozioni di «colle », « nodo » e « fuoco » ai sistemi
di due cquazioni differenziali periodiche in due variabili, Nota I, Atti Accad. Naz.
Lincei, Rend. Cl. Sci. Fis. Mat. Nat. (8) 10, 206-212 (1951); idem, Nota II, Atti Accad.
Naz. Lincei, Rend. Cl. Sei. Tis. Mat. Nat. (8) 10, 289-297 (1591). Il procedimento
indicato in (M) vale (come & detto nell’Osservazione 11 della Nota II), oltre che nel caso
periodico, nel caso pit generale che abbiamo qui econsiderato e che sard essenziale
per il seguito. .

(®) Sia {x(i), y(®)} lintegrale del sistema (1) che corrisponde alle condizioni ini-
ziali, per ¢t = 0, i

@(0) =35,  ¥(0) = Yp.

Ammettiamo che X(&, »,y) ¢ Y&, =, y) siano funzioni periodiche di ¢ con periodo IT.
Se consideriamo nel piano (w, y) il punto di coordinate z = x(t), ¥ = y(t), e poniamo
@, = (T, y; = y(T) risulterd

@ @y = @1(ys Yo) » Y1 = H1(@os Yo) -
La (I) definisce una trasformazione del piano (x, y) in s&, i cui punti uniti corrispondono

alle soluzioni periodiche, ed & sbtata profondamente studiata. I esistenza di curve p
trasformate in s& dalla (I) & stata dimostrata dal PoiNCaRrs, Oeuvres, T. I, pp. 202-204
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linee integrali del sistema (8) [sistema caratteristico della (13)], permette di

descrivere in modo soddisfacente il comportamento asintotico, per ¢ - oo

0 per { — — oo del sistema (8) in un intorno della. soluzione {0, 0}. Si pud

cosi mettere in evidenza Panalogia di comportamento coi sistemi indipen-

denti da ¢ ) :
Posto

4=AD—BC, Ji= (44 D)2,

1 casi gid considerati in (M) sono i seguenti

a) A4<C0 {caso del colle),
Y- (caso del nodo),
b) 4>0

0T 22 <A (easo-del fuoco)

Nel caso del colle esistono due ¢ due sole superficie principali. Nel caso
del nodo ho dimostrato che se & 12> A esiste almeno una superficie principale,
indicando anche la condizione semplicissima perché ne esistano due: inoltre
se ¢ 22> /4, non esistono pitt di due superficie principali.

Nel caso del nodo, a causa dellipotesi B = 0, ¢ rimasto escluso il caso
indicato dalle (10), che diremo (come ¢ ben naturale per Panalogia coi sistemi
indipendenti da ?), caso del nodo a stella.

Mi propongo ora di proseguire ’analisi svolta, per i casi del nodo e del fuoco,
ammettendo come unica ipotesi che sia

»

(14) A0,
potendo anche risultare

(15) Ad=0,

[vedasi anche: J. HapAMarD, Sur Uintégration et les solutions asymplotiques des équations
différentielles, Bull. Soc. Math. France 29, 224-228 (1901); N. Levisox, Transformation
theory of non linear differential equations of the second order, Ann. of Math. 45, 723-737
(1944); 8. Lerscurrz, Contributions {o the theory of non linear oscillations, Lecture v
by M. L. CARTWRIGHT (Zrorced oscillations in non linear systems), Princeton Univ. Press,
1950, cfr. p. 156]. Queste curve ¥, invarianti per la (I), coincidono con le curve inter-
sezioni delle superficie principali, definite in (2), con il piano ¢ = 0. Osserviamo perd
che nei lavori ora ricordati 'esistenza delle linee y & dimostrata ammettendo integrato
il sistema (1), ciod note le (I); mentre in () esse sono state ottenute direttamente.
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Ho studiato dapprima il caso del nodo a stella, dimostrando che passa
per Passe ¢ un fascio di superficie principali: assumendole (mediante un cam-
biamento di variabili) come piani per I'asse ¢ in uno spazio (t, u, v), il sistema (8)
assume allora la forma canonica particolarmente semplice

[/ =l + it 0, 0)), -
16 t’ 07 0 = 07 .
( ) T ’l’()u ..§_ f(t’ %, ’l})) , [f( ) ]

Considerato poi il caso del fuoco se ne prova l'equivalenza topologica con il
caso del modo a stella: & percio possibile trasformare anche in questo caso il
sistema (8) nel sistema (16). .

Ho supposte infine verificate le (14) e (15). Si dimostra allora che esiste
almeno una superficie principale e, su questa, gli integrali sono asintotici alla
soluzione {0, 0}. Il risultato ottenuto permette di precisare il comportamento
asintotico degli integrali di un sistema indipendente da t nell’intorno di un ciclo
limite.

1. - Nel caso del nodo a stella supporremo verificate le (10) e (14): si
avrd cioe

an A=D=1-£0, B=0C=0.
11 sistema (8) diventa allora

[ o'= iz -+ o, , ¥),
(18) '
y'= dy + p(t, ®,y),

ove p e p soddisfano alle (9).
Procedendo come in (M) si riconosce che esiste una famiglia co' di super-
oy(t, 0) '

ficie principali, ciascuna individuata dal valore y, = , che pud darsi ad

arbitrio. Preferiamo perd ottenere questo risultato (per le conseguenze che se
ne deducono assai pitt semplicemente) considerando, in luogo della (13), Pequa-
zione lineare

02 0z 0z
(19) ) §+5‘;X(t7 z,Y) +5}‘/Y(t7 x,y) =0, [z = 2(, 2, 9)] -
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Come ¢& ben noto, se 2 = 2(t, x, y) & una soluzione della (19) la superficie
di equazione

2w, y) = R,
(k costante arbitraria) ¢ costituita da linee integrali del sistema (1) (carat-

teristiche).
Per le (18) Ia (19) si scrive:

oz I oz oz o= oz
20 —F e —ty—l=—gp— gy
(20) a7} ot 8_1/} L oy
Posto

(21) : 2(t, 2, y) = o—h‘w(t3 % Y),
si ottiene I’equazione, in w,

) dw dw 1 ow ow
22 — -+ 2 Yy—— W= —@——p — ,
(22) + { ax+J6y J (paa; )ay

Cerchiamo un integrale w = w(t, «, %) il quale risulti funzione analitica di
(@, y) e funzione Uimitata @ t: precisamente risulti, per — co<C#<<+oo,
lo]<r, |y|<7, (¢>0),

o yn

(23) 0(t, 2, ) z Wy, 2 (1)

s
o ml
dove le w, ,(t) sono limitate ed &

(24) W o(t) = 0.

Ammettiamo dapprima che una tale soluzione esista. Derivando la (22)
rispetto a x, otteniamo

op w o*w oy ow o%w
owow  Tow  owoy ' owdy

02
_E + l j @x 1
tox 17 w2 ow oy

1
J

e quindi, posto @ = y = 0, per la (23),

w;’;(t) =0.
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Percio si ha
(25) | : wy,o(l) == @
e analogamente
(26) We (1) = b,

con a, b costanti arbit rarie.
Derivando la (22) m volte rispetto ad z-e n volte rispetto a y, con m-n>1,

si ricava

am—{-n%— Lw anz+ﬂ,w am+n+1w am-.Ln+1w ‘l

DAY A m+n—1) S e et
7) ot D oy + { ( ! ) 2x™ oy : QL gyt ) dam ay:1+1j

Q..
"i’" (m)
AU

Di qui, per # =y =0, si trae

T j‘ ° h!—k-i{l}i om— h—)—n—k?L N o kAL om=—- h+u-kw "l
W ayk ’az-m;— W ayn——k' —— Cat ayk-&l «5a;m—~}z,aynr-kl S

V‘k; 1 = i

(28) W alt) 4 Alm 49 ~ 10100, () = Qua,n(t) 5

ove Q. .(t) & funzione lineare omogenea delle w, .(t) e funzione lineare omo-
genea delle derivate

ortap(i, 0, 0) gr+ey(t, 0, 0)
ooy oar oyt
con » +s<m -+ n e per le 9) e 27), p +Fqg<m -+ n— 1. Percid, note le
W, (1), con P g <M -+ n—1, la funzione Qo) risulta nota ed & anche
funzione limitata di ¢, in virth delle (2), se tali sono le w, (1)

Poiché risulta m 4+ n— 1> 0, la (28) ammetbte lunico integrale limitato

i
[ /wm,n(t) _— " Qm’,z(f) c—).(m-q—n—-l)(t-—r) dT se 2’> 0 ,

(29) : R i
\ W, ) = — f Qun,(T) g Mman-D-D g se A< 0.

i
Precisamente, se &

1Qm,n (t) 1 < in,n b
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risulta

QNI.?I
Am 4+ n—1)°

H
(30) [0, () | <
Inoltre le w,, (1) risultano Junzioni lineari omogence delle costanti arbitrarie
@, b: si ha ciod

(31) W, n(t) = aﬁm,n(t) + b,w*m, n(t) s

Ve W, , w¥, , sono le funzioni che corrispondono ai due casi g = L,b=0
ea=20, b=1,
Percio, assegnate a ¢ b, la funzione w(t, x,y), se esiste, ¢ unica.
Llesistenza si dimostra col classico metodo delle funzioni maggioranti.

JInfatti, detto M Pestremo-superiore di PG @y y)y plt, @ y) per — oo < t< L oo,

|2|<R, ly|<R, dove R & un conveniente valore ositivo e le variabili =, 4
e ’ IJ ’ y Y
assumono anche i valori complessi, si pud prendere quale comune funzione mag-
giorante, tenendo presenti le (9), la funzione

€ quindi anche la funzione

Allora le w,, ,(t) saranno maggiorate, per le (27) e (30), dalle costanti -
ottenute integrando I’equazione maggiorante

da o (x + y)2 M Oo.  Ba
(32) 7L{w5;,+:u5;~a}: i m+y{5§+5§}’ [o0 = a(z, ¥)],
y - ¥
R

con le condizioni

(33) fxo,t): 0, “1,0:“0,1216“!'*"“)] .
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Infatti il precedente procedimento, applicato alla (32), d& per «, . la rela-
zione [analoga alla (28)]

(34) Am 4+ n— 1)ty w = P ns
con B, . costante nota e inoltre
(35) 7 B, == Qonyu -
Pertanto la «(x, y), se esiste, & unica. Fssa si determina facilmente cer-
cando un integrale della (32) che dipenda da x + ¥ e soddisfi alle (33).

Posto @ +y =7, a@,y) = «(y), la (31) diventa l'equazione a variabili
separabili

Muod () — ()} = —

cioé
, 2My
(36) nottp | 1= =t
2 (§
AR (1 l?)
Ne segue

wmr=awﬂ%4—wm},

2M
con y(n) funzione analitica per |n| <R / (l - E) .

Pertanto la soluzione cercata &, per le (33),

7
fy(n)dn

(@, y) = (la[+[b])m &
ed ¢ analitica per

'“’]<§/<l+%{>’ Iyl<2§/<1+%>.
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2M
B2
x

R . .
Preso comunque R'<<= / (1 -4 ) , la serie (23) converge allora unifor-

<R, |y|< R, — co< t<<+oo. Inoltre

memente e assolutamente per
per le (34) e (35) anche la serie

am yn

z @ m‘ n!

m,n

converge assolutamente e uniformemente. Lo stesso avviene allora, in virtu
della (28), per la serie

ot ,J

zw"’"()m'r

m,n

owl(t, x) . i
che vale percio - %~ . Ne segue che la funzione w(t, #, y) espressa dalla (23) ..

soddisfa alla (22) e fornisce la soluzione del problema proposto.
Inoltre posto

-’ 11t y?l l/m yﬂ

(38) 1 - &, /I/ z W, n m/! F ’ t €Ty Y z w* n, u })L! )-L_! ’

si ripzwa
w(ty, @, y) = aw(t, ©, y) 4 bw*(l, z, y)

e quindi
2(ty @, y) = e—"”{aw @, y) + bw*(t, z, y)} .

Se poniamo z =10 ottemamo allora il fascio di superficie, passanti per
Passe t, di equazioni ;

(39) | awit, @, y) + bwrt, @, y) =0,
A seconda che sia a 5= 0 oppure b == 0 la (39) & risolubile, per le (31), ri-

spetto a « oppure rispetto a y. Ad esempio, per b # 0, risolvendo rispetto a ¥
si ottiene

(40) y =y, ),



estese ai sistemi di due equazioni differenziali in tre variabili 217

con le condizioni
y(t’a 0)“:—0, v —

Poiche le derivate w,, ,(¢f) sono limitate, si riconosce allora, applicando il

any(t, 0)

teorema delle funzioni implicite, che tutte le derivate o sono limitate.
&

Ta ftunzione y(t, #) definita dalla (40) coineide ‘percid con quella che si otter-
rebbe procedendo come in (M), con la condizione y, = — afb.

Si conclude che nel nodo a stella le superficie principali esistono ¢ formano
il fascio di equazione (39).

Inoltre per ogni punto (t, 7, y) appartenente @ uUn conveniente intorno
(22 + y2 < 0°) dell’asse t, passa wna ¢ una sola superficie principale.
~ La conoscenza delle funzioni w(t, @, y), W, »,y) permette di dare al si-
stema (18) una forma particolarmente semplice. o

Poniamo

[u=7w @t y) =2z + (2],

v = w*t, »,y) =y + [2],

(41)

dove il simbolo [2] designa termini infinitesimi di ordine superiore al primo.
Poiché si ha, per le (41),

{ 0w, v) | -1

42 -
(42) oz, ) I(t,o,m

o le derivate w,, .(f) hanno le proprietd dianzi indicate, il sistema (41) & uni-
vocamente risolubile rispetto a @, ¥ in un intorno (|@|< py |y|< ) dell’asse
t, nel quale si avra

x = o, Uy V) 4
(43) ‘ [a(t, 0, 0) = B(t, 0, 0) = 0] .
y = B, u ),

Precisamente si trova, per le (41),

[ @=u-+[2],

44
@ y =0 -+ [2].
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» € ¢ fuoco »,
Se poi {x(t), y(t)} ¢ un integrale del sistema (18)

» le fanzioni w(f) =
= w(t, z(t),y(t)), o(t) = w*(t, (1), y(¢)) soddisfano al

sigtema
2w 0 2w
[ pyAp— _w _.E .E Y ,
ot ox a]/
(45)
, ow* dw* ow*
V= e — Y.
at ow oy
Per le- (44) tale sistema si scrive nella forma
w'= U(t’ Uy V),
(46)
v'= V(¢ u, v).
Si ha poi, per le (41) e (44),
ow ow ow dw* dw* dw*

47 — [D e —— —_ =102 — =[] —— -
WD =Bl =t =, =, =, 31,
e inoltre, per le (18) e (44),

X= Aw + [2] = Au -+ [27,
(48) :

[ Y=y + (2] = 4o + [2].
Dalle (44), (45), (46), (47), (48) segue
Uty uy v) = Ju + ft, u, v) = 2u + [21,
Vit u,v) = 2o g, u, v) = Jo 4 [21.

Pertanto u(t) e v(t) soddisfano a un sistema del tutto analogo al sistema (18)

uw'= du + f(t, u, v),
49)

| v'= 4v + g, u, v) .

Osserviamo perd che le superficie brincipali del sistema (49) (costituite da
linee integrali) hanno equazioni

(50) - au 4 bv = 0,
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cioé coincidono con i piani passanti per I'asse f. In particolare, il sistema ha
le soluzioni {0, v(t)}, {u(?), 0}; cioé deve essere f({, 0,v) = 0 per valori arbi-
trati di v e analogamente, per valori arbitrari di u, g(f, %, 0) = 0. Risulta

percid f(, u, v} = uF(t, u, v), gt, u, v) = vG{t, v, v) e il sistema (49) si scrive

[ w'= u(i + P, u,v),

(51)
| v'=v(1 + G(t, u,v)) .

Inoltre, poiché Pintegrale {u(t), v(t)} appartiene a uno dei piani di equa-
zione (50), risulta :
() = mu(t)
con m costante. Ne segue
V' (t) = m (1)
e quindi, per le (51),
G(t, w, mu) = F(t, u, mu)
cioé, per Parbitrarieta di w e di m,
Gt u, v) = I'(t, u, v) .

~ Nel caso del nodo a stella il sistema (18) pud porsi percid, in un intorno
della soluzione {0, 0}, nella forma canonica, particolarmente semplice,

w'= w(d + F(, u,v)),
59 F(t,0,0) = 0].
(52) . [ v'= (4 + F(t, u, v)), i ) |

Quanto al comportamento asintotico delle soluzioni del sistema (52) [0 (18)],
passando a coordinate polari e posto # = p cos ¥, v = p sen ¥, risulta [come
§i & gid ricordato in (M)]

dm o) =0 se ¢ A<0,
A () = 0 se & /1>O.>

Queste relazioni possono essere notevolmente precisate.
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Infatti si ottiene dalle (52) Pequazione in p(¢):

o'= o{ + oL(t, 0, 9)},
dove risultera
| L(t, 0, 9| < M per 0<Co<<h.
Possiamo supporre inoltre, senza ledere la generalita,

A=—0<0.

Preso k, con 0<<k<h, k<<d/M, sia {o(t), ()} un integrale e supponiamo
che per il valore iniziale g, = g(f,) risulti

0<<pe< k.
Si ricava allora
0 (ts) << — po(d—kM)<< O,

cioé g(¢) ¢ decrescente per ¢ = #,; si deduce poi che ¢, per ogni ¢ > ¢,, o'(t) < 0
e quindi

0< )<< k.
Posto
ety = (@) e r(l) = 7o = 0,]
si ottiene I’equazione, in 7(f),
PR 7.2e—é(t—to)L(t, ,.e—ﬁ(t—tn)’ ,0) .
Si ha percio
— Mem -l < P < Me 0t
¢ quindi, integrando tra ' e ¢, con f, <t < ¢,

6~6(t’—-to).

1 1 M
rt) (") P)
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Ne gegue, per t'=t,, t'=t>t,, osservando che & 1/, > M/9,

Si ha percid, per I, < << ¥,

v M
———
b5}

~ 8t —~1g)

[ — r(") <
e quindi esiste finito il limite
tl—g-r«l;o ea(t—mg(t) o tgqlw ?‘(t) — lo .
Possiamo percid serivere
o) = (Io -+ o(®) e,

ove «(t) ¢ un infinitesimo per t — 4 oo.
Sia ora t < t,. Finché vale la disuguaglianza

o)<k,
i ricava
o' < —o(d— kM),
¢ quindi, integrando tra t e &, con ¢ <1,

(8 = kM Eq~ 1)

o(t) > ot

Poiché il secondo membro ha come limite -+ co, per ¢ —-— oo, segue che
esiste un wvalore t, finito, tale che per t <t si abbia

o) > k.
Osserviamo infine che, quando ci si riferisce al sistema (25), si ha, per un

integrale {u(t), v(t)}, 9() = cost.. In coordinate polari il sistema (52) equi-
vale percio all'unieca equazione

o'= o{A + oL@, ¢, )}
da integrarsi considerando ¢ come una costante.

16 -~ Rivista di Malematica
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Osservazioni. Se le funzioni o, z, y), v, 2, ¥) sono periodiche, come
funzioni di t, con il periodo T, anche w(t, @, y) ¢ funzione periodica di t,
con periodo T. Infatti lo sono Wio= @& € Wy, = b. Ammesso che siano
periodiche tutte le Wy,x(t) cOn b+ E<<m 4 n, & periodica, per le (27) e (28),
la funzione @, ,(f): allora lo & anche Wa,»(8), avendosi per la prima delle (29)
(se ¢, ad esempio, A > 0), :

4T
wm,n(t + T) — fQ‘m’n(r)e—(m-l-n—l)l(t+T—1) A7 =

—©

t ¢ )
— J Qm,n(f + T)e—(m-m——l)l(t—-r) dr = f Qm.n(r)e-—(m-m-l)ﬂ(tmr) dr = wm,n(t) .
—w

-0

Piu in generale, supponiamo che ® e y siano quast periodiche, ottenute po-
nendo 7 =t in due funzioni continue &, 2, Y), Yt n, 2,9), le quali siano
periodiche in t ed 5, coi periodi rispettivi T e T': risulti cioe

o, », y) = D, t, 2, Y), p, @, ) = T(ta 2, y) .

In tal caso anche w(t, z, y) ¢ della stessa natura. Ammettiamo infatti che lo
sia @, .(t): risulterd percid )

Qm,n(t) == R‘m,n(ty t) 3

con R, ,.(f,7) funzione continua periodica, di periodi T e 7.
Posto allora

t

Wonltsm) = [e%=7R,, (v, n—1t47)d7,

—~CO

la funzione W, ,(t, 5) risulta continua. Inoltre, detti p e q due interi arbitrari,
Tisulta

10T

Wonnlt + 9Ty 5+ ") = [ "7 OR, (v, 9 4 T —t—pT + 1)dr —
|2
= [e MR, 4 pT, 4+ qT —1 1 7)dr —

11
=[ e MR, \(ryy—t + ) dr =W, 7)),

cio¢ W, .(t,n) ¢ funzione periodica di t, m, coi periodi T, T'.
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Poicheé si ha

“]m,ﬂ(t) == Wm,n(t) ’ extr sup ]Iwm,n(t): IBaé = (‘/Vm,n(t: 7]) l)
—w<t< t® OIS T
o<’

la tesi & allora provata.
Lo stesso risultato si ottiene se &

@ty @, y) = DU 1y oy My B Y)
v M==1s ... =7, ==1),

y(t, @, y) = Wty Muy ooy Moy T YY), -

con @, ¥ funzioni continue e periodiche di ¢, ny, ..., 7,, con i periodi rispet-

tivi T, Ty, T,, ..., T,. Infine, per un teorema noto (*), ¢ e g sono funzioni quasi

periodiche di BoHR, anche w(l, #, y) risulta funzione quasi periodica di BOHR.

2. — Consideriamo ora il caso del fuoco, supponendo
(53) O<< it ad.
Con una conveniente sostituzione lineare a coefficienti reali e costanti:

@ = pv -+ gy,
(ps—qr +=0),
= ro -+ sy, /

¢i si riduece al caso

(54) A= D=1, B=—0C==%0.
11 sistema assume percid la forma

z'= Az + By + ¢, 2, ¥) ,
(55) '
l y'=— Bz -+ ly + pt, x,9).

Facciamo un cambiamento di incognite, ponendo

[ &= u cos aft)— v sin a(t),
(56)
¢ = u sin a(t) -+ v cos «(t),

con u, v nuove incognite, «(f) funzione da determinarsi.
Le (56) equivalgono a fare una rotazione degli assi @,y dipendente da t;

(4) Cfr., ad es., G. SaNsoNE, BEquazioni differenziali nel campo reale, Parte II.
N. Zanichelli, Bologna 1941, pp. 362-363 (teorema di BoHR e NEUGEBAUER).
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si ha inoltre

. [ U= xcosat) 4 ¥ sin «(f),
(57)

v = — @ sin a(t) + y cos aff) .
Dalle (56), (57) segue che % e v soddisfano al sistema

[ = U, u, v},

(58)
[ v'=TVt,u,v),
dove &
59) { Ulgyu,v) = X cosa 4 Y sin o0 + a'v,
{59 B . . : el
Vi, u,7) = — X sine -+ Y cos o — o'tt .
’ ?

Si ha inoltre

U=X,cosc +Y,sina= (Xpcos o + X, sine) cos o + (¥, cos o 4+ Y, sin o) sinec==

X, + X, X, — ¥ X Y, .
= ”2 * o =P cos 200 5 sin e,

U,=X,cosa -+ Y, sino 4 o=

= (—X,sine + X, cosa)eosa + (— Y, sina -+ Y, cos o) sin o - o =

X,—-Y, X, +7T, X, —X, .
:al+ J,) @ 1/2 ‘%0082&— x ySlDZ(Z,
Vei=—2X,sina + Y, cos x—a'=

= —(X,cosx + X, sine)sine + (¥, cos a 4+ Y, sin o) cos o — o' =

X, — Y, X, 4+ Y . v
I3 ¥ ked v @ x Y .
-y — O 2 Y )
o 3 + 3 cos 2¢ 5 sin 2« ,
Ve=-—X,sina -4 Y,cosoa =

= —(— &, sino - X, cos o) sinee + (— ¥, sin o + Y, cos o) cos ot =

X, 4+ T

X, Y X, ~7 )
:»’”+ L—— ‘”cosZoc—-—2-—°”c0321.

2 2
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Ne segue, per le (54),
Uut,0,0) =1, U,,0,0)=0c'+B, V.0,0)=— o—B, V,(,0,0)=24.

Percid, se prendiamo
o = — Bt

il sistema (58) si scrive

(60) W= Au + F(, u, v),
l o= lv + G, u,v),

con F= [2], G = [2]. Il sistema (60) ¢ del tipo del nodo a stella.

I due casi del fuoco e del modo « stella sono percio topologicamente equivalenti,
“poiche si passadall'uno —all’altro ~mediante-la--trasformazione..(56),...con
o = — Bt. .

Osserviamo perd che se X(t, %, y) e Y (i, @, y) sono funzioni periodiche di §,
di periodo T, le U(t, u,v), V(i w,v) risultano, in generale, quasi periodiche.
Infatti U(t, %, v), ad esempio, si ottiene, per le (58) e (59), ponendo n =71
nella funzione

U(t, n, u, v) = X(t, w cos By + v sin By, —u sin By + v cos Bn) cos By—

— Y(¢, w cos By + v sin By, — u sin By - v cos By) sin By— Bo,

la quale & periodica, in ¢ e in 7, con i periodi T e 2xn/B = T'. Siamo percid
nel caso considerato nelle Osservazioni del precedente paragrafo. Se w(t, u, v)=0
¢ una superficie principale relativa al sistema (60), la superficie, nello spazio
(¢, «, ), di equazione

(61) w(t, @ cos Bt — y sin Bt, x'sin Bt -+ y cos Bt) = 0
si dirdh una superficic principale velativa al caso del fuoco.

Si deve perd notare che [in accordo con quanto si & detto in (M), § 1] nonx
& possibile esprimere, risolvendo la (61), ¥ in funzione di (¢, #) in tuifo linter-
vallo — oo < t< -+ co. Lia (61) & equivalente nell’intorno di un punto (¢, 0,0)
a un’equazione del tipo y = y(t, ), oppure z= a(t,y), ma solo per ¢ varia-
bile in un conveniente intervallo limitato (& —h) <t<(t + hy). Infine per
ogni punto (7, #, y), appartenente a un conveniente intorno (2 ¥* < o?) del-
Dasse ?, passa una ¢ una sola superficie prineipale.
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‘3. — La teoria svolta in (M) permette di studiare alcuni altri easi notevolj,
Infatti 'esistenza di una superficie principale [relativa alla soluzione {0, 0}
del sistema (8)] di equazione :
¥ ==y, x)
con le condizioni

Sy(t, 0)

y(t,0) =0, =

="

¢ assicurata se sono soddisfatte le condizioni seguenti (5):
a) Risulta

(62) By,

b)- L -yy-&-una-radice dell’equazione

(63) By + (A— Dy, — ¢ = 0.
¢) Si ha |
(64) A+ By, =0
¢ inoltre
(65) en=(n+1)(4 +By)— (D— By, ~0, n=1,2,..).

- Possiamo percié considerare anche i seguenti casi.
- I - Sia

(66) B=A>0, B#0.

L’equazione (63) ha allora radici coincidenti e si ottiene per 4, ’unico valore

{67) Yo =—

Non pud essere poi

,7/1 :‘—A/B

(®) L. Am=mrio, loc. cib. in (®), formule (17), (24), (31), (39).
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poiché si avrebbe, per la (63),

A2

. 2 A .
Bm—A—D)3—C=5=0

4
B

contro la (66).
Si ha infine, per le (65) e (67),

on=nk#=0.
Percid se valgono le (66) esiste una e una sola swperficie principale.
II. — Siano werificate le condi;ioni -
o 68) : i Aw50,
(69) A=0.

Per la (68) non pud essere

Supponiamo, ad esempio,
(70) As=0.
Allora la (69) equivale a scrivere
C=1k4, D=kB,

con k costante. Il sistema (8) si scrive percid

(= Ao+ By +¢,
(1)
Y= kA.’v + kBy + .

Possiamo inoltre supporre verificata la (62'). Infatti, se ¢ B =0 il sistema
{71) diventa

a'= Az +
(72) 7

|y=Fkdz + p.
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Posto allora

Z2=uu -+ my,
si ricava

= a4 my'= A1l + km)x + @ +myp=A1 + km)(z — my) + w@, 2, y)

Se la costante m si prende in modo che risulti

14-km =0, m =0,
il sistema - -

2 =

A@ 4 km)(z— my) - w(t, 2, 9),
( y'= kA(z—my) + p(t, z—my, y)
& allora del tipo richiesto.

In virth della (69) si ottengono per %1, risolvendo la (63), i valori

o A—D 1 D
hET SR BT
s A—D 4 4
BT T T ERT B
Per il valore y* risulta
A+ By¥ =0

e quindi non & soddistatta la (64).
Si ha invece

A+B71jl:fl + D =210
e inoltre, per la (65),

0= (m+1)2 0.

Esiste percio almeno wna superficie principale 8 e precisamente quella per
cut ¢
corE

S oy(t, 0
(73) w0 _

D
ox B’

Studiamo il comportamento asintotico degli integrali appartenenti ad 9.
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Mediante la trasformazione

{§=m7

D
| n=y—ylo)=y—235+ (2]

(74)

otterremo un sistema in {£(f), n(t)} che ammette come superficie principale il
piano 1 = 0.
Si ha precisamente, per la (69), il sistema

= a'= Az + By + [2] = 4§ + B(?] - EE) + [2] = 24¢ + By + [2]

@5) § gy

ot ox

: : SR e \ . N )
=Uw-’rD?/—*E(Aw‘%—B?/)+[2]=*—-]§w+[2]=[2]-

Poiché il sistema (75) deve ammettere la soluzione {£(t), 0} con il valore
iniziale &, = &(f,) arbitrario, esso assume la forma

{{ E'= 2 + By + P, &),
l 17'# 77G(t, 5, 7).
Pertanto gli integrali appartenenti a S soddisfano all’equazione
E=2)& 4 F(1, & 0) = 245 + &4(t, &),

dove ¢&

lfe, &)l<M  per  |E[<h

Preso k, con 0 <<k<h, k<2 |Al/M, supponiamd inoltre che per un inte-
grale &(t) il valore iniziale & soddisfi alla condizione

l&l<k.
Si dimostra -allora, come al §1,-che risulta
dim Wl g =y se 2<0,

(76) : 24]t]
| A, e = se 2>,
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dove u, ha un valore finito. Esiste inoltre un valore finito 4, << t, (se & 1 < 0)
tale che per t<(#, risulti

HUIEE

Le (76) precisano in modo molto espressivo il modo con cui Pintegra-
le £(t) diventa infinitesimo per ¢ — - co oppure per { — — oco.

Possiamo applicare quanto precede allo studio del comportamento asin-
totico degli integrali nell’intorno di un ciclo limite ¢ per un sistema del tipo

v'= X(x,y),
(77) .
¥'= Y(2y).

In tal caso, nello spazio (4, x,y) esiste una superficie cilindrica s, con le
generatrici parallele all’asse t, tutta costituita da integrali del tipo

[2=a%t—1k),
(78)
[y =y*(t—k),

ove {a*(t), y*¥(t)} & una soluzione periodica, di periodo T, del sistema (77) e k
& una costante arbitraria.
Fissiamo un valore % di %, cioé uno degli integrali, 7, appartenenti a s, e
cerchiamo di individuare quegli integrali del sistema (77) che sono asintotici a 7.
Posto

! =2 — ¥t — k) ,

79
9 l'v:?/_?/ t—k,

otteniamo un sistema in {u(t), v(t)} del tipo

[(w'(t)= Ut u,v),
80 U, 0,0) = V(, 0, 0) = 0],
50) i v (t) = Vi, u, v), Lo ) ( : ]

ove U e V sono funzioni periodiche di t, con periodo 7.

Alla soluzione {0, 0} del sistema (80) [trasformato in modo da rendere il
sistema alle variazioni a coefficienti costanti] corrispondono; come & noto, valori
A=0 e, almeno nel caso generale, A = 0.

Allora nello spazio (¢, u, v) esiste una superficie §' la quale & costituita, per
quanto si ¢ precedentemente visto, di linee integrali asintotiche alla linea {0, 0}.
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Questa superficie & percio distinta dalla superficie s' trasformata, mediante
le (79), di s, poich¢ s’ & costituita da soluzioni periodiche del sistema (80).

Pertanto S’ coincide con quella superficie principale relativa alla soluzione
{0, 0} di cui abbiamo dimostrato l'esistenza. Si noti che in questo caso, pur
valendo le (68) e (69), esistono tutte e due le superficie principali relative alla
soluzione {0, 0} e sono s' e §.

Inoltre, essendo A2 > 4, s’ ed S’ non sono mai tangenti. Sia § la trasfor-
mata, nello spazio (¢, @, y), di §'; allora S & il luogo cercato. Si tratta di una
superficie la cui sezione coi piani ¢ = cost. presenta il periodo T e che inter-
seca la superficie s secondo la linea [. '

Lo stesso. avviene per tutte le altre linee ! che costituiscono s, a ciascuna
delle quali pertanto corrisponde una superficie §, luogo delle linee integrali
del sistema (77) asintotiche a .






