Lutet. TANzr CATTABIANCHT (%)

Una classe di equazioni
alle derivate parziali generalizzanti l'equazione di Bessel,
e risoluzione in un caso particolare notevole. (+)

Introduzione.

L’equazione differenziale di BESSEL si pud porre, come & noto, sotto la
forma ’

gy g —
=+ 20— -+ a2y =0,
da? da

dove n ¢ una data costante. Per cio che segue mi riferisco all’equazione pil
geuerale ’

dy )
: @ R 20— —atry =0,
() ' aw ’

dove « e una costante: per « == 1 si ottiene la precedente equazione di BESSEL.
Nel case in cui la costante n sia un intero positivo, & stato indicato per ’equa-
zione (1;) un interessante proecedimento diretto di risoluzione (%).
In questa Nota stabilisco una generalizzazione dell’equazione di BESSEL (1,)
e mi occupo della sua risoluzione in un ecaso particolare notevole. i
Tale generalizzazione ¢ data dalla seguente classe di equazioni alle
derivate parziali, lineari, del secondo ordine, nella funzione incognita

z = 2(501, Wageeny wm):

1,.) () + @y + ovn = 0,)D% + 2mNDE — a0y + @y ..o - B)2 =0,

(m=1,2,3,..),

(*) Indirizzo: Istituto Ji Matematica, Universithd, Parma (Italia).

(**) Lavoro eseguito nell’Istituto di Matematica della Universiti di Parma e rice-
vuto il 14-VI-1952. o

() A. MAMBRIANI, Genest ed integragione in termint finiti di vaste classi d’equazioni
differenziali lineari, avenii per cocfficientt delle funzioni razionali intere, Ann. Scuola
Norm. Super. Pisa (2) 9, 27-43 (1940); in particolare pp. 27-29.
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dove ¢
15 o o
(2) Do h b
0wy o, om,,

T manifesto che per m =1 si ottiene Uequazione (1,), salvo il cambiameuto
materiale di x, con & ¢ di z con v, ;

Ho potuto stabilive che a tutte le equazioni (1,,), sempre nel caso partico-
lare notevole in cui la costante n sia un intero positivo, ¢ applicabile il nomi-
nato procedimento diretto di risoluzione di (1,), naturalmente con opportune
e non sempre immediate estensioni. Segueundo tale procedimento generaliz-
zato, le equazioni (1,) si possono porre sotto la forma (n. 3):

€, (D? — @), + @y = oo+ 2,) (D — a?) 7z} = 0,
(m=1,2,3,..,

da cui segue immediatamente (n. 4), invertendo i vari operatori che nel primo
membro sono applicati alla z, la formula risolutiva

(@2 — a?)—?lo

g 1 . 1] .
Ty A Xy e By,

(3,.) 2 = (D? — a1 , o (m==1,2,3,..0)

Di questa fovrmfula» risolutiva st danno poi (nn. 8-12) successive trasformazioni
in modo da far sparive gradualmente gli operatori integrali e differenziali in essa
indicati. A cid si perviene dopo aver effettuato, in base a recenti rvisultati (2,
una conveniente decomposizione dell’operatore D*— «® ¢ delle sue potenze ad
esponente intero (§ 2).

1) Dapprima si ottiene (n. 8):

) 2 = (D — ) @y Dy 5 Ly — g yeeey By = 0y )X Wiy By, Ly~ gy onny Ly~ Ay}
o == e { A - — - . — ,
B oy 4 Ty - iy,

dove @@y — gy By— g,y oory By Byy) € YPEy Loy F1— Xgy ..oy B &) SONO fun-
zioni arbitrarie (con derivate grime e seconde) dei loro argomenti.

(3} B. Maxrrepl, Decomposizione in prodotio di operazioni elmﬁen[c‘ori delle espres-
stoni alle derivate parziali, del primo ordine e totalmente lneari, Boll. Un. Mat. Ital. (3)
4, 381-390 (1949). '
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2) Poi, dalla (3)) si ha (n. 10):

oy . o2 =1 ol ; Y o Yp—ar
(3’/ ) & [ Fa Yo 1 ( ¢ (72)“ (p(""‘:l! ey ‘lzm)ecn"?_ I/’(‘L2’ ""m)e it
" 1 Ty iy Ty o ,[ \ a’"‘]‘ » / MLy~ Wiy == v Dy, i

Xy ... ... . . . . R
dove il simbolo (?) { : " } indica Poperazione di sostituzione delle
R e O R o B . : :
variabili o, ..., x, ordinatamente con le differenze @ — @, ..., &, — @y, ¢ le
funzioni ¢y, ..., ) € p(®,, ..., 2,) sono arbitrarie (coun derivate prime e se-
conde).
3) Indi, dalla (37

m

) segue (n. 11):

@By e o ? 5 At 1
87y 7 = [ o w1 Doy ..., ;v,,,)(f‘”‘(—— L 2«) — .
m Vg — g er g — a2 | Oy J g iy @)
g/ . s - 5 N =R S S
Sy e, mp)eT T 20 ~ o
s ) 21y ]y — )

dove D(a,..., 1) ¢ Pay, ..., »,) sono funzioni arbitrarie (con derivate prime
e seconde). ‘
4) Si ha infine (n. 12):

v Ly ey, ey n-1 n— 1\ .
('?}l ) z *:{ 1 (,f)(mg, cany 'fl?,,.) e Z(-~l)"< )X

“m S [ o—)
! Wy e Ly e By — iy, J

(n—1)! & 7
(nr—1) mr(2a)=rt W ) gz m-1 1 (n-wl" (41— 1)t w7 (— 2a)r—rt
. b (L gy T . v e
(M) — Ly e — ’ " n—1)1 r:z(l ( ) Cor ) (g iy — e — 1y )

Ed ora un’osservazione. L’equazione (1,) ¢ simmetrica rispetto alle varia-
bili indipendenti ®,, @, ..., @, e tale & pure la formula risolutiva (3.,.)- Le for-
mule risolutive trasformate (3_,',1), (B2 sy (3'”‘1’) hanno pero perduta tale sim-
metria: si vede che in esse la prima variabile #; ha un ufficio particolare che
non hanno le altre. Per la detta simmetria dell’equazione di partenza si con-
clude quindi che ciascuna delle formule (3.), (3,.); ..., (3) Pud essere scritta
in altri m —1 modi equivalenti, ottenuti semplicemente assegnando ad una
qualsiasi delle vaviabili @, ..., @, Pufficio che, in dette formule, ha la prima
variabile a,. '

(3) Loec. cit. in (%).
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Per semplicita di serittura, nel seguito sviluppo il procedimento risolutivo

della (1,,) nel caso m = 2, datc che per m = 3, 4, ... tale procedimento ¢ lo
stesso.

§ 1. - Trasformazione dell’equazione e sua risoluzione.

1. — Considero dunque (') il easo particolare dell’equazione (1,) ottenwto
faceudo m = 2, cioé 'eguazione

(12) (z + V)(])J - Dz/)zs -+ 4“(Dm -+ J)'/)'3"'_(“(1' Yz =0 s
dove, unicamente per comoditd, ho sostituito, rispettivamente, », e », con

0 0
rey —e-— con D,e D,.
Y aw, O, ’ Y

Scrive subito la (1,), nella quale il primo membro ha una forme trinomia,
nel modo seguente

) (@ + PIUD, + D)2 —afe + 4n(D, +D,)r =0,
dove ora il primo membro ha una forme binomia che va attentamente esami-
nata Nel primo termine di questo primo membro ¢ posto in evidenza ’ope-
ratore

(5) D == (Df -+ ])!1)2— a®

che vedremo avere un ufficio essenziale nel seguito. Nel secondo termine figura
invece l'operatore

(6) 4n(D, +D,)

che si pud mostrare essere legato strettamente al precedente ©: invero, la
potenza '

D= [(D, + D) — P

(*) In conformitd a quanto & detto nelle ultime righe dell'Introduzione.
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ha le derivate parziali rispetto a D, e a D, eguali fra loro e date da
2n(D, 4+ D,) D1
pertanto la somma di tali derivate ¢
4n(D, - D)D"

dove il moltiplicatore di ®*1 & propric Uoperatore (6).
) . ¥ 3 l'ope

9. — Lie affermazioni del n. precedente sull’equazione (4) suggeriscono l'idea
di porre

(7) & =D,

con Z== Z(z, y) nuova fuonzione incognita: fatm tale posizione la (4) diventa
4" (o + D7 + 4An(D, -+~ D)DZ = 0.

Provo ora che Uequazione (4') si puod scrivere semplicemente e concisamente
co8t: '
(") D(w + Y4} = 0

A tale scopo applico una importante generalizzazione di una nota formula
di D’ALEMBERT (5), generalizzazione che, nel caso di due scle variabili indi-
pendenti w e ¥, ¢ la seguente:

y g \r \:(’ 2

(8) 2 {fla, y) gla; )} = 3 2 e BTl y)
. T=0 §=
(5) Tale formula di D'ALEMBERT ¢ la seguente:

b (r)

Lije) = 2. f—, L

dove &

dr d
— ) =), L= 3w i

=0 da”
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dove si ¢ posto:

rd 7
£ - nz() ,Z("‘ (2, y)DLDE,
£, y) = e f(w, y) porw_ o
g 61/° R aDr eDs

La (8) non muta di forma passando ad un numero finito qualsiasi di variabili
indipendenti @;, %, ..., @,. :
La detta applicazione della formula (8) all’equazione (4') va fatta ponendo:

2 o= @" y f(’l" ’I/) == —L Y, . (P(LT9 .I/) =
da cui
Lo E(M) = 2n(D, -+ D, )D"“ f0, y) = [N, y) =

Si vede allora subite che il primo membro della (8) vietie a coincidere col primo

n . . -
membro della (4), mentre il secondo membro della (8) diventa esattamente il
primo membro della (4°).

3. - Sostituendo ora nella (4") a Z espressione che si ricava dalla (7), ossia

Z == Dl

)

si conelude infine che Pequazione di parlenza (1) si pud scrivere nel modo se-
guente:

(1;) @”{(9} -+ :I/):,Dl—”Z} =0 ’

-

0 pi estesamente, sostituendo a D la sua espressione (5),
[(D. + D) — a2 {(@ + IO, + D)2~ @]z} = 0.

Si ¢ cost finalmente pervenuti a dare al primo membro dell’ equazione da visolvere
una eleganie forma monomia assai comoda per la risoluzione dell’equazione stessa.

4. - Dalla (1,) appare naturale la via da sequire per ottenere in tutta la sua
generalite la funzione incognite z =: z(x, y): basta invertire i successivi opera-
tori ¢he nel primo membro sono applicati alla z. Eseguendo la prima inver-
sione [che & evidentemente quella che nella (1,) figura indicata come ultima
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sulla #], si ottiene
(x4 gD = D0,

da cui

I
et
I

Di qui si ha infine per la (1,) la seguente formula risolutiva:

Ty L SJ_I,'(,) s

@y

—
o

~
«

-ossia- pitt-estesamente,.sostituendo-.a-B-1a-sua-espressione . (5),

[(D.+ D,

- 2 q21n0
Hom [(]), i D,’)z"_ (Lz'ln—l ) — ¢ ]

x4y

[caso particolare della (3,) indicata nell’Introduzione].

Tuite le operaziont iniegrali ¢ differenziali figuranti in questa formula st pos-
sono esequire elegantemente, come viene indicato nel § 3: in tale paragrafo,
precisamente, sono date per il primo membro della (3,) successive trasfor-
mazioni, nelle quali 1 det#i operatori integrali e differenziali spariscono gra-
dualmente. '

Per rendere possibili le deduzioni del nominato § 3 sono premesse, e cio
costituisce argomento del § 2, alcune interessanti decomposizioni degli ope-
ratori

D, (v =0, 1, -2, ...).

§ 2.~ Decomposizioni dell’operatore ®
e delle sue potenze ad esponente intero.
5. — Osservo subito che vale la decomposizione
D= (D, D) —a? =D, +~D,—a)D, +D, +a),

dove ciascuno dei due ultimi fottori si pud nuovamente decomporre. Si ha
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infatti (%):

’ L | ) J—. o [ y 1 ax —ax f ¥

D, +D, —a== 1“‘ UJ e*D, e 1 o Z/I ,

1) _,_. D/ ‘\- a == [ y 1 —naD ax ¥ 1
e P Lot Py

(la sottolineatura serve, tra 'altro, a riunire le successive operazioni susse-
guentisi da destra a sinistra e, conformemente a quante g & stato detto
nell’Introduzione, i simboli con le graffe indicano delle sostituzioni). St ceon-
clude pertanto:

P Vepyewe] ¥ VLY Ly el ¥
g P Ly ) u—JJ D. {—JJ

CD:

‘Essendo poi { Y ? } una sostituzione coincidente con la sua inversa, si.ha
& —
;-*(.rf 'I/ 1 [ 'I/ 1 i (X e 2
Ty ey} T T
onde risulta:
TD o I Y ]6":“'])“. 6--2(1:1'DT gaa:[ ¥ 1 .
) lo—y|" T le—y)

Ed ancora, essendo
(3(”:])): G-—‘_’ame eur — Di__ a2 .

-si ha pure:

Ny _._I ¥ ]. L 2I Y 1
@ Pl Ty )

6. — Stabilisco ora analoghe decomposizioni per tutte le potenze D* con
esponente » intero. '
Per la (9'), si ha

D2 {wy 1(])2—.{02)1 y L[ v }(D“-——az){ ¥ 1

- —yJ 1-"’~—y] 1:1;-—;1/ w—y )’

(8) Loc. cit. in (3).
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da cui

D2 — y 1 . 22[ Y l
® w{m~yI(D“‘ Doy

In generale risulta:

D = I ¥ 1 (D:._. as)” I y 1 (¢r==1,2,3,.).

le—y] lo—y ]’

Passando in questa agli operatori inversi in ambo i membri, e sempre
tenendo presente che la sostituzione { } coincide con la sua inversa, si
x—y
hia subito

o Y Upve oveef ¥ o
D :'—'{wwy}(D”""") {m_”}, (r=1,2,3,..).

-Manifestamente-& poi

RO — [,, vl (D2 - aﬁ)"{q.zq/}-

Si conclude quindi:

Y

10) > :1;1:-y

}(“D:‘_—ag)v{wiy}’ (r==0, £1, +2,...

§ 3. - Varie trasformaszioni della formula risolutiva.

7. - Mi occupo ora, come ¢ stato detto alla fine del n. 4, della esecuzione
- ditutte le operaziont integrali e differenziali figuranti nella formaulda risolutiva (3,).
Caleolo anzitutto ©-20. Per la (10) si ha intanto

D0 = [(D, + D)2 — a2]0 :{ R ey N v

ossia

Ma ¢
(D2 —a®)=0 == @, + a®; -+ 2* @, + ... - D, ,

avendo poste

&, = ‘771,,‘.(?/)6” 4 @y iy )em (b =0,1,2,.., n--1),

14 ~ Rivisia di Matematica.
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dove ¢, .(¥) e ¢, (y) sono funzioni arbitrarie della y, con derivate prime e
gseconde. Ne segue :

(11) D) = {r 7 y}((po D, - 2D, L D, )

8. — In virtn della (11) la formula risolutiva (3,) diventa

Y
J ! (P + 5Dy + Dy + ... + 7D, )

Q:_gn__l"“‘yj . ,l e

Jsz/

che si pud scrivere

I A I + .'1,'2(110—}—7...74,— Ui I(I)n,

Al rapporto che qui figura, sfruttando Parbicrarietd delle funzioni ¢, (¥)
¢ @,,(y) che entrano in @,, conviene dare la forma

W+ (20— )Wy + 20— yPP + . 4 (22— y)
i ey

ki

avendosi ora

Y = 7/’1,1:(‘3/)(5“ =y ply)e ’ (=0,1, 2, vy 0 —1),

dove vy, .(¥) e . x(y) sono funzioni arbitrarie della y, con derivate prime e
seconde. Segué quindi: ' '

T P
2 = -l — . Syn—1 ![/ - (2 — s = (2 — Y2 _
’ { ~vJ%——u TR, Ly 1 Gem Wt Gy s,
¢ poiche qui, come sa-ra. provato al n. 9, 'ultimo termine del secondo membro

¢ nullo, si ha semplicemente

©Q

— n— J B
=D lla:—-y [ 20—y

cioe

w
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Tenendo ora presente Pespressione di ¥, e indicando per semplicitd le fun-
zioni arbitravie yi,o(y; e p.0(y) vispettivamente con g(y) ¢ y(y), si ottiene

Pl — yle—

ossia pitt estesamente, sostituendo a D la sua espressione (5)

(p(;‘l} — :l/)e“:"' -+ W(*l7 — -y)e—a;zr

& e _L_:" 2 2 -1 -
z=[D, +D, a*] Py

9. - Resta da provare, come si € sopra asserito, che & proprio

L=y “

X IR 1L AR AR S CY S SR A

Invero, 1a quantitd precedente in parentesi quadre si pud anche serivere nella
forma

VY, +a¥, + ... =t

dove le ¥, sono funzioni analoghe alle ¥,. Applicandc la (11) si ha poi
2 < P f !

f K 1 fy Lol 1 £ =207y ___chl—no.
Lr»—’I/I(WlTng T BT )= D :

pertanto il primo membro dell’identitd da dimostrave diventa

fs_n«l@.l——n() R
quantitah manifestameute nulla.
10. - Tenendo ora presente che per le (10) si ha

yn—1 _u.[ 4 ‘l"l.,_ 2 n--lJ ¥ 1
R P A PR £

la (3,) diventa

: U O VR [ s
(3,) 2= ey (D2 — a2)yr—1 -y ‘
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11. — La (3)) pone in evidenza che la soluzione z(z, %) ¢ la somma delle
due funzioni '

¥ . . ply) e
il y) = { . } (D2 g2yt e

2 Y !

w(yye
S —y

Zg(.‘l’, y) = {”‘ HI/~ y } (])5 —— a".".)n—l

Ja seconda delle quali si ottiene dalla prima scambiando ¢ in —ua.
Trasformiamo la prima funzione, analogamente si procede per la seconda.
Abbiamo:

(Di —a?)=t = (D, = a)y-YD, —a) *,
dove ¢
(D, — )1 == D=1~

e quindi risulta

¥ , Ty
2 (2, Y) = {7; o y} (Ds + a)yr=t e=Di e g

ossia, semplificando,

2w, y) = { 4 }(p(y)(Dm o)t e P 20— )L

@y

Essendo poi

D2 — )t am (n— 1) (— 232w — )

ed avendosi

(]2) (Dx w__ (L))z——-le(xac f— c~aa:])1;——leaa:enx — e—-r.mD;—le‘.’.aa: J—
.= enm.c——Zaa:D;z-le‘lm: j— @"‘T(Dm _L, 2(:6)11-—1 ,

si conclude

» (g ’_,. I ¥ ; ax ‘ o9 ayi—1 MM]_‘-___
MI(J,‘, T/) = 1:1 —y ®(y)e (])J: T "a‘) (2.’7)-——2])“ ?

dove si & posto ‘
D(y) = (10— 1) (— 2" p(y) .
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Espressioue analoga vale per z(z, y). Onde risulta

ol ~ .WJ' Yy } & ; aal IR PR SR 1 ISP
(32) 7o, Ly | WD 2

1
L SU Yye—ow DT . 2(1, [t SV——
(g)e(D: - e

12. — Infine, essendo

1 n=lip 1 1
(D, -+ Qa,)n»l, T (n ) (£ 2q)r—r— ])1

(2o —yr G\ v " (2w — )

si ha subito, eseguéndo le derivazioni indicate,

T A | . (n——l (n—~)——])'9'(2a)“*' -,
(32) “*17;_—!/] @ 1)',2[, pe ) (7,}_,/)11—*—1
e gmew n-l . ‘N —1 (m 4+ v —1)! 27— 2a)——1
+ ¥(y) 1)1 gﬁ (—1) ( , > (20— yyrr -

13. — In particolare per n =1, 2,3 si ha rispettivamente, dalla (3.),

1
Ty [a(r — y)e + pw— Y],
1 ! . —_—an
pm bl et ) B e - et ) + 2o,
1
T ety 5 Lpale — y){ad(@ + y)2--6a- (e + y) + 12} =

+ pla— ) 4 9)* + ba- (@ +y) = 125ee],

dove g (z—y) e ple—y), (r==1,2,3), sonv funzioni arbitrarie di z—y

eon derivate prime e seconde.






