- Bruxo PINT (*)

Un problemd di valori al eontorno, generalizzato, per Pequazione
a derivate parziali lineare parabohea del secondo ordine. (**)

In un precedente lavoro (*) abbiamo trattato coi metodi di G. Comyivo (2)
un problema generalizzato e un problema ordinario di valori al contorno per
Pequazione
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11 presente lavoro costituisce una estensione, del primo dei due citati
problemi, all’equazione parabolica lineare del secondo ordine

n o2 n o
AiiliByy B youry & e = 3 (@ By ey By Y) o —
gii i@y, 2 . ws ) o, 0 21:‘ Ay Bayovey Zay ) oz,
ou

~ % F W@y By ooy 0y YU =By Bay oy Bay Y)

n ’ ) .
[ =a;;, (1, §=1,2,...,0); 2. @ih:h;  forma quadratica definita].
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(*) Indirizzo: Via Giottoli 6, Torli (Italia).

(**) Lavoro eseguito nel Seminario \Iatemat]eo dell Universitd di Bologna e rice-
vute il 21-VI-1951.

(*) B. Pix1, Sulle equazioni a derivate parziali, lineari del secondo ordine in due
variabili, di tipo parabolico, Ann. Mat. Pura Appl. (4) 32, 179-204 (1951).

() G. CimiNo, Sulle equazioni lineari alle derivale ‘parziali del secondo ordine di
tipo ellittico sopra una superficie chiusa, Ann. Scuola Norm. Super. Pisa (2) 7, 73-96,
(1938); Nuovo tipo di condizioni al contorno e nuove nietodo di iratiazione per il problema
generalizzato di Dirichlet, Rend. Circolo Mat. Palermo 61, 177-221 (1937); Sul problema
generalizzato di Dirichlet per Dequazione di Poisson,” Rend. Sem. Mat. Univ. Padova
11, 28-96 (1940); Bguazione di Poisson ¢ problema generalizzato di Dirichlet, Rend. Ace.
Italia (7) 1, 322-329 (1940).
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Per comodita noi supponiamo # =2 e a; = 0; ¢id perd non costituisce una
restrizione perché Vestensione, da 2 ad n, di quanto segue, si realizza con soli
adattamenti formali e, d’altra parte, con un conveniente cambiamento delle
variabili 2;, si pud sempre supporre verificata la seconda ipotesi.

Mostreremo I’esistenza e I'uniciti della soluzione per il seguente problema (%):

Assegﬁa’cg un dominio. normale all'’asse ¥, limitato dai piani e
ratteristici y =9, e ¥ = 4., (1 <<#), e da una superficie S[w; = @,(a, y),
By = L0ty ), Y1 <Y Yoy 0 < <o), che preciseremo pitt avanti, determi-
nare una funzione u(w,, @,, v) assolutamente continna e dotata delle derivate

ou . . . . .
P (1 =1, 2), assolutamente continue in z,, a,, verificante guasi-dappertutto
x, ’

I’equazione

0%u du (@
— =A@y, 2y, Y)u = f(x,,
P W 1 ey Y = flxy,

(1) Pl =3 ayle, ) e
1

che sia nulla per y = y; e converga in media di un certo ordine su S a una
assegnata funzione sommabile con una certa potenza. j

La trattazione non fa ricorso alla soluzione fondamentale dell’ equa-
zione (1) (%); ci si appoggia esclusivamente sulla conoscenza della soluzione
fondamentale di una certa equazione associata alla (1) e di cui i coefficienti
sono da considerare costanti; a questa viene poi sommato, per soddisfare certe
necessita, un termine integrale in modo che la somma cosi ottenuta viene a
costituire una funzione la quale presenta la stessa singolarita della soluzione
fondamentale ma ¢ tale che la funzione, da essa ottenuta mediante appli-
cazione dell’operatore 2, ¢ priva di singolarita. Basandosi su questo fatto si
pud trattare anche il problema ordinario per I’equfmone (1); cid & brevemente
indieato alla fine del lavoro.

(*) Altri problemi generalizzati per 'equazione parabolica lineare si trovano in:
L. Auzrro, Sull’equazione di propagazione del calore, Univ. Roma, Ist. Naz. Alta Mat.
Rend. Mat. e Appl. (5) 5, 84-120 (1946); F. G. DrESSEL, A boundary value problem for
the heat equation, Amer. J. Math. 55, 641-653 (1933); F. G- Dresser and I. R. Ervior,
A class of solutions for the heat equation and associated boundary value problems, Amer.
J. Math. 65, 408-422 (1943); P. B. Tuuwm, Lésung von Randwertaufgaben der Wirme-
lehve und Potentialtheorie durch Reihenentwicklungen wnd Integraldarstellungen, J. Reine
Angew. Math. 168, 65-90 (1932).

(*) ¥. G. DrESSEL, The fundamenlal solution of the parabolic equalmn, Duke Math. J
7, 186-203 (1940) e 18, 61-70 (1946). :
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1. — Una proprietd di media.

Consideriamo Pequazione (1) supponendo sempre che in un certo campo €,

B

cui limitiamo le nostre considerazioni, sia a;; = ay;, (4,7 =1,2), e 3 ayk2;
1

sia una forma quadratica definita positiva. ) _
Ciascuna delle proposizioni che verranno successivamente stabilite sussiste
sotto certe ipotesi minime per i coefficienti di £2; ipotesi variabili dall’una
all’altra. Noi, per semplicith, supporremo sempre, salvo a specificare ulteriori
20
1z, 0%

Chiameremo soluzione generalizzate della (1) una funzione u(w,, @., ¥), asso-

ipotesi, che a e stano continue in C.

. R ou . . .
lutamente continua. in (C con le T (i.=1,2), assolutamente continue in.

Ly

Co o e, . ) .
@y, T, e dotate di derivate —— sommabili in C, verificante la (1) quasi-dapper-
. X005 .

tutto in C. ‘

Di regola indicheremo con G7t{«] 'aggiunta di-£[u]; con Pil-punto (v, ., ¥)
e con @ il punto (&, &, n); con dP (dQ) l'elemento di- volume da,da,dy
(dg, 4. dn); con T(P, Q) la funzione »

a

— 2:’; —"11'1'(1))(;”{’ — E My — &;)

. y—n)t exp — per Y > 7
@) (y —m)~* exy pr— per y >,
0 per y <1,

ove A(P)=det. ||a(P) |, | 4u(P) | = 21(17» agg. || ais(P) |-

La U(P, Q) riguardata nelle variabili &, &, i ¢ soluzione fondamentale
dell’equazione

*u ou
- fe Q0.

; i (P) o - ==
Elij ) seras, T

Fissato il punto P, poniamo

gi;’ Ai(PY o, — E(x; — &)
(3) (y —m) exp IS

[~
1o
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e consideriamo la superficie regolare chiusa

4) &, = i 2y =& + 20 sen 0\/{3? (l Tco’; )] (msen o cos g— N cos w sen p),

¥ =1n -+ o*sentl,

dove ¢ 0 <@ <2z, 0<<O0< w2, e m, n. o sono certe funzioni di P legate
dalle seguenti relazioni

. cos? v | sen?o 1 I Py
B T By, () sen o coso = dup),
m2 n? \ms e k l
sen? o cos? o .
e T = Au(P).

Indichiamo poi con D, il dominio regolare limitato che ha S, , per com-
pleta frontiera. ) ' )
Cid posto cominciamo a provare la seguente ,

1) Proprietd di media. Se nel campo C le a;; soddisfano una
condizione di Holder ed f ¢ sommabile in C con une potenza di esponente > 2,
allora una soluzione generalizzaia dell’cquazione L[u] = f, verifichera la formule
di media

®)  wP) = — \/1,?(—_?)][ ,‘:Um(u(o)m [ C ~;~' Hf((‘))( o ;)) aQ —
o /Iu(()) (zzl a1 (@) gf dé, dy + ii qu_’,‘((é) Zf dy (151)} s
See 1 & .

in ogni punto P di C ¢ per ogni valore di ¢ (> 0) sufficientemente piccolo.
Fissato un numero positivo ¢ e detto § un numero positivo << ¢, applicando
Ia formola di GREEX al dominio D, —D,,, si ha

@ {2 e —w) aeon t ag =
q.)}’,'t' - @1’.0

= ([~ ]| 5@ agdy + 2@ dyag, —w@pe) g ds |

Spe Spy
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ove ,
2 : (@) 2. ;@) L
H(Q) =5, ax(Q) {u(@) S Q) S wQ) @) 3, S (=1, 2),
1 3 1 Sk .
2 LU oU o ..
l‘enendﬂo presente che gw a'“(P>'a§i—a}§,: arm =0, se si pone al posto di «

una soluzione generalizzata di (1) e al posto di » la funzione U — 1/¢?, si ottiene

o(Q) L] — u(Q) T [o(@)] = U — =) |#@) — w@) (Q) Ly, ZOOV
y il 88,08,

. 1 2
+ ()1 { (a;(P) — a;{Q)) [Z(;J:—;))*z zl:kk A (P APy — &Ny, — &) —
u I) 1 2 a“u(Q) 2 ) - ) £
‘)(J T )7)1 "*y 3 g” a;‘-’l lzh Alph(l))(zvhr"" ‘5’1)} .

Trespressione ora scritta, per 'ipotesi di hélderianitd delle a;, riesce inte-
grabile (°) in @, ,, onde nel primo membro di (7) si puod senz’altro passare al

limite per J — 0. Il primo integrale a destra nella (7) si riduce a

- U Q)| 3, @) 3 a8y + 3, 0@ 5] anas|

passando poi -dalle coordinate &, &, n alle 0. ¢, 0 si ottiene senza difficolta
19 s 0, ¢,

11111 H {Hl ) g, dy + H (Q)dydé, — u(@)v Q ydg&, d&, ] == damnu (P),
6',',

~da cui segue la (6), poicheé, per le (b)), ¢ mn = v Ii(f))

(%) Infatti, posto
2 AP o — ENw; — &) =12,
1
e quindi
@y — & == r(m coS w cos @ - N sen w sen ¢) ,

- (0 <@ < 27),
@y — & = r{m sen w eos ¢ — 7N oS w sen ) ,

indicando con I un qualsiasi dominio contenuto in C e con o, «, due interi non nega-
tivi, si ha

[ o — )M — &) T mn e
2 gag = | [ a / [ exn drdy
; ; /

n

dove « = z, - o, € il simbolo [...] indica un polinomio in seng e cos ¢; pertanto
Yintegrale scritto ha senso purché sia « 42— 28> 0.
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La formola di media (6) puo essere presentata in forma diversa. Sostituendo
a ¢ una variabile ¢, moltiplicando ambo i membri per # ¢ integrando da zero
a ¢, si ha, con qualche integrazione per parti,

¢

/ rar //[ { u(Q) cm[ U~ [—1] — @) ( - }) } -

0 Dp ¢
[ (e e R f
Dy,
c,4—_« 2 )
T 92 N () {;J (@is(Q) — @i (P) l (r — 77) zm i PYAu(PYoy— &) (0, — £r) —

A,(P) 12

. a; (@) 2
2(y —~'1)} Cy—y z” g,

z; "1il:(»l))(""lt —“' Eh) }> (1(() :

cosl pure, passando alle coordinate g, ¢, 0 e tenendo presenti le (5), si ha

: ) 2 el 2 :

’ o*do [/ n(Q)[ 2{_ a,,,.((‘))gt-_ &, dy -+ >, ,,((,))—? dydé, l o

o E ' o

2
177 Do z o (P, QNa; — E)(e; — &) ”
- _ﬁgl ’/ w(€))o W —a4Q,
Dy
ove
2P, Q) = 2”"1:1 Q)Au(P)A(P), (i, § =1, 2),

onde 7

¢

©) ) = /q!/ {f}ﬁﬂu(@)( 3, Seal a0 — 10 +

P

(e — (@) [cm [ —t]-mgg(quz) Ly aﬁ‘f""@—’)]

T 089§

La formola di media (6), o (6'), & poi caratteristica per le soluzioni gene-
ralizzate dell’equazionie (1); come risulta dalla Seguente proposizione: :
2) Inversione della proprietd di media. Nelle specificate ipo-
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tesi sui coefficienti di £ ¢ su f, una funzione u(x, ¥, y) che sia assolutamente

. . ou . . .
continua in C, con le P (i =1, 2), assolutamente continue in w,, x, ¢ dotate

%

delle derivate

sommabili in C, la quale verifichi in ogni punto P di C, ¢

5,005
per tutti 1 valori di ¢ sufficientemente piceoli, la proprieta di media (6), oppure (6'),
soddisfa conseguentemenie quasi-dappertutto in C Uequazione (1).

Si ha

[[ceton—rora0 = ([ “(0) 3, oot W)“f(‘i’f o —
il Il

J Y0808,
Dp e . D

£,

/ I [u(())dfl Az, - 2u(0) z 4l qe, dy + 2u(0) z a";;f?’ dy (‘15,} 4
1 i 1 ST

SP,F;
N m N g g 3, 63——‘9 ]
1

Ora ¢

]1 d?[ —/j [ ) :“ a;g:;(g - ar(Q))*—f(Q)ldQ -

L[ {(—e®? 2 52“':::‘(0)
=3 //[ e {HV(Q)< g” BERE; “Q) )-« @) } 19

Do

come si riconosce eseguendo delle semplici integrazioni per parti. Poi

2 a v .) -~ .
{u (@) d&, d&, -+ 2u(Q) z il »—df dy +2 z f_é-“» dy (151}

1

S
o
0)

1 s . C 2 ag(j' ) a py a[] o
=3 ][ e l St e —2 3,50 5 |

vii 2&;

infine, passando alle coordinate g, ¢, 0 ed eseguendo delle integrazioni par-
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ziali separatamente rispetto a g, @, § si ha

o e (12 @) L Q) e@
o o Sp, :
1 RIS I ' : *U

et ” , 2 Dy i oty ) . N i
21{4\/_u1 yu(P) S/” (' = 091Q) 3, ) 5555

Dy,

HMh?

2Py QW ay — E)w; — &) :
- 4@,

- u(Q)o* 20y —n)* -

onde, per la (6'), si ha

»
[ r

/ 2 | 9 U/{E [4(Q)] ,fw)} Q=0
O R S

da cui, per 'arbitrarieta, di P e di ¢, segue l'asserto.

2. - Posizione del problema e teorema di unieita.

Consideriamo la superficie continua

[ &y = 5‘1(“7 £, _

] N <P <
(8)  S=1{ @ = @l«, f), sul rettangolo base R = ,
: i : 2y KoK oy

7

VAN

Y
7

Y=1p0,

tale che, per ogni valore di f, le ; = F(x, f) e @, = Zy(e, ) siano le equa-
zioni parametriche di una curva (continua) semplice chinsa. Indichiamo con D
il dominio limitato individuato da S e dai piani caratteristici y = vy, y = ¥,.
Consideriamo poi la famiglia di superficie A

—
=
-

= &y, ﬁ7 1),

(9) S@) =q @ = (e, f,1), sul rettangolo R e per 0<t<< 4,
g, '

I

tali.che per. ¢’ > {, e qualunque sia 3, la curva @, = 2,(, B, 1), @ = wy(a, By ¥
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sia contenuta nel dominio limitato ché ha per completa frontiera.la iy =
== w0y By 1)y w0y = @a{ar, By 1) € sia

Hm (e, B, 1) = @{x, f) . (i =1, 2), uniformemente su .

Se g(«, 8,t) ¢ una funzione misurabile limitata e positiva per («, f)c R e
0 <t< 6, ed Fla, f) una funzione sommabile con la sua potenza p-esima su R
si dice che una funzione w(z,2,,%y) converge in media verso F(ex, f3) su 8
d’ordine p rispetto alla famiglia S(t) se, per ogni t, la u(wy(a, B, 1), (2, By 1), B)
& una funzione di p-esima potenza sommabile su R e riesce

a0)  im ([ gl B, 0)urlon, B, 1), s B, 1), ) — e )7 A2 =0 .

R

Ebbene, il problema che qui interessa & il seguente:
Determinare una soluzione generalizzata dell’equazione L[u] = f che si an-:.
nulli per y =y, e converga in media dordine p su S a una assegnata funzione
D(at, p) rispetto alla famiglia S(). h R e
Cominciamo a fare alcune ipotesi sulle superficie S, S(t) e sulla funzione
peso ¢. ;
Supponiamo che le §(#) siano superficie regolari le quali per 0 <t < d in-
vadano tutto il dominio D o per lo meno una zona attorno ad S;le 2, e @,
siano dotate delle derivate prime rispetto ad o, f8, ¢ e seconde rispetto ad «, i,

continue. Le derivate

om; . . . . . oqs
3 Y, (1 =1, 2), per ogni coppia di valori di # e ¢, non
o

. . . . Blmy, m
§i annullino mai contemporaneamente e sia aTl t)) > 0. Allora per 0 <<t<C 4
o, t

le @, = &y(a, By 1), @, = @afe, B, 1) si potranno univocamente risolvere rispetto

. N . 0%t L .
ad o e t, onde si avra ¢ = i(w,, ., y) dotata delle derivate ! o continue.
w; 0n; Oy

Poniamo

ony 2 ox; x 1 S ’6'50,- ) 0y
1) FE—edTdap el T el Sl egt
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Supponiamo che ¢ sia una funzione continua con le derivate prime e posi-
2

0
tiva per 0 <<t << J, e @g sia una funzione continua insieme alle derivate - o
T .’l:]-

9. i
e — in tutto D; se eventualmente le S(¢) invadessero solo una zona attorno
oy .

ad 8, penseremo gg prolungata in tutto D in modo da soddisfare le condi-
zioni poste.
In modo del tutto simile a quanto & stato fatto nei lavori citati in (2), si ha

d ey L o fwl? (6w 8, ou ow,

- ds 19::”»~ %, dodf 4+ p /(( — i —| ded

dt‘/’ g1l 5 dacdp ) et s GF AP = 1_ “ g W Jeo\Omy DL By Bt [y g
. R

I L

O)

,

che, mediante le (11) e con una integrazione per parti, si pud scrivere

a ;o oy dyyg
13) (EJ/ gi*ll»gﬁ,mdo:dﬂ = ]_} 'u”“) [5} oc} dodff +
- R

R

| Lo | 7 an - B ayJ,, .
+p /J ®q (7 )m) P ;i Ay 5— 3&: 21: ah 87;1 do dB.

S5(t)
R

Ora, sotto certe ipotesi di regolaritd per u e v e per p > 1, sussiste 1’1dent1ta

K 5l enaar - > f/ o (] + (p— 1)av) AP —
D D

T 2 au ou 17 2
ool e L ]

b FD
- 1y de, + v da, d [l X dayd % qyd
-~ Z-“‘;;;“”/””l - v de da,| j gia“ T, dy - Za,z o, yda,

1 ;Ji
¥D

Ponendo in quest’ultima @g al posto di v e intendendo che u sia una soluzione
generalizzata dell’equazione £2[u] = 0, indicando econ D(#) il dominio limitato
individuato dai piani caratteristici y = y,, y =y, e dalla superficie S(t), si
oftiene

" g ‘M") [ar,l 2 ouw  Ox, * au} decdp
1 ¢ - Ayg ™ i *ap =
,/ 97_1( st |0 §1:‘ Yow oo zll Yo
p ‘
Y aimamtigg - o —1 aP — (p— 1) [fogiwirs 3 a, 24 % ap o+
= pUJ L (T [pg) -+ (p — 1)agg) AP — (p — )U PY | %) Ew“’” ow om;
s D)

Y[, Vox, 2 daypg om, 2 Bayipy 1
- w2 | § T dedff — ~ w|? da, dw, .
' pj‘/ ‘ ‘S“’laa zli o, da zi afv, S B P, (py} ‘ e
] FD(t)
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Si ha poi

[ og opyg 32
(15) // u"“’(at -—~—)d o dff = ” 120 [(P(/ z” s s
L'R' o A K

i
”

(o)}
o
—~—

53.)»

‘ Qa0 OF | 8(my, @,)
: gii ox; ow;i oo, t)

decdfs .

I/ultimo integrale a secondo membro nella (14), tenendo presente che u==0
per y =1,, si pud serivere

v//(pglupr dw, dw, + U Py, A(wa?.’, dzdp,

Gty n

indicando con -cy(t) la porzione-di FD(t) che appartiene -al -pianc -y = ,.
Introducendo la (14) e la (15) nella (13) e osservando che

2

[0z, 2 @ r, 2@ oo B) ot
oo 307, ) o Z- RN TR T
i 2 o , 2 2 ( — 9T (ot ‘e
+ @y ;,. 3 oo T i, ww) lpgt] —t a1t [y,

si ha in definitiva

(16) dj/J!u!q(l’ do:dﬁ S }/ ‘1(,‘5“) (C]??[(th}___tq]Z[q)J]) (@1> Jz) de d/}) +

R R
’ , 4 2 < ou Bu
+ || (DT pg] +(p—1)agg) dep(p—l)j/ pglulr 2 1 e 7y OF
) e ’
~]/ @g|ulrde, da, .
Ga(1)

Dall’identitd ora stabilita discende il seguente
Teorema di unicita. Se glo, f,1) ¢ una funzione continua c¢ positive
n R, 0 <t<C9, soddisfacente le ipotesi gia specificate, se riesce

@amn - , M [pg] + (p —1)agyg <O
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wn tutto D e se, almeno per t in un intorno dello zero, riesce

(18) (W[(prlﬂ —1 qmrm) a(a.‘ ) <

(®) G. Crmivo, nei lavori eitati in (%), ha mostrato come, sotto certe ipotesi -di
regolarita, per la TD, sia possibile scegliere in modo semplice la funzione g cosi da
soddisfare tutte le condizioni indicate.

Supponiamo che la sezione di S col piano caratteristico y sia dotata di curvatura.
1/7, che sia una funzione di o e § continua su R. Inoltre le Z, e 7, abbiano le derivate

3 2
i e -—?—w continue su F. Indichiamo con z(w).x, y) la distanza che un qualsiasi
83 dadp :
punto (zy, #,, y) di D ha da §, misurata sul piano caratteristico cii tale punto appar-
tiene; sia p(r) una funzione di v nulla per v = 0, dotata delle derivate dei primi due
ordini continue e con la derivata prima sempre positiva. Poniamo 7 = u(z) e indi-
" chiamo con 7 = = /() la relativa funzione inversa. Definiamo le w,(ot. . 8), wy(ot 9, 1)
come segue: o - k .

mlat, Y, 1) = 3o, y) — A(t) —

e )

e — = Imax,

| =

1
r

|
i
‘, sia ¢ un numero positivo tale che per ¢ < § riesca v = i(t)< y

ETACIINETAY At '
(1) ‘//(L1> + ( l') (1 —~i(—)> . si pud allora pren-
P\« O r

1
g = -exp(—pmax,|aly).
¥

At
e quindi ——(——)<1 Poiche '—é

|7

It
~

dere

Con. ¢id la condizione (17) ¢ automaticamente soddisfatta mentre il primo membro
della (18) diventa

A\
——w*———-»—,_”(l )i' an .

2 Om,; D
A d,-—
1T 8 ba
dove
2 o%r YA or or
A2 B) == A Dy Uy e e o Dy Qs e e
qn[] " [¥) 1) 6,1'1 8.7}) ;," ?3} 1 a.’l:i a'vj
2 Ba; or 2 . 0%y, or
D D N P Sy LT
1 Ox; Owy 1 Ol oy
o(xy, mq)

e quindi per le ipotesi fatte su #;, »,. p e tenendo presente l'espressione di 3
“’

si vede come si possa sempre soddisfare la (18) ahneno in un intorno di f = 0.
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(per una certa costante positiva M), allora esiste al pit una funzione u(wy, ., i)
che sia in D soluzione generalizzata di Plu) = f, che assuma su o, valori pre-
fissati e converga in media d’ordine p > 1 su S nspen‘o alle famiglia S(t) verso
una assegnata funzione Dz, f).

La dimostrazione si consegue immediatamente per assurdo osservando che
dalla (16), sotto le ipotesi (17) e (18), se per « si intende la differenza di due
soluzioni come quelle dell’enunciato, si ottiene

i~

1 [ o .
%ft// qu(mdocd/) J[}/ glul dedf

R B

da cui segue che

et ([ giul»dadp

®

¢ una funzione non decrescente per ¢ —0 e quindi non pud convergere a zero
a4 meno che non sia ” glulrdadp = 0, ossia us==0,

3. — Preliminari al teorema di convergenza.

Alle ipotesi gia fatte sulle a,; aggiungiamo d’ora in poi lipotesi che a,
day;

7

siano lipschitziane uz, @y, 2y Yy nel campo y, <y <Y, (2, @) T
ay aa;,,a B '

(contenente D).
Indichiamo con D, il dominio prodotto di D per lo strato y, < 7 <<y. Si ha:
1) Se b(P) & una funzione misurabile ¢ limitata in D, Vintegrale

= _m" Q)T AQ

I)y
. , _ . - ol L .
riesce lipschitziano in @y, w., y mentre le derivate —, (i =1,2), risultano
lipschitziane in @y, 2,.
La prova si pud conseguire imitando un ragionamento di DRESSEL ().

() Cfr. il primo dei lavori eitati in {(*), pp. 189-196. Richiamiamo questo risultato
perché di esso ei serviremo pitt avanti. Diciamo col DRESSEL che f(P), (m, w5) < T,
U <Y <Y. ¢ una funzione della classe A nel punto P= (w;, x,, y) se essd soddisfa
le seguenti condizioni:

Ya

1) /// @) d(g<

T

12 - Rivisia @i Matematica.
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Supponiamo che sia, per esempio, Ay > 0. BEsplicitando la sola variabile che
interessa, si ha :

(P + Ay)— I(P) ;:[ [[[ U + Ap)aQ— ]“ bU(y) dQ'
DJ*Jy

vy
[ ooy + Apag)+ | [ ([ suw + An) — vaag);

v oty 7 otp

e
A

il primo integrale all’ultimo membro & ovviamente dell’ordine di Ay; il se-
condo integrale si pud scrivere
yoo
(( f IT +f [[)o[Ty + Ay — U] de ,

¥y J(x)) Y=6 otp—o Y-8 w

indicando con w un cerchio del piano x,, @, col centro nella proiezione di P,

e con § un certo numero positivo. Il primo e secondo integrale, una volta

2) §(@) & limitata in ogni insieme chiuso per cui % > y;;
3) (@) soddisfa una condizione di HOLDER di ordine p, (0 <y < 1), nel punto P,
ossia

LH(P) — (@) | < Ny — 0|7 + )& — |1

per ;m<y—0< <y +d mm—Il<&E<w+1 (i=1,2).
Ebbene la funzione )

2P) = j J[ o oneae

¥

¢ dotata delle derivats prima rispetto a y e seconde rispetto alle x;, in ogni punto P
ave f appartiene alla classe 4. Inoltre riesce

Kl

oL e o oU [ [[oU
2 s VAD) )+ j / / [1Q) — I(P = dQ + /(P) f I j f 22 dsldfz} an,
2y J. S oy 1JJ) oy

Kl

vy e
e :—.u/ H [1@) — 1PN 5 - am] aQ + f(P { j [ 5s dr;ldé-'z} dn ,

Wy T

5

tenendo presente che la funzione che DREsSEL indica con F(w, y) attualmente &

2

2 L = 4xVA(P),
] Ap(P) cos? p 4 24;5(P) cos g sen g + Ap(P) sen?
[}

perehe A (P)Ay(P) — AL (P) = :I(—?—) .
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fissato J, poiche 5, ¢ una funzioue integrabile nei corrispondenti domini, &
Y

dell’ordine di Ay. Il terzo, se nell’integrale contenente Uly + Ay) si muta 5
in 7 -+ Ay, si pud scrivere

7/'—(5 . y_aJy‘ . _ y )
; [[vTaQ + | [InT—1ag— [[oUag,
wed—dy “m =0 "o g—dy ‘@
ponendo
- 1 - 25,‘ Ay 2, Y + AYyNew; — EMNay — &)
l].:: e @XT ) .. S —
y—un - 4y — )

Poicheé esistono finiti i limiti

L u=-0 Y
L fo o -
; lim-*/ ; // gaQ, im — | || vag,
dy->o" Ay S >0 Ay
y-GAdu o vedr w

e poiché, essendo

— s Aoy, Y +0 Ay) (e, — ENw; — &)

1
U— U= Ay ~—-oxp —>
Yy ity —n)
2, (0d(wy,@s, y) .
-3, (Mt ) ) (@ — £)(; — &)
1 oy Y+ Ody (0<6<1)
4y —n) ’ ’
s
esiste finito il ’]im / / / v—u d@, resta provata la lipschitzianity, di I
dy->0 ‘
P ‘w"‘
. . oI eU . .
rispetto a y. Si ha poi = / / / b 3 @, (¢ =1,2); e queste derivate par-
e JJ. & :

])y
ziali, come si riconosce con un ragionamento analogo a quello indicato sopra,
sono lipschitziane in z,, a,.

Poniamo ora @7 = I 4 « e, per ogni punto P di D—TFD, indichiamo
cou V(P, ¢)) una funzione soddisfacente le seguenti proprieta:

V =U su 8 esn g,
oV oU

—=— su £,

o¢&; 0&;

V=0 per y<n;
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s . eV ’ . L . :
la ¥V sia dotata delle derivate — e - continue in D e queste siano do-
ay ;
- o o .
tate delle derivate — ¢ .——- continue.
oy oy, 0y,

2) Se w(P) ¢ wna funzione continua soddisfacenie in ogni punio di D — FD
Vequazione integrale

] 1 o e e
(19) W(P) = / ’ WQYM[U — V]dg ,
4V AP) |
Dy
. 4. .y L . L. cu
allora essa  riesce, di pin, lipsehitziana in xy, xy, 4 con le derivate
(5

lipschitziane in x,, @, . .
Cominciamo con osservare che se ¢ & soluzione dell’equazione

9 Can

- 0% ov
7 ) s ey s (
zl:if607’(ﬁl,) Du, Dy DY 0
dalla formola di GREEN si ha
[[ vV — U]aQ = — [ f [H, A&, dy = Hydnd&, = oV — U)d& d&],

Dy"@P, [} ) 51’,0

indicando con 9D, il dominio considerato nel n. 1, con S, la sua frontiera e
lrd

con H,, H, le espressioni corrispondenti a quelle che figurano nella (7) rela-
tive ad U — V. Passando al limite per § — 0 si ha

o(P) = e [ [[[2(QILT — V1@
o(P) M/A(P)‘/.U QML U — V10
Dy

Se allora, per comoditd, indichiamo brevemente con Mt espressione

L awwOE, 0)— TP, )], 1a (19) si seriverd

47 V A(P)
(19" wP) = [[[ w@Mde,
Dy
. 2 ;)] .
mentre, essendo 1, #,, @, soluzioni regolari dell’equazione % a;(P) a: —
. 1 i My
2 .
= 0, si avra
oy ’
(20) 1= [[[Mag,
e |
(21) @ == [[[EMAQ (i =1, 2).

Ly
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Indicando genericamente con B, , un’espressione del tipo

Srp

(g — &) (g — E,)% o ;-j i (P)ary — &) —

3)
L2 R R T exn , . ;
! Hy —)

W

oM oM

essendo «; ¢ o, interl non negativi con z; -~ 2, == 2, si vede che N, p 5
055 Y

% oo . S gk . . . N . .
e oo SO0 combinagioni lineari a coefficienti funzioni continue (limi-
Ow; 0wy 0w, 0y

tate per I'ultima) di termini B, , per cui si ha, rispettivamente, o — 28 > — 3,
—4, — 5, —5, —6.

P+ M) =) < | (@B - An)ag) +
- o e o
+ 1 .['J'u.((g)mz(r»)d()g = [ _;_;'u(cg)|j&m(1> + Az) — M(P)]14Q],

#—0

w

0y

indicando con Awx un incremento Awx,, o Aw,, indifferentemente, e con P 4+ Az
il punto (@, 4+ Awy, »,, y) oppure (@, v, + Aw,, ¥). I1 primo e secondo termine
a destra sono dell’ordine di 1/ (5); il terzo, essendo M(P + Ax) — M(P) =

i N R . . - . :
= Awx (-«a—-—) , 0 <0< 1, & dell’ordine di [Awx|{lg 8!. Pertanto se si prende
Y Jpsods ( o l '

0 = Aa? si ha

(22) (P = Ar) — w(P) < K| Aw] g [ Aw! |

Iy

(%) Se si tiene presente quanto & stato detto nella annotazione (3) si riconosece su-
bito che I’'integrale

Y

[ 5

v —

1 .
se o« + 4-— 28> 0, &un infinitesimo eon § d’ordine 3 (o + 4 — 28); mentre I'integrale

LR

[ [] Bead@,

N

y- 8

se o + 4 — 28 = 0, & un infinito logaribmico con & e, se « + 4 — 2 < 0, & un infinito

1 1
con 3 d’ ordine 5 (28 — o — 4).
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indicando con K, una certa costante (positiva) indipendente da P al variare
di questo in un dominio interno a D. Analogamente

v+ dy

(P + Ag) —w(P)|<| [ [[ul@MP + Ay)ag| +

UH—0 .
y ¥

+ [ [[u@mpryag+| [ [f WQM(P + Ay) — MP)14Q
&

- Iy

Prendiamo 6 = 2{Ay|; il primo e secondo termine sono del tipo gid consi-
. Gh
derato; il terzo, essendo IM(P + Ay)— M(P) = Ay (hma"i{) , 0<O<1,
) Y /p0ay
riesce dell’ordine di V/|Ay|. Percid

(23) [w(P + Ay) — u(P) < Itfg;fA;?/g’f’f?

con K, costante (positiva) analoga a K.
Dalla (19') si ha

WP + Ar) — w(P) == ”J‘u(())[ﬂﬁ(}) — Az) — M(P)]dQ,

D!/

mentre dalla (20) si ha

= [{[[M(P + Am) — M(P)]AQ ;

’ ﬁ!l

si pué quindi serivere

WP + Ax) — u(P) = A= /‘j/‘[u((g) —q{P -+ 0 Ax)] ( ~~~~~~~ ) " ‘dQ R

i

Dy

e percio, in base alle (22) e (23), decomponendo opportunamente la differenza
w(Q) — w(P + 0 Aw), si ha

292/ (P - Ax) —u(P) < KAz .
(22') ; (A

Segue poi subito

(24) ai;;P ) j” [%(Q) — u(P)] a;n aQ (=1, 2)
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Analogamente, dalle

WP + Ay) — u(P) = f ” w(@)M(P -+ Ay)dQ — f f ‘( wW(Q)M(P) A

Dy 1 Ay Dy

0= (Hsm (P + Ay) d(}~~f“%&(f’ )aQ,

Dy 8y

si ha

y oy
w(P + Ay) — u(P) :f J [ [4(Q) — w(P. -+ 0 Ay)IM(P -+ Ay)dQ +

Y

om

+ Ay /j [1(Q) — u(P - 0 Ay)] (Ej) o de .

Dy

e di qui, in base alle (23) ¢ (22'), gnalora si decomponga opportunamente la
differenza «(Q) — (P -+ 0 Ay), si ottiene

(23" LU(P 4+ Ay) — w(P)|< K| Ay| [log | Ay|]

che migliora la (23).
Dalla (24) si ha

fou ow\ (] L O o (22 ]
(55>p+11w“ (5%),, = [ ” { [(Q) — w(P - Az)] (5?),.,.4,1” [0(Q) — u(P)] ( - )P ¢

'D?I

¥

j [w(Q) — w(P ~+ Av)l(ﬁ)}ﬂ mdQ ~ } /"jm[u((g) ----- u(P)] (%)«w’ -

0
y~ O

Y §

- f//[up_—uu) A)](a:?i) d()f:

Pz

il primo e secondo termine all’ultimo membro sono, per cose viste, dell’ordine
i §Y2; il quarto, in forza della (22') risulta dell’ordine di {Awx{|lg d]; lo
stesso avviene del terzo in forza di (22') e (23'), se si decomxpone opportuna-
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] L. _ G aMm
mente la differenza w(Q) -~ w(P) ¢ si tiene presente che — =] ==
‘ O Jpy da \ OF /;

oM . s . .
= Am ( , (0<<O<1). In definitiva, se si prende ¢ =|Az|, si ha
aquaf"i P Oeda ' ’ ) ‘ o

) u ou\ | ) )
(25) ( ) (:-) < B Am e
A 7

o \ o/

In modo del tutto simile, poichd

i

(&)~ = [ oo — e+ am (), o= [[{ o —

My dy oy
u~:~Az/_ . _:u ..
) [ oM an . ' :
— u(P)i(f—‘») aQ < I [ @) —ue + s o) 10 = ][ —
or jp 1 JSLo oANaer e gy EURURN O S OV S .
W e o
) , Y6 .
o i T ‘oM oy 1 .
— 2t PY] () @ L. ()Y —— - > A [
el aﬁ)Pin - /[ [u(Q) — u(? )]K & )1 ( a)} aQ -
r/ v) "
oM |
SIS — e+ A1) aql,
ox Py A %

prendendo ¢ = 2|Ay/|, si ha

i

(), () < s

TA\Cxp
Possiamo ora migliorare la (23'). In base alle (20) e (21) si pud scrivere

ou

0x;

w(P -+ Ay) — w(P) :v”/ [u(() — u(P z (& —x; (

By Ay

— ”/ '{u(Q) — u(P) — Z (& —a (Srt)z‘ W =

) } MP -+ Ay)dQ—

Y}y

MP + Ay)dQ -

‘oM
( i ) ag .
BY ooy

WQ) — u(P) — 3, (E— ) ( ou )

il :

Dy
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Ora si ha

2 oun

() — u(P) — zz (& ;) P | == 5 Q) — wl@y, &y m) + wlwy, &ay ) —
| 1 i |
. 2 ou I
— ey ) Al s ) — o, 2y ) — 3, (E ) o } <

u ou’ b eu’ du
< | I [ m [
<iamal (2 () el () (2 A

T & Sy R YN NOTy fo & g 0y fu ey, v}

+ Ky(y —n)llog (y — )| 5

si ha poi

(61&) ( 61&) ( alo> < 614) !
_— e e o '—— -—i—
0 )er g0,y N0y ay  \OT)r ey \OBe g,

( au') ( 6‘14,) ( au)
o - B . ecc.
v 28.751 2y Eu a’l{, ®y, Ea, ¥ OF Jaey, s, 4

e quindi, per le (25) e (26),

(23") (P + Ay) —w(P)|< K'[Ay] .

Le (22') e (23"} assicurano che w(P) ¢ lipschitziana.
Passiamo ora a migliorare la (25). Dalle (20) e (21) si ha

Azp = “‘_[ EMP + Aw)— M(P)]AQ, 0= J'_j" [(M(P + Az)— IM(P)14Q ,

D!/

dove & sta ad indicare & o &, secondoché 'incremento Am ¢ stato dato a
oppure a a,, dalle quali poi si deduce

(27) | 1 = U/ (&) M0 .

om
o

Dy

Di qui segue, convenendo che sia Az, = Ax se 'incremento ¢ stato dato a x,,
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Az; =0 in caso contrario, che

(Zg)d (;) ~_~ /// lm@)m WP - Aa) »~z (& — 0y — Aa, )(a%),

.(g)})%dwdQ //lu (@) — u(P) — 122 (& —my )(;;i)PJ(—a—;g)P aQ <

2

: e > au\ | (e :
< i Q) — . ;o — * e}
= g -[ ./../ l»’“ )) u P A/I ZJZ ' v A ) (6'1/1)1’ ( & )b + L dQ , +

Ti / // ju((2)~- u(P)— 2 (&—«w)(é’i)}) (Zi“)} Q.

zr'—r)
-4
U — e .
#!} j/ Q) —u(P) 3, <§~>(5;) (g), ( a) Q.
*/—6_

o

Di qui coi soliti ragionamenti, decomponendo nel modo gia indicato le diffe-
renze tra parentesi quadre e appoggiandosi alle (22'), (28"), (25) e (26), si ha

M B |
(5, (2) <

. du o I
Con cid resta provato che le 2, Sono lipschitziane in 2y, x,.

- Teorema di convergenza.

Site wn(®;, 20, ), (n==1,2,...), una successione di funzioni continue insieme
ou, o*u, . . L

L — ¢ — 0 D, nulle per y = y,; se esistono due funziont f(w,, z.,y) e
oy dx,; 0x; c .

B, B) rispettivamente di r-esima ¢ di s-esima potenza sommabile rispettivamente

in D e in R, per cui sia

n—ro0
n

@8) lim [[[if—pmlrap =0, lim [[[F— (@), dzdf =0,
R
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con r>2 ed s >1, ¢ se esiste una costante (positiva) N tale che sia
EREPIR g v
(29) [ e dP< . (n=1,2,.),
D ’

r(s — 1)
per m. > r—1 , allora, in ogni dominio interno « D, la successione {u,}, o
4
per lo meno una sua sottosuccessione, convergerd untformemente a una funzione u
la quale assumera in media d’ordine s su S i valori F' e soddisfera la propricta
di media. Se, di piw, f si suppone Uimitata, allora v sara soluzione generalizzata
dell equazione £ [u] = .
Procedendo come nel n. 2, si ha

d [ s N @y W) . (
a}‘/f-(/“"{s(t) docdf :// [ ] 5o (97T [gept] — ¢ 7T [pg]) *a‘(‘::t)_ doc df -

Pis S,

Py

+ //jﬂ fu’{qﬂ[(p(/]~ (Swl)a(pg}dPﬁs-/ /J ogiul e 2[u]dP —

o

Yty 0

2

i 2 ou du
el ool 52 g e e — lulsde, da, .
s(s 1)//] pg i Z” @ o, 57, dpr ” pgiul d , de,

it aslt)

Nelle ipotesi del teorema di uniecitd, si ha

d ;o " | ] .
%{,” gt s dedf <—s Uﬁpy!u;s—zue[mdl’ + Mﬁgluggmdadﬁ.
“ ) B

¥4 Dty

Ponendo al posto di « la differenza u, — u,, integrando tra ¢ e ¢ e facendo
tendere ¢ a zero, si ha :

b1
ffg]u,;« U, | 5 Qo df < ”g {0, —u,| s dadff —s /dt /ff g |, — u,| 2, — u,)-
n ‘1;’. 0‘ -

D)

1
- 2w, —u)dP + M [d.t /lgzuﬂ—uvlgm docdp.
s

R

I1 primo integrale a secondo membro ¢ indipendente da ¢ e — 0 per p, v — oo
in base alla seconda delle (28); il secondo integrale converge uniformemente
& 7ero per u, v —- oo in base alla prima delle (28) e alla (29); detto w, (?) il
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primo membro ed y, (1) i1 massimo della somma dei dne primi integrali a
destra, si ha

(t) dt,

o

f
0,8 <, () + M ’ "
0

da-cul per iterazione segue che w, ,— 0 per u, v—> oo, uniformemente rispetto
@ t. Percio anche

tim [ 1w, dedp =0 (2

e

uniformemente rispetto a ¢ (almeno in un intorno dello Z2ero).
Ora, ragionando come nel n. 3, 2), fermo restando il significato cola indi-
‘cato per la funzione 1, dalla formula di GREEN si ottiene

(B30) w(P) — -

Di qui, in base alla prima delle (28) e alla (29), appoggiandoci alla disegua-
glhianza di ScHwARz-HOLDER e tenendo presente che @77 [U — 7] & sommabile
in D, con una potenza di esponente << 4/3, si deduce che le #,(P) sono egual-
mente limitate in ogni dominio interno a D. Dopo di ¢id, sempre in base alla
(28) e per le considerazioni fatte nel n. 3, & subito visto che le w, verificano
una condizione di HOLDER uniforme in tale dominio. Pertanto, per il teorema
di scelta di AscoLr, dalla successione u;, Uy, ..., U, ... Si potra estrarre una
sottosuccessione uniformemente convergente. Riferendoci a quest’ultima, detta «
la funzione limite, dalla formula di media

. ) s
UNL) == e o -
tzeiV (P / / / {

P

- (e ei)zc,.(fz’[q”t]’é]' “““““ ) Z'--'B.MW'))] -

1“ agl,aéj

(?) Abbiamo soppresso la funzione peso g perché in D —D(3), con ¢ sufficiente-
mente piecolo, la ¢ si pud sempre definire continua e maggiore di una costante positiva,

e soddisfacente le ipotesi del teorema di unicith, come si ¢ dimostrato nella annota-
zione (%). '
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passando al limite per # — co, 81 vede che u soddisfa la proprieta di media (6°).
Inoltre, poiché

hm H — | gmdad/} =0 uniformemente rispetio a i,
y/e

lim || [ F— (u,)slsdadp =

A r

llnl ’ , un)a(t) - (1(,,) *da d/) =0, (n=1,2,..),

n

segue
Ill]l ’ ’ N?I)\U) T -[{1’3(17. d/r)) = ().

Con ci6 resta provata la prima parte del teorema di convergenza.
Supposto ora che f sia una funzione limitata, poiché dalla (30) si deduce

10 3 T ——— {w(Q) U = V]—HONT — V)1 g,
uUP) = - \/A(_P)./'/‘/ (u(Q) ar | 1— RO )3 de

b,

le proposizioni ‘I) e 2) del n. 3 assicurano che la w e lipschitziana e dothtd
delle derivate 5— lipschitziane in 2y, ®,. Sard allora lecito applicare la propo-
s

sizione 2) del n. 1. Con cio il teorema & completamente dimostrato.

- Teorema di completezza.

Sianc p e ¢ dune numeri > 1. Denotiamo con X lo spazio delle coppie

. . P . o .
{ fley, @, ¥), Flo, )} con f &i P - “esima potenza sommabile in D ed F di
p —_—

w—q;ui -esima potenza sommabile in R; sia X', il sottospazio di 2’ delle coppie
4

{ pivl, © (vl(zx. B, i, /’J’)) }, dove ¢ ¢ una funzione continua in D insieme a
o € i , tale che v =0 per ¥ = y,; sia 2’ lo spazio, duale di 2, delle
oy  ow;ox; :
coppie {u(xr,, zs, ¥), P(x, §)} la prima di p-esima potenza sommabile in D e
la seconda di g-esima potenza-. sommabile su R.

Vogliamo provare che Xy ¢ completo in 2. Cioé:

Un vettore {u, ®} di 2’ mtoqonalc @ tutti ¢ vettori di Xy, ossia tale che riesoa

(31) fl w(P) 2 [v(P)1AP + [[ v(@ (e, B), Boles B, HD(e, f) dadf =0,

R
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qualungue sia i vettore {£[v], v} di Xp, ¢ il vettore nullo, cioé w & quasi-dapper-
tutto eguale a zero in D ¢ @ ¢ quasi-dappertutto equale a 0 in R.
Poniamo

(A v, o, |
(32)  UHP, Q) = U, Q) + j /] j—%%{e[cwl,wl +

"

N Uz

' LLUWG, Q)] l B} , LLUQs, Q)] 2LU(Qs Q)] } .
£ @ o0, 0)] Rt e 2 e 40,1 00,0 dg,,
+ j / ] s | U@ Q) [ [} - dq 9}«9,

% r Ul 7

da cui segue (1)

(33)  2[UXP, Q)= /1/ }/.e LU, Q)] { Py /”L [0, Q)] -

';v : T bl

i -

[ T 2@ ) 21U )] ] } -
42V 4(Q,) / ” 47V A(Qy) Ao dds A0
7

o
(*) Dai risnltati di DrEssEL (loc. cit. in (%), p. 197 e seguenti), secondo quanto
si & ricordato nella annotazione (7), posto )

"

. S p o J@ @

F(P, Q) = U(P, UP, Q) 2220 g0

) @ +‘/ f/ %) 47V (@) @

n r
si ha

T RLU®, Q)10 @)
2LV, ) = 210, 1 — 2. @) + | | / ELIE QN0 9) 4,

J ). 47V A(Q)

n T

nell’ipotesi che f sia una funzione della classe 4. Ora essendo

I

WP, Q; = h)

se 0<a, f<<2 e I l.sono delle costanti positive, DRESSEL ha provato che

/' / y.lif(,P, Qus o ) W(Qy, Q3 B, 1) AQ, <K( B, L 1) (P, Q5 w4+ f— 2, p).

'y 7

dove 4p = min (h, 1) e K(x, B, I, k) & una costante dipendente da «, 8, k, I. In base a
¢id si riconosce che la funzione tra { } in (32) appartiene alla classe 4 dbnde segue la (33);
di pil, per le ipotesi di lipschitzianita dei coefficienti di £ » delle loro derivate, la
L[U*] fornita da (33) risulta limitata.
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Cio posto, fissiamo un punto Q(&, &, #) interno a D e poniamo

Yo — U1,

: FYRREEDR Y 7]
(34) U = {1 [ T (_L'])J } U, (h<n<y<y., n=12..).

Queste funzioni danno luogo a vettori di X'p ¢ si ha

y—n “)‘T R TR ,>1 ( Y —n )“}“ e
1 7Ll |1 — 1 I
(?/2 — Y/ | : Yo — Yy, 2107 ’

- 4u
ely,]= [y Y —np

onde

(35) lim ) , / W(P) 2y [1 W(Lﬂ)“}”‘lm ap -+
J1 \

ey i (Yo —yp? Yo —
Dy
S B D E 2 AN & PP
* Allgg / / ’ u(P)ll [1 = (,’.‘/2 . 1’/1)] }B [t o

Y2— U1

-+ lim /}{1 — li *(ﬁ_ )]‘)4JH}‘ UP(x, ) dodf =0,

indicando con D, i1 domiunio prodotto di D per lo Stl‘LtO’ﬂ <Y<Y, econk,
il prodotto di R per la striscia n <<y < 1., e con U la funzmne

U (y (0t £), :752(“: B B: & §2’ n)-

"y afu-1
Osservando ora che, per u — oo, ¢ u [1 —_— ('»h )} — 0 uniformemente
Yo — U1
vispetto a y per 5 4+ e< y < y,, qualungue sia &> 0, e tenendo presente
a (33), si riconosce che nel secondo e terzo integrale della (35) & lecito sen-
z’altro passare al limite sotto al segno di integrale, mentre per calcolare il
primo limite basta, nell’espressione (32) di U#*, riferirsi al solo termine U,

inoltre, posto D, = D, .+ ¥, -+ ¥, [essendo ¥, D'insieme dei punti (@, @, ¥)
per cui

(36) S AQ @ — ENw,— ) = VT =y,  <y<n+e)

e ¥y =D,—D,  —5F], basta esaminare il comportamento dell’integrale in
oggetto solo in ¥, e #,. Posto

M4 j'y(g/wn)sdz/ /] wP)U da, A, ,

n alty)
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Un problema di valori al contorno, generalizzato,
ove o’(y) indica la sezione di 7, col piano caratteristico y, si ha

M

lim e = 1im / / wWPYU day dipy =0,
sy Y= ey J ’
all(y)
poiché

al(n

,/ w(P)U d%div»}<J_~u g “" ”//wP)[dmldfm.

oty
dato che il rapporto
15” (P ey — E)ay — &)
li;;;iu((/ (D- Eg)

81 mantiene compreso tra due quantitd positive; e quindi

4:/1 v ,.' . - Wyb__,')z-'/l,u——l .
W — Yot LU(!/ =) [_] ”“( H wP)U AP =

Yo — Y1/ |

Y — n \e-1 oM
T =T
(Y211, Yo — Y1/ |

8y
N
Posto poi

N=+4 ( (y —n)Pdy H w(P)U dw, du,

P a’tn

indicando ora con ¢'(y) la sezione di &, col piano caratteristico di quota 3
si ha

N ~ ) } ) ~ .
Hm - = lim [ / w(P)U da, diey = w(Q) lim [ / Udw, de, ,
vy (Y —n) v—n ) vy

o'y

olly)

escludendo al pitt i punti @ di un insieme di misura nulla
Dalla (36), essendo

@y == & -+ 7(m cos @ cos ¢ -+ n sen w sen @)

SO T< Ay,
y = & + T(M sen w cos @ — N oS » sen g) , N
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dove m, n, w hanno lo stesso significato gia specificato all’inizio col solo
mutamento di P in ¢, si ha

4
oo : 4,:"‘”"'7] /?’7 1 _ N
lim [ [ Uda, dey = mn lim / [ Y W drdg = dmnr = 4V A(Q)
L a/ BREN y—ry ) Y —n
o' g B
poiche

| [ L T2
B 1

Ay —)
al(n
- zw A @Wawy — &Ny — &5)
) .
—exp - s e - rdr,das =0 .
| ! 4y =) Jlnae=0
“T‘e;g"liem . S e
" RN . — 4‘”_41 o
im e Y — 9P| — | wWPYU*dP =
}}331x(:'/2 -yt /“ =) | <'1/2-3/1), &)

n+e

Jr Y — 1 u-1 pN§ e )
A (Y2 — y)* { [ (.7/2 - ;I/IH oy Gy = 4V AQ) u(@),
7 i ’
come si riconosce integrando per parti, tenendo.presente che Jim “ ' =
o y—y Y U5
= 4\ A(Q) (@) e nuovamente integrando per parti.
Pertanto in quasi-tutti i punti @ di D si ha
(37) W(Q) = — e | ||| w(P)R[U]AP + || Dlar, B)UE AP .
' 4?:\/11((8) 'y wy ) |

Sia ora V#(P, Q) una funzione regolare soddisfacente le condizioni

V# =0 per <Yy,
V# = U¥ qualunque sia 7;
per la (31) si ha

Ui

0=— /13@ H” PRI AP + H B, BV da dﬁ:

"R
"l
13 — Rivisla di Maiematica
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~che sottratta dalla (37) fornisce

1

(38} w(6)) = — P X(Q

f”uwmuH~VﬂMn

by

da cui segue, in hase a quanto si & detto nel n. 3, che u possiede quell’ordine
di vegolaritd che compete alle soluzioni generalizzate.

Mostriamo ora che, in conseguenza della (31), Ia w» verifica quasi-dapper-
tutto in D una proprieta di media carattervistica per le soluzioni generalizzate
dell’equazione 97[u] = 0 (cid potrebbe dedursi anche direttamente dalla (38)).
Allo scopo, in luogo della successione (34), si consideri la nuova successione

=t ( L B e v B S LS AT

0 altrove,

(34) o =

R W .
R

350 k ( Do ) . ; L.
essendo u = 30 Q) 1)@y + 2)2y +3)2r - 4), (=1, 2, )i Dy, bl

dominio relativo a ¢ come quello introdotto all’inizio salvo che ora @ si ritiene

1 Zii A QN — &)y — &)
fisso e P wvariabile; . = T exp |— -
‘ P Ay — )

& ¥
numero positive abbastanza piccolo perché @Qc sia tutto contenuto in D.
Tenendo presente che le (34') danno luogo a vettori dello spazio Xy, dall&
(31) si deduce

, € ¢ & un

L . tu (1 : At ‘
(351 5“/ w(P)e |- ;Q - EEV AP — ]gl}—!—l // u(P) ’] —«('[é«;)—])} (y—mn)-
;),(t @/O,c
O 292 3 do ... by o " J [ (yw—)]\'flll‘
G T8 w2 [ w27
¢ Do
292 2 20% \2r]2 gz'j % (@ P, — &), — &)
(—} ------- 1) I ~(~§~~1; ‘ AP =0 .
i ¢ J Hy —n)?

Con ragionamenti analoghi a quelli gia fatti si riconosce che il primo dei limiti
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seritti ¢ zero. Tl secondo coincide con
‘ 2

o2 il Pla ) w—g)
(w- — 1) L P=

& sty — 0y
@,(/,1‘
¢ 2 af2
Yomony (T 4 g% senS g\l /207 21
=lmou | /u(P){I = () weteagan,
P [CaRS A A s R . ¢ /o c* |
o 0 0

dove il significato di ¥ & deducibile dal cambiamento di coordinate.

2

Poiché » (29

02

a g, per 0 <e<C g < ¢— ¢, ¢ sufficiente calcolare i due limiti che dal nrece-

dente si deducono prendendo una volta @Q . @ una seconda volta @; Q)Q’c_6

.al.posto_di éDQ’e.,Procedendo in.modo.del fntto simile a. quanto. si & fatto.
precedentemente, posto ’

21
o 1) converge a zero per p — co, uniformemente rispetto

8

e | / [ up) {'1 - (1 _ g 6)"}111@119(1(,9(10,

L A ) / 8 gens (
N :/ / / u(P) {1 -~(1~9 e Q)!}‘Pgdgd(p(m,

88
0 l;/ b
riesce
M ( amAn?
hnl 10 T u( ‘))‘Ll2'566t’ !
Voo ) o(1/¢
m - R s ty; d:,,dl A+ Dty ———- dy da
IL}G (,_ . 02 Sma ‘/‘/ (iz 1i B:‘ : / z 27 a. J 1
’
S o )

da cui, operando certe integrazioni per parti, si arriva a concludere che, almeno
per ¢ quasi-dappertutto in D, & ’ '

1 I .« e ‘ 1 1‘ .
W) = (P2 | — e = P —
" = e l/“ w(p) Lz 3
9
aYjed) 2 a(1/e®) 1
m./ J u(P) (? il P) = = dary dy ; i P) — == dy dxn) I



184 B. Pixt: Un problema di valori al contorno, generalizzato,

Ora questa formola, analoga alla (6), esprime la proprietd di media carat-
teristica per le soluzioni generalizzate di gnfu] = 0. ’ e

Pertanto %(Q) differisce al pitt nei punti di un insieme di misura nulla da
una soluzione generalizzata di 97[u] = 0.

‘Esaminiamo ora il comportamento di « su S. A questo scopo riprendiamo
la formola (37); da questa si deduce subito che (@) -0 se @ tende a un
punto interno di o, (porzione della FD appartenente al piano caratteristico
Y = Ya).

Dopo di eio, prendendo € esterno a D er
prima parte del presente numero, si ha

agionando tal quale come nella

0 = [[wPervs1ap + [ dlo. pIUT dadf.

Dy Ry

Pertanto se con @ e Q- si intendono due punti 'uno sulla normale interna

o VPaltro-salla-normale-esterna. alla curva intersezione di S col piano caratte-
ristico 4 =7, e a distanza 7 da questa, si ha ’ ‘

@) = — e | / } [wp)2tr(P, @ — TP, QNP +
anv Q) L)

By

+ I f Do, HLUHP, Q1) — UH(P, Q-)]sdocd/)‘}.

ry

Per quanto si & detto su £[U*], I’integrale triplo si mantieue limitato e
converge a zero per T —0; per le ipotesi fatte nel n. 2 sulla superficie S, lo
stesso si puod dire dell’integrale doppio. Pertanto si ha

tim [ [ {9(Q) [ e = 0.,
R

dove S(t) ha il significato precisato nel n..2, annotazione (%), essendo lecito
applicare il teorema di LEBESGUE sul passaggio al limite sotto al segno di
integrale. Percio, per il teorema di unicitd del n. 2 (velativo al problema aggiuunto
omogeneo) e tenendo preseute che la u considerata all’inizio coincide quasi-
dappertutto con la w qui considerata, si pud concludere che u & quasi-dapper-
tutto eguale a zero in D.

Segue infine da
[[ o(@ (e, B), aler, B, )P, f) derdf =0,

r

quatunque sia la funzione continua ¢, che @ = 0 quasi-dappertutto in R.
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Con cid il teorema di completezza & provato.
Segue senza difficoltd il seguente teorema di esistenza.

6. — Teorema di esistenza.

da;  Pay; .
oy ai}:a“a;,' sono lipschitziane
ed | ¢ misurabile e limitata, date wna funzione F(a, f) sommabile in R con wna
potenza di esponente > 1, esiste una (ed una sola) funzione w(w,, vy, y) che in
D—F¥D ¢ soluzione generalizzate di L[u] == f, che si annulla per y =y, e con-
verge in media ad F su S rispetto alla famiglia S(t).

Infatti il teorema di completezza assicura che lo spazio funzionale 2p ¢
completo in ¥, cioé coincide con X lo spazio X5 ottenuto aggregando a X i
vettori limiti (secondo Ia metrica relativa allo spazio X che resta determi-

Se in Y, <Y < Yoy (2, ) C L'y le funzioni a,

nata prendendo

p-1 ) q 7-1

} f(y a5 ), Fe, ﬁ) i < H’ ‘ﬂP) %Edl)) B - ( ,H } e, ﬁ) g&:l docdﬁ)T

come norma di {f, F'}). Dunque, date le funzioni f ed ¥, soddisfacenti le condi-
zioni dichiarate, ¢ sempre possibile determinare una sueccessione di funzioni

ou 0%u,
it,(@y, @y, y) nulle per y = ¥, e dotate delle derivate al“ —"- continue in D,
Y

per le quali sia

» a_

39 Lim [[] f— L) 7TAP =0, lim 1P — () dzag =0,
>0 »

N—>20

per un certo p > 1 e un certo ¢ > 1. Percid il teorema di esistenza & senz’altro
assicurato dal teorema di convergenza qualora sia soddisfatta 1'ulteriore eon-
dizione (29). Ma- questa-si puo- senz’altro supporre verificata perehé; in' caso
contrario, dalla successione u,(z;, 2., y), (n =1,2,...), si potrebbe estrarre
una sottosuccessione “»,,(-T'n @y ), (m=1,2,..)), per cui

lim JH fu, mdP = 4 oo.
/]

f—50 Pyt
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W, .
! -, si avrebbe

Allora, posto v, == -~ oo ' -
( ‘ l ' Uy o ﬂl-’)"ﬂ?
»

a R »

[[[remar =1y [[] £ted=ar o,

(4:0) D v b

aQ

lim // 5(1:,,),@51‘1 dodf =0 .

n

Quindi per il teorema del n. 4 la suecessione v,, (n =1,2, ...), o per lo
meno una sua sottosuccessione, convergerebbe a una soluzione di Llu] = 0
la guale poi, convergendo in media a zero su &, dovrebbe essere identicamente
nulla in base al teorema di unicita, il che contraddice la prima delle (46).

7. — Cemno sul problema ovdinario.

Vogliamo ora brevemente indicare come i ragionamenti svolti possano adat-
tarsi a trattare il problema ordinario (*') della ricerca di una funzione
. . Bu 0%y R o
(@, Ty, y) continua con le derivate — e .—— , tale che 2{u] = fin D—TFD,
ey  omow; o ’
0 su oy,
1 Fle, By su S,
lipschitziana,

Nel lavoro citato in () ¢ stato fatto quanto si ¢ ora detto per 'equazione
2% ou . ' . .
— o+ al@, y)u == f(z, y); perd nel provare un teorema di convergenza ci
om oy ’ )
si ¢ fondati sulla conoscenza della soluzione foudamentale per l’equazione
completa. Cid pud essere evitatc mediante una scelta diversa da quella cold
fatta degli spazi funzionali relativi al teorema di completezza; il che & possi-
bile per la sostituzione di U* e U, essendo L£[U*] limitata. Precisamente indi-
chiamo ora con X'lo spazio delle coppie {f, F} con F continua in R ed f misu-

U = nell’ipotesi che 7 sia una funzione continva ed f

-

(1) Recentemente C. CiLipErTO, Sul problema di Holmgren-Levi per Uequazione del

calore, Giorn. Mat. Battaglini (4) 80, 1-13 (1950-51), ha trattato il problema ordinario

. , Pu ou . . . .

per 'equazione del calore Fhe Py = 0 eol metodi dell’Analisi funzionale; prendendo

a modello i ragionamenti di cuni si & valso (. MikaNDA per la trattazione del problema

di DrricuLET per le funzioni armoniche e del problema fondamentale per le funzioni
biarmoniche.
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rabile in D e, a prescindere dai punti di un insieme di misura nulla, limitata;
con 2p lo spazio delle coppie {£[r], v} con ¢ funzione dotata delle derivate
v % .. o o . .
oo € ——— lipschitziane: con X7 il duale di X, cio¢ lo spazio delle coppie
ay ox 0w, - i

{u, @} con « sommabile ¢ @ funzione additiva a variazione limitata d'insieme
misurabile.

Procedendo in modo simile a quello tenuto qui, si pud mostrare Ia com-
pletezza di Xp in X' (dopo aver spinta oltre Panalisi svolta nel n. 3) e quindi
Pesistenza di una successione di funzioni ;. ., ..., ¢,, ... come quelle di X'p
per cui

vy =0 su oy;  lmextrsupyf—L[v,]l=0; limmax, P—¢, =0
e ! ’ ) ! ’
(dove la notazione extrsup iy sta ad indicare lo pseudo estremo superiove,
cioé Pestremo inferiore dei valori di 3 per cui si ha, quasi-dappertutto in D,
%7/}[ @Qﬂ;’[}. ) _ . . .
Dopo di ¢id le formole di maggiorazione di M. PicoxE (!2) conducono subito
al teorema di esistenza.

(12') M. Prcoxe, Haggiorazione degli integrali delle equazioni {otalmenle pavaboliche
alle derivate parziali del secondo ordine, Ann. Mat. Pura Appl. (4) 7. 145-192 (1930).






