LAMBERTO CESARI (%)

Su un particolare processo di retrazione per superficie, (+*)

1. ~ Sia J una regione di JORDAN semplice e chiusa del piano euclideo 7 dei
punti w=(u, u?), sia B lo spazio euclideo dei punti z==(a1, 22, 23), sia T =(T, J):
# = T(u), weJ, una trasformazione continua, univoca, non necessariamente
biunivoca. La trasformazione 7 definisce una superficie § di Frécumr e, sul
contorno J* di J, una curva continua chiusa ¢ (non necessariamente sem-

_Plice) che diremo contorno della superficie § e denoteremo con- Cr=068=91:
Denoteremo con [, I'| la distanza secondo FRECHET di due curve continue
e chiuse I, I’ di , e con L(§) 'area secondo LEBESGUE della superficie S. (Per
queste e per altre notazioni si veda [1, ¢].) L’insieme [§] = TWJ) c E dei
punti occupati dalla superficie S & limitato, chiuso, connesso e localmente
connesso. Quando occorra supporremo che [8] sia interamente contenuto nel
cubo (0,0,0; 1,1,1) di E. Denoteremo con [u—o], [r—y| la distanza
euclidea di due punti u, v € 7, @,y E B.

Sia @ = G(T, J) la collezione dei continui massimali g € J sui quali 7'(u)
¢ costante. Allora G & una collezione semicontinua superiormente (cfr. [1, 5)1)
ricoprente J di continui dis'é'iunti gcd. Si dice che la trasformazione T &
aperta mon degenere se: o) per ogni g € G I’insieme J — g € connesso; f) nessun
continuo g € & ricopre interamente J*. 8 dice che T ¢ chiusa non degenere
se o) vale e se ') esiste un ¢ € G ricoprente J* ma non ricoprente J. Si dice
che T & di tipo A (oppure & una trasformazione base) se «) per ogni g€ @
Pinsieme z—g¢ & connesso [1,a, n. 9] (). Denoteremo nel segnito con I*
e I =14 I* la frontiera ¢ la chiusura di un insieme I.

(*) Professore o. della Universita di Bologna. Indirizzo: Via Castiglione 1, Bo-
logna (Italia).

(**) Ricevuto il 20-VII-1951.

(*) Ad esempio le trasformagzioni Ty:at=ul, o2=q?, 480 s ueEJd g
Tp: w' = sen mp cos 6, x* — sen 7o senf, x* = cosmp, wCJ, ove J= (0 <px«1,
0 <0 <27), ! = gcosf, u = gsenf, sono rispettivamente aperta non degenere e
chiusa non degenere. Le trasformazioni Tyral=wul, 2°=0, a3=0, ued ;
Ty: @' =l a®=wul?, a3=0, wucJ, sono di tipo 4, mentre T;: 21 =0,
=0, #*=1-—p, u&J, non & di tipo A.
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Sia K < J un continuo. Dagli elementi di topologia sappiamo che J — K
¢ un insieme relativamente a J e che la collezione {y}e dei componentl y di
J — K & al pit numerabile. Inoltre, per ogni y & {y},, I'insieme yy* & vuoto,
oppure coincide ‘con J¥, oppure ¢ un arco-aperto di J* avente gli estremi
in K, mentre I’insieme F(y) = p* —pp* =J-—y ¢ un continuo contenuto
in K, non vuoto, separante y da J—y—Fy)in J (n. 2).

Diremo che il continuo K c J soddisfa la condizione @ in J . (rispetto alla
trasformazione (T, J)) se, per ogni y & {y}x, T ¢ costante sul continuo B(y).
Diremo che la trasformazione (T,, J) & la retrazione della trasformazione (T, J)
rispetto al continuo K < J, soddisfacente P, se:

1) Ty(u) = T(u) per ogni u€ K;
2) To(w) = T[F(y)] per ogni u€y, y&{y} (n. 3).

Denotelemo con 8, la superficie d1 FRrRECHET deﬁmta dalla trasformazione

(Ty, J). Evidentemente [S,] c [S8].

Ti ben noto il seguente

Teorema 1. Per ogni trasformazione (7,J) non costante su J* esiste
una retrazione (I, J) di tipo A eon 6T, = 67. Inoltre I(S,) < L(8).

Questa proposizione ¢ usata correntemente in Caleolo delle Variazioni come
un processo di lisciamento per superficie ed & dovuta a G. T. WHYBURN e
a C. B. MorrEY [5]. Una dimostrazione elementare di essa & contenuta in
(1, b] (®).

Nella presente Nota dimostro elementarmente la seguente proposizione, che
ritengo nuova, di cui mi servird, insieme alla precedente, in altro lavoro sul
Calcolo delle Variazioui [1, f].

Teorema II. Sia C una curva continua semplice e chiusa in E e sia
>0 un numero arbitrario. Allora esiste un numero & = 6(C, &) > 0 tale che
ogni trasformazione (T, dJ) di tipo A con 0T, C|< & possiede una retrazione
(Ty, J) aperta non degenere con 0T, Cl< &. Imoltre L(S,) < L(S).

Dimostrerd la prima parte di questo Teorema nei nn. 4-13 e la seconda
parte nel n. 16.

In precedenti lavori ho poi studiato il concetto di integrale F7(8) [1, ¢]

80pra una supelﬁme qualunque S di FrECHET di area finita secondo LEBESGUE- -

e ho dimostrato condizioni necessarie e condizioni sufficienti di semicontinuita
in tale generale classe di superficie [1, d, e]. Nel presente lavoro dimostro
(n.:17) il seguente teorema che completa i due precedentis .

(2) Infatti si osservi che lattuale superficie Sy ¢ quella denotata con 8§y in [1
§ 4, n. 5], che per essa linsieme F [1, b, § 5,'n. 4] & vuoto e pertanto esiste una sola
superficie ;S'1 = 8, [1, b, § 5, un. 5 e 6] di tipo 4 [1, b, §5, n. 8.
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Teorema III. Se (T,,J) ¢ una qualunque retrazione della trasformazione
(I,J) e L(8)<< 4 oo, allora per ogni integrale F(S) semidefinito positivo
st ha T(S,) < T(S). e -

Alcune proprietd-dei continui K.

2. - Sia J una regione semplice e chiusa di JORDAN e K un qualunque con-
tinuo K cd, (K0, K= J), soddisfacente la condizione ¢. Oltre alle pro-
prietd richiamate nel n. 1, valgono ancora le seguenti:

a) Dato ¢> 0 ad arbitrio, si ha diam T(y) > ¢ soltanto per un numero
finito al pit di componenti y di J— K.

b) Se [y] ¢ una qualunque sottocollezione di {y};, allora anche K'=
=K+ 3 v & un continuo contenuto in J e i componenti di J —K’ sono tutti

7€
- g~§0oli ‘/gli‘[?nsiemi ye{ylr=Tyl

Dimostriamo qui brevemente, per comoditd del lettor re, le proprietd richia-
mate che sono tuttavia sostanzialmente note e seguono da proprieta d1 con-
tinui piani e delle regioni di JORDAN. :

Se y € {y}, yy*s£ 0, u € py*, allora u &y, onde esiste un intorno U, di «
con U,K=0, e percid UK=0 per ogni altro intorno U c U,. D’altra parte
% € ¥, onde in U cadono punti di y e punti non di y. Essendo J-un econtinuo
localmente connesso in s, per ogni U esiste un altro intorno U’ € U tale che
tutti i punti v € U'J appartengono ad un arco A c UJ di estremi u e v, onde
AK=0, Acy. Pertanto i punti di U’ non in y sono fuori di J, cioé in ogni U*
cadono punti di J e punti non di J, onde u € J* ¢ di pilt tutto un arco di J*
contenente w appartiene ad U’, onde a y. Percid pp* & un insieme aperto in J#
¢ quindi, se yy* s J¥ i componenti di yy* sono archi aperti massimali di J*
i cui estremi cadono in K e in F(y). Se esistessero due di tali archi, diciamo
ab cd, allora presi due punti u, v interni ad essi, esisterebbe un arco Ac y
di estremi u, v, onde AK=0, w,ve i, a,c€ K e cid & impossibile .perché
a, ¢, u, v 8i separano su J* [4, pag. 167, Teor. 17]. B cosi dimostrato che

yy* e nullo, oppure. coincide con J¥, oppure & un semplice arco aperto di J*
i cui estremi sono in K e in F(y) '
Dimostriamo che F(y) = 0. Infatti se K c J%, allora K ¢ un arco chiuso
di J* (ove non si esclude XK= J*% oppure K & un punto singolo) e quindi
esiste un solo y = J — K, onde F(y)= K+ 0. Se K ha punti interni a J, al-
lora entrambi y e K hanno punti , v interni a J. Se « & un arco interno a J di
estremi w, v, allora il primo punto a partire da % non in y deve apparteuvere a
K e a F(y). Dunque F(y)# 0. :
Evidentemente poi F(y) ¢ un insieme chiuso, F(y) c K. Dxmosmlamo che
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F(y) ¢ un continuo. Infatti se F(y) non fosse un continuo esisterebbe un
arco Ac J, aperto o chiuso, con AF(y) = 0, separante J in due parti Jy, J,
entrambe contenenti punti di F(y) (*). Se %, v sono due punti di tali parti,
u & J1F(y), v € JF(y), allora esistono due altri punti «’ e vJu v € yd,e quindi
anche un arco I c y di estremi «’, »’, ove possiamo supporre 1 — ' — o' interno
a J. Intanto IA 5= 0, ossia y4 % 0. I componenti di ¥4 sono archi aperti
di 11 cui estremi, se non cadono in % o v, sono punti di X e di F(y). Dlaltra
parte non puod essere AK =0, altrimenti 1 separerebbe K in J; onde AK 3= 0.
Cid assicura che esiste almeno un arco di p4 con un estremo we K, we Fly),
cioé AF(y) = 0, contro il supposto. B cosi dimostrato che F(y) & un con-
tinuo ed & evidente che F(y) separa y da J —yp— F(y).

Dimostriamo a). Sia w(d) =Lu.b.| T(u)— T(u')| per ogni u,ve J,
| —v|<d, §>0. Allora 0 < w(d') < w(d) per ogni 0 < §'< 5 e w(--0) — 0.
Diciamo >0 un numero tale che w(n) <e/4. Se per un y&{y} si ha
diam T'(y) > e, allora esistono due punti u, v € y, con | T(u) — T(v) |> ¢, onde

~-dei due punti u, v-almeno uno, diciamo u; verifica la relazione | T'(u)== TIEW >

> ¢/4. Pertanto il cerchio e¢(u, ) di centro # e raggio # non contiene punti
di F(y). Se yy* =0 allora anche yJ*=0 e c(u,n) cy. Se diam T(y)> ¢,
yy £ 0, diam T'(yy*) < ef4 allora gli estremi di py* cadono in F(y), I’imma-
gine di yy* ¢ un continuo di diametro < ¢/4 contenente il punto T[F(y)] e
quindi dei due punti u, v uno, diciamo %, verifica la relazione [ T'(uw) — T(w)|>
> ¢g/4 per ogni w €& py*. Di nuovo come sopra il cerchio ¢(u, %) ¢ completa-
mente contevuto in p. Pertanto gli insiemi y & {y}, con T(y) > ¢, pyi=
oppure diam T'(yp*) << ¢/4 sono in numero finito. I rimanenti insiemi y={y}x
hanno la proprietd diam T(yp*) > ¢/4 e, come & noto, non pud esistere che
un numero finito di archi disgiunti su J* aventi tale proprieta. T cosi dimo-
strata a).

Dimostriamo b). IL’insieme K’ ¢ evidentemente connesso. Dobbiamo
dimostrare che K’ & chiuso. Infatti se » & un punto di accumulazione di K,
oppure di un componente y € [y], allora rispettivamente ue K, w €y -+ F(y)
e, in ogni caso, € K'. Se in ogni intorno U di « cadono punti di infiniti

(?) Vale la seguente proposizione: Se J ¢ una regione semplice e chiusa di JORDAN
del piano m ed M < J un insieme chiuso e non connesso, allora esiste un arco 1 c J,
aperto o chiuso, separante J in due parti Jy, J, con J,M £ 0, J,M 50, 2M = 0.
Infatti se 4, B sono due punti di componenti distinti di 3, allora [4, pag. 185, Teor. 10]
esiste in & una curva semplice ¢ chiusa Iz, 1M = 0, separante 4 e B in 7z, onde
Pinsieme chiuso IJ separa A e B in J e infine [4, pag. 194, Teor. 24'] un sottocontinuo A
di IJ separa 4 e B in J e tale sottocontinuo deve essere un arco di I, oppure deve
coincidere con I. Pertanto [4, pag. 194, Teor. 24], 0 4 & un arco di J avente gli estremi
in J*, oppure & completamente interno a J e in ogni caso sepm‘a J in due parti Jl, Jy
connesse contenenti rispettivamente 4, B& M. ‘
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ye{y}, allora per ogni U vi & anche un intorno U’ c U tale che per ogni
punto » di U'J esiste un arco Ac UJ di estremi v ed u. Sia v un punto,
ve U, vey, yelyl. Se u€y, allora v € ', se u non appartiene a y, al-
lora esiste su A un punto we F(y)c K e we U. Per Parbitravietd di U,
we K e quindi u€ K'. B cosi dimostrato che K'c J & chiuso e percid &
un continuo. Notiamo che J-— K'= >y ove la somma & estesa a tutti i
ye{y}—I[y]. Se I' ¢ un qualunque componente di J — K’ allora I 0
-per almeno un y € {y}x— [y] e poiché ciascun y non contiene punti di K’, al
lora da Iy 5= 0 segue y ¢ I. Ora I" non pud contenere punti estranei ad uno
di questi py perché altrimenti dovrebbe contenere anche punti di (y), ossia
di K’ essendo F(y)c Kc K’'. Dunque I'==y per un y &€ {y}y— [y]. Vice-
versa ognuno di tali y & contenuto in un componente I' di J — K’ e, per il
medesimo ragionamento, ¢ I'=y. T cosi dimostrata b).

Iy

3. - Dimostriamo che (7,,J) & continua in J. Infatti 7, ¢ continua in

ogni y€{y}x e in ogni (eventuale) punto interno a K. Sia ora u,& K un
punto non interno a K. Dato ¢ > 0 arbitrario, esiste un intorno U di u, tale
che per ogni punto u& UJ risulta |T'(u) — T(u,)| << & ed esiste un altro in-
torno U'c U tale che ogni punto we U'J appartiene ad un arco Ac UJ
congiungente u con u,. Per ogui u&€ U'J, u€ K, & allora | To(u) —To(uy)] =
=|T(u)— T(u,)|< e. Per ogni ue U'J, ucd—K, ¢ ucy, yc{yl e se A
¢ il relativo arco, Ac UJ, ed esiste su 4 un punto v & F(y). Pertanto
| To(u) — T(uo) | = | To(v) — To(uo) | = | T(v) — T(uo)|<< e. Dunque T, & continua
in J.
Sull’operazione di retrazione si veda anche il n. 18.

Dimostrazione del Teorema II.

4. - La curva € & semplice e chiusa e percio ha la seguente ben nota pro-
prietd: Per ogni numero ¢ > 0 esiste un altro numero 6§, = 6,(C, ¢) > 0 tale
che, se z,, @, sono punti di ¢ con @, 5= x,, |2, —2,|< §, allora diam zy@, < &,
oppure diam @2, < & 0Ve #,%,, %2, sono i due archi iu cui #,, x, dividono C.

Sia d = diam ¢ > 0, sia ¢ == min [d/15, /2], § = min [6,(C, o)/4, o/2].

Sia (T, J): @ = T(u), v € J, una qualsiasi trasformazione di tipo 4 econ
1C, ¢'|< 8, ove ("= 0T. Intanto esisterd una rappresentazione (: @=T(w),
w€ J*, della curva C su J* tale che |T(u)— T(u)|<26 per ogni ue J*
Notiamo inoltre che diam ¢’ > diam € — 46 = d— 46 > 150620 = 130 ¢ che
mentre ¢ é una curva semplice e chiusa, ¢’ ¢ chiusa ma non necessariamente
semplice. '
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5. — Diciamo G’ la sottocollezione di ¢ = G(1,J), formata da tutti i con-
torni g € G per i quali J —g ¢ disconnesso. Si noti che se G & vuota, allora
T & non degenere e poiché diam ¢’ > 0, T ¢ anche aperta, onde l’enunciato
del Teorema II ¢, in tal caso, ovvio qualora si ponga K= .J, T, = 7. Suppo-
niamo dunque G' non vuoto. Si noti che qualunque continuo ge G(T, J) sod-
disfa la condizione .

Per ogni g& @' I'ingieme J — ¢ ¢ disconnesso, onde la collezione {y}, dei
componenti y di J — ¢ contiene almeno due elementi. Dimostriamo che per
ogni y & {y},, yy* & un arco aperto di J* i cui estremi sono punti distinti
di g. Supponiamo prima py*==0. Allora tutti i punti di » sono punti interni
a J e F(y) separa y dai punti di J* non in F(y), onde g separa y da z—J,
¢io che & impossibile perché T ¢ di tipo 4 e percid — g ¢ connesso. Dunque
yy*7 0 e quindi (n. 1) pp* & un arco aperto di J *, oppure coincide con J*.
Ma {y}, contiene almeno due elementi, onde debbono esservi su J* almeno
due archi yy* disgiunti e percid la seconda alternativa & esclusa e yy* deve
essere-un-arco-aperto-di-J*i-cui-estremi-sono punti distinti di g, B cosi
dimostrato altresi che per ogni g & G/, I'insieme chiuso J* *¢, contiene almeno
due punti distinti.

6. - Per ogni g& @' siano u, = u, due punti di gJ* e siano @; = T(w,),
X; = C(u;), ‘(i =1, 2), le loro immagini su ¢’ e C. Intanto %, €g, (i =1, 2),
onde @, = x, e, d’altra parfe, [:v — X;|< 24, (i=1,2). Dunque |X,— X<
<| Xy —a |+ |2y — 2o |+ |2, 9(5+0~{—°6_46 < d, e percid (m. 4)
diam X, X, < ¢, oppure diam X‘_)X 1 <X 0. Supponiamo di aver numerato i punti
Uy, U, in modo che si abbia diam ¥,X,<o, onde diam a1, < diam X, X, +
+ 46 < 0 + 20 = 30 e conseguentemente anche diam X,X; > 15¢ — ¢ = 140,
diam @z, > diam ¢/ — 30 < 136 — 36 = 100. Abbiamo cosi dimostrato la se-
guente proposizione:

a) Se g€ G' e uy 7 u, sono punti di gJ*, allora dei due archi wyu,, uu,
uno, diciamo w,u,, ha la proprietd diam T(uw,u,) < 30 e D’altro, diciamo wu.u,,
ha la pr oprlet‘x dlam P(usu;) > 100. Inoltre diam T(w,u,) < o, diam Tluyu,) >
> 140

7. — Sia ancora g& G' e sia u, un punto qualsiasi di gJ* I’insieme gJ*
¢ chiuso, onde esistono due archi massimali wou,, uu, su J*% aventi il soio
punto «, in comune, con le seguenti proprietd: diam T(u,u) < 30,
diam T'(u,u;) < 30, %, u, € gJ* Non si esclude che possa essere u, = 1,
oppure %, = %, ma, in forza del n. 6, queste due relazioni non possono veri-
ficarsi insieme. Di piu diam T(uguyu,) < diam T(uyw,) + diam T(uu,) < 30 +
-+ 30 = 60, ed essendo diam €' > 13g, & escluso che w,u,u, ricopra J*, Tutta-
via %% %, ¢ un arvco proprio di J*. D’altra parte 60 << 10¢ e quindi, in forza
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della proposizione a) del n. 6, deve essere diam T(ugu,) < 3o, diam T(u,u,) >
> 10¢. Proviamo che ’arco aperto w,u, ¢ privo di punti di gJ* Infatti se
esistesse un punto % € ¢gJ*, interno ad Uy, allora, per il n. 6, diam T(u,u) <30,
oppure diam T'(du,) < 30 e percid w,u,, oppure u;u,, non avrebbero la pro-
prietd di massimo con cui li abbiamo definiti. T cosi dimostrato che 1’arco
A = uqu, di J* ha le seguenti proprietd:
b) Gl estremi di A sonc punti di g, AcJ¥ gJ*c i gJ*—2A) =0,
diam 7(2) < 3¢, diam T(J* — 1) > 10¢. o
8i noti che A & stato definito partendo da un punto arbitrario u, € gJ*
ma, per le sue proprietd b), i é indipendente dalla scelta del punto .u, € gJ*,
Percido 1 = A(y), ¢ € G'. Si noti anche che J* — 1 appartiene ad un solo com-
ponente, diciamo ¥, di J—g, 7€ {y},, e c¢he $¥*= J* — 1, mentre per ogni
Yy #P, yE{y}, si ha yy*c i, A— g = ' py* ove la somma & estesa a
tutti 1 ye{y},—7.

8. = siano 4, = ab = "A(g)), A= ¢d = Ag.), ¢ % ¢z, 61, 9: € G', due arehi A
(n. 7). Intanto g, # ¢.,, onde ¢,g. = 0 e poiché a, b€ ¢y, ¢, dE ¢, gli archi
%4, A, non hanno punti estremi in comune. Dunque i punti a, b, ¢, d non
possono neppure separarsi su J¥, altrimenti i continui g, g, avrebbero un
punto in comune in J [4, pag. 167, Teor. 17]. Cid assicura che A4, = 0,
oppure 4, c 4,, oppure A; o A, una ed una sola di queste relazioni dovendo

necessariamente verificarsi.

» 9. - Sia %, un punto di J* appartenente a qualche arco 1 = A(g), g€ @'.
Allora la collezione [A] di tutti gli archi A contenenti u, put essere ordinata sta-
bilendo che 1 precede A’ se A < A’. Indicheremo con A, = a.b, 1’arco ricoperto
da tutti i A€ [1]. Esiste allora una successione A, = a,b, = A(g,) €[],
(n=1,2,...), con g, EG, A,C Aptys @n —>ag, b,>by, A, = A,. Intanto
0 < diam T'(4,) < 3¢, diam <T(4,) <o, diam T(J* — 1,) > 106 e quindi
0 < diam T(4,) < 30, diam T(4,) < ¢, diam T(J*—4) >10¢. Inoltre Qny by E Gy
g€, a, —>ay, b, —>Db, e percid, posto k =1limsupg ('), k ¢ continuo
(teorema di Zowrmrri, [2, pag. 38]), @y, b,E k, ed essendo G’ c @, G semi-
continua superiormente, & k < ¢y, ¢, € G, ay, by € ¢,. Notiamo che diam T'(4,)>0,
diam T(J* — 1,) > 0, onde g, non ricopre interamente né& A, né J*— 4, e
cid assicura che g, separa J. Infatti se w, v sono due punti, « interno a 1,,
v interno a J*-— A,, non in g, e supponiamo u, v a,ppai-tenga‘no allo stesso

(*) T imsup I, [7, I, 7], o insieme di accumulazione (Grenzmenge, in [2, pag. 38])
di una suceessione I, & I'insieme I di tutti i punti in ogni intorno dei quali cadono
punti di infiniti insiemi I,.
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componente y, di J—g,, allora esisterebbe un arco tc y,, tg, = 0, congiun-
gente %, v e cid ¢ assurdo perché a,, by, u, v si separano in J* [4, pag. 167,
Teor. 17]. Dunque. u, v appartengono a componenti diversi da J — g,, cioé
go separa J, ossia g, € G'. Ne segue che A, < A(g,) e, d’altra parte, u, € A(g,),
AMgo) € [A], Algo) € A e quindi,.in conclusione, 3, = agby = A(g,). Cid dimostra
la seguente proposizione:

¢) La collezione [A] di tutti gli archi A = A(g), g € G', contenenti un
dato punto u,EJ* ha un massimo elemento 1, = {g,).

10. - Sia F la collezione di tutti gli archi 1, = A(go,) massimali ora deter-
minati. Due qualunque di essi non hanno punti in comune, neppure estremi,
percio F ¢ al pit numerabile F= {1, 4s,..., As,... }. Intanto 0 < diam T(1,)<3g,
diam <€(4,) <o, diam T(J*—1,) > 100. Si ha poi 4, = a.b, = Ag,), ¢, & G
e, se diciamo ¥, il componente di J — g, con f,,?f =J¥— A, v, (1 =1,2,..)),
tutti gli altri componenti, allora 1, = 4,9, + > v, (0. 7). Dimostriamo che

gli-insiemi p,;, (n =1, 2,54 ="1,2, ), sono disgiunti.  Sappiamo gid ¢che

Vayns = 0, (L #£7J; 4, =1,2,...). Proviamo che y,5,; =0 per ogni n 5= m,
(5,7 =1,2,...). Intanto i punti v €y ¥ non appartengono a y,; e percid,
se esistesse un punto 4 € y,.symi; Yms; avrebbe punti in y,; e punti non in Vot
onde y,; avrebbe punti in F(y,;) e quindi in g,, €ioé y,,9, # 0 e poiché
I (Yms) © Gy Gmyn = 0, occorre che sia Gn © Ym; © Percio g,J* Cymjy;:j. Ora
diam T(ynzp,s;) < 30, diam. T(J*— p,,y5 ) > 100, onde A, € yuyi,, An C A, cid
che ¢ impossibile essendo » %= m, 1,4, = 0. B cosi dimostrato che VaiYms =0
per ogni »m, (4, j=1,2,...). Inoltre F(y,) < g, e per lo stesso ragiona-
mento g,y,; = 0 per ogni n = m, (4, =1,2,...).

11. - Poniamo K=J — 3 ¥ y,.. Gli insiemi y,, sono aperti in .J onde
Nl el

K & chiuso. Dimostriamo che K ¢ un continuo. Infatti, in easo contrario,
esisterebbe un arco semplice I c J, privo di punti di K, separante J in due
parti Jy, J, entrambe contenenti punti di K. Ogni punto di I appartiene a
qualche y,; ma se I'=af & un arco massimale proprio di I appartenente ad
un y,;, allora gli estremi «, # debbono appartenere a K non potendo appar-
tenere a nessun altro y,; (n. 10). Pertanto deve essere I'=1 e quindi I c y,,,
onde g, appartiene interamente ad una delle due parti J,, J,, diciamo J,.
Allora J, ¢ privo di punti di F(y,;), onde J,C y,; e percid KJ, = 0 contro
il supposto. B cosi dimostrato che K & un continuo, K cJ. Osserviamo che
J—XK = i fym- e che per ogni y,, si ha F(y,) cg,c K. Ora ogni y,; &

n=1l ¢=1

privo di punti di K, onde y,;c I', ove I" & un componente di J — K. Draltra
parte I' non pud contenere punti non in y,,, altrimenti I" dovrebbe contenere
anche punti di F(y,;), cioé di K, cid che & impossibile. Dunque y,; = I},
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cioé i componenti di J — K sono tutti e soli gli insiemi y,;. Ora T' & costante
su g, onde T & costante su F(y,;) per ogni y,;, cioé K soddisfa la proprieta D

del n. 1.
Possiamo dunque definive la retrazione (7, J) di (7, J) rispetto a K.

12, - Diciamo G(T,, J) la collezione dei continui massimali »cJ su cui

0

T, & costante. Intanto notiamo che Uinsieme g, = g. + > ¥ € un continuo
i=1

{(n. 2, b)) e che T, ¢ certamente costante su gn,. Sia ora h un qualunque con-
tinuo k& (T, J). Intanto deve essere hK 0. Infatti se fosse hK =0,
allora h c J — K, hy,; 5 0 per un qualche y,;, onde hg,, #* 0 e quindi g,,ch
e dunque g, < h, ove g, c K, ciod Kh 0 contro il supposto. T cosi dimo-
strato che hE = 0 per ogni h& G(T,, ). B poi AK un insieme chiuso come
prodotto di insiemi chiusi. Dimostriamo che kK & un continuo. Ragioniamo
per assurdo e supponiamo AK non continuo. Allora esiste una curva sem-
“plice 1< J separante J ‘in-due parti-Jy, J; con Wl T -0 Wl d 555 0y K l-=0.
D’altra parte 1 & un continuo onde Al 0 e i punti di Al non sono in K e
sono in qualche y,; e Percio g, h. Selé completamente contenuto in.y,,,
allora 1 c g, b e delle due parti J,, J,, una, diciamo J,, deve essere com-
pletamente contenuta in y,;, onde KdJ, =0, hKJ, = 0, contro il supposto.
Se 1 non & completamente contenuta in y,;, allora ly,; # 0, UJ —y.) # 0,
onde IF(y.:) =0, lgy 7 0, §n Cgno © h, g, < K, onde IRK 0 contro il sup-
posto. Dunque hK & un continuo, e poiché 7o e T coincidono su XK, risulta
hK=g¢, g€ G. Dimostriamo ora che per ogni continuo he& G(To,J) si ha
h=g, g€ G se hc K, oppure I = g, s€ MJ — K) = 0. Infatti, se hc K,
allora h = hK =g, g€ G; se h(J — K) # 0, allora hy,; = 0 per qualche y.;,
onde hD ¢, e kK g, per gli stessi n. In forza di quanto precede si deve
avere hK = ¢, per un solo n, onde hy,, 5= 0 per un solo n, e infine h = ¢, +
+ 3 Yui = gno per un dato . Osserviamo che se h = g, allora J —h =

=y = — (Gn + D Yni) = Vu, onde nessun continuo h = ¢,, separa J.
i=1

Se hc K, h = hK=g, allcra anche deve essere J-—g connesso, altrimenti
g€ @ e il relativo arco A(g) sarebbe contenuto in un arco 1,, o coinciderebbe
con uno di questi. Il secondo caso & impossibile perche da hg, =0 segue
h = gnoy MJ — K) 5=0. Dunque i(g) dovrebbe essere contenuto in un 1, e
g 7 ny 99» = 0, onde Mg) € yasyy; per un qualche &, ¢ € yu;,) ¢i6 che contrad-
- dice g K. T cosl dimostrato che, per ogni continuo ke G(T,, J), Vinsieme
J—h & connesso. Cid dimostra che (T, J) & non degenere. ’
Notiamo che, se esiste un solo A,, allora T, coincide con T su J— 4, e
percid diam To(J* — 4,) = diam T(J*— %,) > 0 onde T, &€ non costante su J ¥
se esistono almeno due 1,, allora esistono su J* punti di due continui % = g,

3 — Rivisla di Malematica
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diversi ¢ di nuovo T, & non costante su J*. Cio dimostra che (T, J) & aperta
non degenere.

18. — Dimostriamo che ||07,, C[< e. Sia v e J* un punto qualsiasi. Se %
non ¢& interno ad aleun 4, (n=12,...), allora we XK, T(u)="T,(u),
| To(u) — T(u)| =] T(u) — Tu)|<20<o<e Se uel, per un dato »n e
Aw = @y, = Mgy), 4, = Tla,), B, = Tb,), allora a,,b,E g.; a.,b,& K ¢,
in forza del n. 10, diam 4,B, = diam €(4,) <o. Inoltre Ty(a,) = T(a,) e
To(w) == Ty(a,) essendo T, costante su 4,. Pertanto {To(u)m‘C’(u)|<
| Tolw) — Tolan) | 4| Tolan) — T(a)| +]T(@,) — Tlaa)| + [Tlan) — )| <
<040+ 20+ 0 <2< e. Dunque }To(u) — T(u)|<< & per ogni ueJ* e
quindi |07, C]]<e. La prima parte del Teorema II & cosi dimostrata. Per
la seconda parte si veda il n. 16.

Dimostrazione del Teorema I

14, - Lemma I. Dati N punti distinti ,€ B, (¢ =1,2,..., N), ed un
numero &> 0 arbitrario, esistono un altro numero ¢>0, 0 << o <, ed una
trasformazione t di B in s&, quasi lineare in E, univoca, ma non biunivoca,
tale che:

a) |t(@)— (@) |<|e—a'| per ogni =z, 2'€k;

b) |t(e)—m|<e per ogni xe H;

¢) v & costante nella sfera F; di centro =z; e raggio o;

d) Ogni triangolo rettilineo A di B ¢ trasformato in una superficie poli-
edrica A’ con a(4') < a(4).

Dimostrazione. Per ogni k>0, & reali, diciamo t=1(&; &,h) la
trasformazione continua, quasi lineare, di — co<C £<C -+ oo in s¢, definita,
ponendo 7 == #(£) = E +hse E<E—h 7 =)= & se &—h<ELE + Iy
p=HE =&—h se &+ h<E Se w = (x,0;,2), (t=12,..,N) po-
niamo ¢ = (2% — 1) e &, =H(a"; 4], 2% %), (r=1,2,3; 1 =1,2,..., N);
T; = tigtits, (1 =1,2,.., N); 7= TyTyy .. T.T,. La trasformazione 7z &
continua e quasi lineare in % come prodotto di 3N trasformazioni ¢ aventi le
stesse proprietd. Si noti che per la trasformazione generica ¢ dianzi definita
si ha |48 — &) |<|E— ], [#(&)—E|<Nh per ogni —oo<T§ &<+ ooe
(&) ¢ costante nell’intervallo (& —h, & =+ k). Pertanto |T(x)— T(a')|<
<|z—a'|, |Tdw)—a|<3(2%20) per ogni w, o' €K e T, & costante nel
cubo ¢, di E di centro x; e spigoli di lunghezza 221 ¢ paralleli agli assi, (i =
=1, 2, .., N).
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Per ogni z, #' € I si Ty(w) — Ty(@')| < |a—a' |, | TuTy(w) — T, Ty(a') | <

<|Ty(a) — To(@") ], ooy | Ty oo Tolw) — Ty ... Tl(m')]/ilx‘ 1 vor Ty(@)— Ty Ty(a") |
e quindi |7(z) — v(2')| = lT CTy(®)— Ty ... Ti(2') [<{fb — a'|, ¢id che dimo-
stra a).

Per ogni zel si ha- |Ty(z)—2|< 30, | T Ty (2) — Ty(z) | < 8 -2%,
| Lo Ty () — ToTa(@) | < 3 2%, oy | Timq i Ty(@) — Ty ... Tyw)| < 3-2%15 o
quindi [Ty ... Ty(@) — 2| < 30(1 + 22 4+ 21 4 ... + 2%-1) — (22— 1), (1 =
=2,35,...; N +1). In particolare |o(@)— @} ==|Ty ... Ty(z) — 2| < (2% 1) =¢
e cio dimostra D).

Dipin, se v g Iy, allova | — ;| < 0, | Ty .. (@)= | <] Ly Ty(0) — @) 4
+ & — 2| < (202 —1) 6 0 == 2%-2q, cio¢ T,y ... T W)€ ey Ty Ty (2) =1,
per ogni g€ F;. Dunque T,... 7i(x) & costante in F, e altrettanto accadla,
ver v=T,...1:... T\(x), ¢id che dimostra e).

Se 4 & un triangolo rettilineo, 4 c B, diciamo 4,, 4,, 4, le parti di 4 con
at <&y —h, oppure ol —h <z <al 4 b, xt -+ h<<a', B = 2% =g, i=1,
allora iy, trastorma A,, A, in parti A}, A; identiche a Ay, Ay e A, nella sua
proiezione A, sul piano &' = z]. Pertanto a(4)) = a(d,), (m =1, 2);
a(4,,) < a(4,) e infine a(4d]) < a(d) se A}, = t,(4). Poiché 7 ¢ il prodotto
di 3N trasformazioni come #,,, risulta che 4'= 7(4) & una superficie poliedrica-
con a{d’) < a(d), ¢id che dimostra d).

15. - Nel presente numero, per semplicitd di notazioni, useremo Ia stessa-
lettera per indicare una trasformazione e insieme la superficie da essa definita.
Cosi indicheremo con L(7), a(P) rispettivamente l’area di LEBESGUE della
superficie definita dalla trasformazione 7T e l’area elementare della superficie-
pohe(hlc(m definita dalla trasformazione quasi lineare P, ove T= z, @),

== (P, ¢J) si penseranno definite nel quadrato fondamentale Q = (0, 0;1,1)
del piano. Dimostreremo il seguente :

Lemma II. Siano @ il quadrato fondamentale del piano =, (7, Q) una
trasformazione continua, K < @ un continuo soddisfacente la condizione D,
(To, @) la retrazione di T rispetto a K. Allora, per ogni intero =, si possono
definire una trasformazione quasi lineare (P,, Q) e una regione poligonale
R, c @, soddisfacente la condizione @D (rispetto alla trasformazione P,) tali
che, se (P, @) & la retrazione di (P,, Q) rispetto ad R, si ha lim P,(u) =T(u),
lim Py(u) = Ty(u) uniformemente in @, lim a(P,) = L(T), im a(P,,) = L(Ty),
quando n —> oo e ove a(P,) < a(P,) per ogni #.

Dimostrazione. Sia {y}c = {y1, 72, vy ¥4, ...} l& collezione dei:com-
ponenti di @ — K. In forza del n. 2, possiamo supporre diam T(y:) >
> diam T(y;,), (1==1,2,...), e lim diam T(y,) = 0 quando i — co. Sappiamo
che T' ¢ costante sul continuo F(y,), (4 =1,2,...), (n. 1), onde Fly;) cg,,
¢g:€G(T, @) (n. 1). Sappiamo poi che T, & costante su y; + F(y,) e To(u)=
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= T'(u) per ogni we F(y;). Siano », € E i punti @, = T[F(ﬁ/,;)] = Tl F(y)],
(i=1,2, )

Per ogni intero =, sia N= N(n) il piu piccolo intero tale che diam T'(y;) <
< 1/(3n) per ogni i > N. Siano [#],, [gl., le collezioni dei punti @, (i =1,
2, ..., N), e dei continui ¢;, (¢ = 1, 2, ..., N}, effettivamente distinti. Sia J, > 0
la minima distanza dei continui g€ [g],. Siano o¢,, 0 <o, <1/3n), e T, il
numero e la trasformazione definiti nel Lemma I relativamente alla colle-
zione [z], di punti di E e al numero & ==1/(3n).

Siano (P., @), (P, @), (n =1,2,...), due successioni di trasformazioni
quasi lineari qualsiasi tali che, per ogni =, si abbia

[ [Puw) — T(w)|<0,/3 per ogni we @, _.a(P,)<LT) - 1m,

{1)
i | Pro(u) — To(u) | <L o,/3 per ogni ue Q,  a(Pn) << L(T,) + 1/n.

Possiamo allora definire le nuove trasformazioni quasi linea,u (',,n, Dy (Proy )y

ponendo P, = 7,P,, P, = 7,P,. In tal modo si avra, per ogni n e v,
@) |P(u) — Po(u) | < 1/(3n), | Ply(u) — Pu(w)|<1/(Bn), u&Q.

Per ogni n possiamo scegliere una unica suddivisione ®, di @ in triangoli
rettilinei ¢ cosi piccoli che P, e P,, siano entrambe lineari in ogni t€ R, e
inoltre si abbia diam << 6,/3, diam T(#) << 0,/3, diam T,(t) < 0./3, per ogni
te R,. Diciamo allora R, la regione pohgonale, R,c @, di tutti i triangoli
i € R, che contengono nel loro interno o sul loro contorno punti di K. Intanto
R, & un continuo, K c R,c @, e di pit una regione poligonale (°). Anche
@ —R, ¢ 1a somma di un numero finito di regioni poligonali 7., (b=
=1,2,.., M), M= M(n), ove r,, Cp; per un qualche ¢ =1, 2, .... Diecia-
mo v, (h=1,2,.., M), M'= M'(n) < M{n), quelle sole regioni 7, che

-(5) 8i dice che Rc s & una regione poligonale se B = p — (p; +...+p,)°% ove
Pos s Pyy (v3>0), sono poligoni semplici e chiusi e p°*>p;, pp; =0, (i%]; 4,j =
= 1,2,..., »). Con I° si indica qui linsieme dei punti interni di un insieme I. Ri-
guardo alla costruzione elementare della regione R del testo si noti quanto segue.
Anzitutto si prenda per R, una suddivisione tale che ogni due triangoli (chiusi)
i, E R, con it'+0, abbiano un vertice oppure un intero lato in comune. Se [t] &
1a collezione dei triangoli (chiusi) t€ R,, con tK +0, e dividiamo [f] in gruppi po-
nendo t, #€[¢] in uno stesso gruppo solo e soltanto se esisbe una catena t = t,, #,...,
¢, = 1’ di triangoli di [{] tale che due qualunque triangoli consecutivi sono adiacenti,
allora ogni gruppo ricopre un insieme connesso M= py—(py + - +p,)% oVe p,Dp;,
P = 0 (vedasi [2, pag. 27] ove il ragionamento & fatto per quadlam) Poichd la
frontiera in @ di ciascun insieme M non contiene punti di K e K & un continuo,
&i ha un solo insieme M e tale insieme pud sempre essere ridotto ad una regione poli-
gonale con la modifica indicata in [2, pag. 50].
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sono. contenute in un .y, con i =1,2,..., N. Diciamo R, la regione poli-
gonale o

M A
-R;:Q"—z'ruh:Rn'!‘Z'rﬂh, KCR"CR;CQ.
h=1

n=Ml+2

Ciascun’ F(r,,) ¢ un continuo (non nullo) e precisamente una poligonale sem-
plice (chiusa o aperta), somma di un numero finito di lati A di triangoli t e R,,
e ogni A appartiene ad un triangolo ¢ contenente punti di 7., e punti di un
F(y;) e percid di qualche continuo g;, (i =1,2,...). Se poi h =1,2,.., M,
allora ¢, & [¢] e poiché diam ¢<< 6,/3, ¢ contiene punti di un solo g; & [g]. Di
pit lati A consecutivi di un F(ru), (b =1, 2, ..., M') appartengono a triangoli ¢
contenenti punti di uno stesso continuo ge& [g]. Cioé per ogni 7, (h =1,
2, .y M'), i lati A di F(r.,) appartengono a triangoli ¢ che contengono punti
di un solo ge[h]. Cid assicura che per ogni u & F( -nh) (h=1,2,..., M'),
si ha |T(u)— T(g)|< diam T(t) < 04/3, To(u) = To(g), T(g) = Tyg) = z € [,
—e—quindi- | L(u)— 2| < 04/3, To(u) = 2, . e ancora,. utilizzando. le . (1),
[ Pa(w) /3 + cr;,/3< Ony | Pro(®) — #]< 04/3 + 0 < 0,. Infine (Lem-
ma I) Pl(u) = Pl (u) = &'= 7,(z) = costante per ogni w& F(r,), (h =1, 2,
..., M'). Cid dssicura che il continuo R, soddisfa la condizione ¢ rispetto a P,
cosi come rispetto a P, ed esistono percid (n. 1) le retrazioni (elementari)

(P!, Q), (P, @) delle trasformazioni P,, P,, rispetto ad R,. Notiamo che
(3)- aPy<a(Py) <a(P.),  a(Ph) < a(P,g) < a(Py)-
Notiamo inoltre che per ogni « € @, in forza delle (1) e (2), 8i ha | Py (u) — T(u)| <

<|Pl(w) — Py(u)| + | Po(w) — T(u) |< 1/(3n) + 04/3 < 2/(3n) e analooamente
!P () — To(u) | <2/ (3n), ossia, uniformemente in @,

(4) T(u) = lim Pi(w), To(w) = 1im P (u) .

n=>w0

Pertanto L(T) <lim a(P)), I(T,) <lim a(P.,) e, in forza delle (1) e (3).

5) - L(T) =lim «(P;), L(T,) = lim a(P,,).

Per ogni we K si ha |Py(u)— To(u)|=|P(u)— T(u)|< 1/n, T(u) = To(u).
Per ogni ve R, — Ksihauet, teR,, tK0, diam T(t) < ¢,/3, diam To(t)<<
< 0./3, onde, se ve tK, utilizzando le (1) e (2) si ha | Po(u) — Tolu) | <
< | Pl(w) — Pyu)|+|Py(u) — Pu() ]+ | Pulw) — T(u) |+ | T(u) — T(v)| +
| T(w) — To(v) | +|T0(1))—— To(w) | <0 + 1/(83n) + 0,/3 + 1/(3n) +04-0<1/n;
| T(w) — To(u)| < 1/(3n) -+ 0 + 0 = 1/(3n). Per ogni u€ R, —R, si ha « € 1py
Tan © Yy ©> N, diam T(y;) < 0,/3, diam Ty(y:} =0, onde, se ve& F(y,) si ha
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v€ K e valgono le stesse relazioni. Per ogni we@®—R, si ha wer,,
Tan © Y5y (=1, 2,..., N), onde diam P.(r,,) = diam PL(rm) =0 e, se v & F(r),
allorav € R, — R, e infine | P!(u) — Ty(u) [<| Py(w) — P(v)| + | Pl(v) — To(v)| +
+ [ To(0) — To(u) | <O +-1/n 4+ 0 =1/n. Dunque | P(u) — Ty(u)|<1/n, per
ogni w e Q; | T(u)— To(u)| < 1/(3n) per ogni u eR.. Lo stesso ragionamento
prova anche che !P:O(u)—~_’l’0(uﬂ <1/n per ogni we @ e quindi, uniforme-
mente in @, si ha

(6) To(w) = lim P, (u) = lim P! (u) .

Pertanto L(T,) <lim a(P}), L(T,) <lim a(P.

) e, in forza delle (1) e (3), la
no ?
seconda diventa L(T,) = lim a(P.) quando » —> co. Dimostriamo che

) - L(Ty) = lim a(P)).
‘Ragioniamo per assurdo e supponiamo che ¢id non sia. Allora L(7,) < + oo
ed esistono un numero % >0 e infiniti # con

(8) ‘ L(To) + n < a(P).

Per gli stessi » consideriamo la’ trasformazione (PF, @) continua e quasi lineare
definita ponendo P (u) = P;(u) per ogni u &€ Q — R.; P¥(u) —= P, (u) = P, (u)
per ogni & E;. Essendo P,, P, , P,’,'o‘identici su ogni F(ru), (h = 1,2, ..., M),
la trasformazione P & continua in Q. Doaltra parte [P (u) — T(u)| =
=|P,(w)—T(u)|< 2/(3n) perogniu e  — Ry; | P (w)—T(w)| <| Phou)— To(w)]| +
+ | To(w) — T(w)|< 2/(3n) + 1/(3n) = 1/n per ogni w.e R,. Dunque T(u) ==
= lim P}(«) uniformemente in @ per # — co ¢ quindi L(7) < lim a(P}). No-
tiamo ora che, in forza delle (1), (3) e (8), si ha

a(Py) = a(P,) — a(P}) + a(P),) <
ST + n] + = I(To) — 7] + [L(To) + L/n] = I(T) + 2/n— 1

e quindi L(T) < L(T)—mn, > 0, cié che & impossibile se L(T)y<< + oo. Lia (7)
& cosl dimostrata. In forza delle prime relazioni 3), (4), (B), (6) e della (7),
le trasformazioni (P,, @), (P, @), la seconda retrazione della prima rispetto
ad R, verificano il Lemma II. Se L(T) = + oo, allora si definisca P* come
sopra e si noti che + co = L(T) = lim a(P}). D’altra parte P!, & la retra-
zione di P* rispetto ad R, e di pit, come si & visto avanti, L(T,) = lim a(P,).
Pertanto il Lemma IT & dimostrato anche per L(T) = + co.
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16. - La seguente proposizione ¢ una immediata conseguenza del Lemma I1:

Se (T,, J) & una qualunque retrazione di (7, J) e So: (Lo, J), S: (T, J),
allora L(8,) < I(8).

Notiamo qui che i ragionamenti dei nn. 14, 15 sono simili & quelli usati
in [1, b].

17. — Dimostriamo il Teorema III. Allo scopo ricordiamo che la funzione

f(@, p) che compare nell’integrale 7(§) = [ / f(z, p)du si suppone soddisfacente
. i
alle seguenti sole condizioni {1, cj:
1) flz, p), @ = (2%, % 2%), p = (p', p% p*), & continua in (», p) per ogni
appartenente ad un dato insieme chiuso A e F e per ogni {p[ = 0.
2) f(=, tp) = tf(w, p) per ogni e 4, |p|#0, 1>0.

Tnoltre 7 & supposto semidefinito positivo, ossia f> 0 per ogni ze 4,
[p| 0. Si deve anche intendere, nell’enunciato del Teorema III, che Ia
“guperficie S sia contenuta in 4, ossia [ST=T({J)ye 4. : :

Notiamo che se (T, J) & la retrazione di (T, J) rispetto ad un continuo
K c A e soddisfacente alla condizione ¢ (rispetto a T), se trasformiamo .J
in un’altra regione J' mediante un omeomorfismo H, e se T'= TH-,
T, = T,H™!, K'= H(K), allora anche K'cJ’ ¢ un continuo, K’ soddisfa la
condizione @ (rispetto a 77) e T, & la retrazione di 7 rispetto a K’. Inoltre
T, T, nonché T,, T, rappresentano le stesse superficie S, S, e sappiamo
[1, ¢, § 3] che 7 dipende solo da § e 8" e non dalla loro rappresentazione.
Cid assicura che possiamo supporre J==@, quadrato fondamentale in z.

Supponiamo dapprima che S sia tutta costituita di punti interni di 4.
Allora se (P,,, @)y (P, @), (n =1,2,..), sono le trasformazioni quasi lineari
del Lemma II, esiste un 7% tale che per ogni n>n, ¢ pure P,(Q)c A4,
P.o(Q) c A. D’altra parte le trasformazioni P,, P,, sono quasi lineari, I'inte-
grale 7 ¢ semidefinito positivo e percid, elementarmente, F(P,,) < 7(P,)
(cfr. [1, ¢, § 5]). Valendo la tesi del Lemma II, in forza di un precedente
teorema [1, ¢, § 4] si ha

7(8) = lim 7(P,),  T(8) = lim F(Py)

e quindi F(8,) < 7(8).

Supponiamo ora che § non sia interamente costituita di punti interni ad A.
Intanto diciamo A', T(J) c A’ ¢ A, una parte limitata e chiusa di 4 conte-
‘nente T(J) (eventualmente A’'= 4). Allora f(z, p) & continua nell’insieme
chiuso e limitato dei punti (@, p) con z& A’, |p|=1. Per un teorema di
E. J. McSHANE [3] esiste una funzione f,(, p) continua per ogni ze€ H,
|p| =1, coincidente con f(x, p) per ogni 2 € 4’, |p|=1. Si pud inoltre assu-
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mere fo(x, p) >0 per ogni € B, |p|=1, dato che f(z, p) ha gia tale pro-
prietd per ogni ze€ 4’, |p|=1. Porremo ora fy(z, p) =|p|f(x, p/|p|) per
ogni ze€ B, |p|+ 0, cosicchd f,(z, p) soddisfa le condizioni 1), 2) viste sopra
per ogni w & B, |p| s 0 e coincide con f(z, p) per ogni z & A', |p|+ 0. Di pin

folz, p) > 0, per ogni x € B, |p|= 0. Diremo ora 7,(S) I’'integrale ﬂ fol,p) dae
§

e per queéto integrale 'ingsieme A coincide con FE. Allora valgono le prece-
denti considerazioni e si ha F7y(8,) < Jo(8). D’altra parte [S,]c[S]c 4’ e
percio Fo(So) = T(8y); To(8) = F(8) e percid F(S,) < T(8).

-Qsservazioni.

18. - Diremo che un continuo K c J soddisfa la condizione @' rispetto
ad una trasformazione (P, J) se per ogni g € G(T, J) con gK == 0 risulta g c K.

Si-pud-vedere-con esempi-cheun-continuo K pur soddisfacendo la-condizione g

puod non soddisfare la condizione @’ e viceversa. Mostriamo qui che dato un
continuo K c J soddisfacente @ si pud sempre definire un continuo. K/,
K c K’ c J, soddisfacente @ e @' e tale che, se (T, J) e (T,, J) sono le retra-
zioui di (T, J) rispetto a K e K', T, e T, sono identiche, ossia To(u) = Ty(u)
per ogni wedJ. ‘

Poniamo K'— K + E g, ove la somma ¢ estesa a tutti i continui ¢ € G(7, J)
con gK 0 o, il che & lo stesso, a tutti i g e G con ¢gK =0, g(J — K) = 0.
Dimostriamo che P’insieme K' & chiuso, K ¢ XK' c J. Sia %, un punto di accu-
mulazione di K'. Se u, & punto di accumulazione di K, oppure di un qualche g
con gK =0, allora v, K, 0 g e quindi w,e K'. Altrimenti esiste una
successione [u,] cOn w, —> Uy, U, € ¢n, ¢ %0, g, €G. Se v, €g,K, allora
tutti i punti, diciamoli », di accumulazione per la successione [v,] apparten-
gono a K. Per il teorema di ZorETTI [2, pag. 38] Vinsieme % = lim sup g,
¢ un continuo, ed essendo @ semicontinuo superiormente & kcg, gc G Di
pit o€y, vegyg, e quindi gK 0, onde u,c K'. B cosi dimostrato che K’ -
¢ chiuso. L’insieme K' & evidentemente connesso e percid, essendo chiuso, &
un continuo. K' soddisfa evidentemente ¢'.

Dimostriamo che K' soddisfa . Sia infatti 9’ un qualunque componente
di J—K’'. Allora y'cy ove y ={y}; e i punti di F(y') che non sono su
F(y) sono interni a y ed essendo F(y') c K', tali punti appartengono a con-
tinui g con gy = 0, g 5 0, onde anche gF(y) = 0. Ora F(y)c g,, o€ G e
percid gg, # 0 onde 9 = go- Percido F(y')c g, e T & costante su F(y'), cioé K’
soddlsfa D. ‘

“Dimostriamo che Ts e T; sono identiche. Intanto Tiu) = Ty(u) = T(u)

per.ogni uwc K. Bia ora ucJ—K onde ucy, y&{y}. Allora Tyu) =
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= T[F(y)] = T(gs), ove F(y)cg,. D’altra parte, se ve K'— K, allora ueg
con gy = 0, ¢K == 0, onde, come sopm, ggo 7 0, ¢ = o, To(u) = T(u) = T(g,);
se weJ—K', allora uey’, ¢y <y, To(u) = T[F(y')] = T(g,). In ogni caso
To(u) = To(u) per ogni ue J. ' ‘

19, - Le dimostrazioni note del Teorema I come la presente del Teorema IT
valgono senza alcuna modificazione anche se si suppone che i punti = T(u)
appartengano ad uno spazio E molto pit generale dello spazio euclideo ordi-
nario, precisamente per ogni spazio topologico perfettamente separabile e
regolare e pertanto metrizzabile ed effettivamente metrizzato [7, I, 5.3].

20. - In Topologia analitiea si prova [efr. 7, VIII, 4.2] che ogni trasfor-
mazione continua T= (T, J) ammette una fattorizzazione TI'= LM in due
fattori M ed L, ove M é una trasformazione monotona ed L una trasforma-
zione mai stazionaria (in inglese light), ed ove I’insieme Q17 = M(J) ¢ un con-

veniente insieme intermedio (middle space in [6]) in uno spazio ausiliario (po-

tendo esso stesso essere considerato uno spazio). Essendo J una 2-cella chiusa,
gli elementi ciclici non degeneri di g7z sono tutti 2-célle € e 2-sfere & [7, IX, 2].
Poniamo I'== M(J*), @ = I +--3 @, ove la somma &.estesa a tutte le 2-celle
@ di grz. Allora @8 ¢ un insieme base, @ < 7. La seguente ben nota proposizione
& conseguenza delle varie definizioni [efr. 7, IX, 2]: Condizione necessaria
e sufficiente affinché (7T, J) sia aperta non degenere, o chiusa non degenere,
o di tipo 4, & che sia Q7 = €, qI = S, 9N = B rispettivamente.

Sia ora K un insieme continuo K < J soddisfacente alle condizioni @ e &’
“(in forza del n. 18 possiamo sempre ridurci a questo caso). Allora I’insieme
F = M(K) ¢ un insieme A [7, IV, 3] contenuto in g77. Se diciamo u la reira-
zione di Qi in F definita in [7; IV, 3.9; VII, 5.1] allora & facile riconoscere
che (T,,J) = LuM. Pertante l'operazione di retrazione definita elementar-
mente nel n. 1 rientra nell’operazione generale di retrazione della Topologia
analitica (cfr. anche [6]). Il Teorema I fu gid provato da C. B. MORREY [5]
da proposizioni di Topologia analitica ed & infatti conseguenza di ([7]; IX, 2
.(Def.); IX, 2.4; IV, 3.9). Facendo uso di tali generali considerazioni e nel-
Uipotesi che K soddisfi @ e @', l’attuale dimostrazione elementare del Teo-
rema IT (nn. 4-13) pud essere cosi modificata. Silaseino inalterati i nn. 4-10
e si sostituisecano ai nn. 11-12 le seguenti considerazioni. Definiti gli archi
e = @b = Mga), (m=1,2,..), Vinsieme §, = M(g, + ¥,) & un insieme A

contenuto in g77, nonché un insieme H [7, IV, 6] e F# = M(K) =[] & .-
n=1

Pertanto M(XK), come. prodotto di insiemi H & un insieme H [7, IV, 6.7] ed
essendo chiuso, ¢ un insieme A [7, IV, 6.81], & = M(K)cgr. Di pin &,
¢0ntenendo i punti M(a,) = M(b,), (n=1,2,..), é non vuoto. Pertanto
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[7, IV, 3.8] esiste una retrazione u di g7z in & e quindi T, = LuM. Si di-
mostra poi che M(K) non ha punti taglio (cut point) con lo stesso ragiona-
mento usato nel n. 12 per dimostrare che per ogni ¢y c K, g € G, g non appar-
tiene a (. Finalmente il ragionamento alla fine del n. 12 assicura che uM
& non costante su J* Pertanto F =pM(J)=M(K) & una 2-cella [7, IX, 2.41]
ed essendo # lo spazio intermedio della trasformazione 7, = L(uM), risulta
che 7, & aperta non degenere. Il n. 13 della attuale dimostrazione del Teo-
rema IT rimane inalterato. B

21. - L’enunciato del n. 16 pud essere dedotto anche dal teorema di addi-
tivitd ciclica per 'area di LEBESGUE [6] in quanto che la collezione degli ele-
menti ciclici relativa alla trasformazione (7, J) ¢ contenuta nella collezione
degli elementi ciclici relativa alla trasformazione (7, J) e le corrispondenti
superficie non degeneri aperte o chiuse, o, sono le stesse. Percid se {c}y, {0}
sono le collezioni di tutte le superficie di tale tipo 1elat1ve a TO a T si ha
{o}s c {0} ¢, peril teorema ricordato 6], A

L(8y) = 3 L(o),  L(8) = Z{ I(a)
€

s e{ok 4

e quindi L(8,) < L(8).
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