Luigt MURACCHINI (¥)

Le varietd V., i eui spazi tangenti ricoprono una varietd W
di dimensione inferiore alla ordinaria. (**)

Parte I.

§ 1. ~ Introduzione.

1. - Una varietd a k dimensioni, V,, immersa in uno spazio proiettivo &§,,
r > 2k, possiede in generale co* spazi S, tangenti che ricoprono una varietdh W
di dimensione 2%. Pud accadere, per particolari V, che la relativa W abbia
dimensione inferiore a 2k. Il problema della determinazione di quelle parti-
colari varietd ha interesse anche per altre questioni di Geometria proiettivo-
differenziale; cid & stato posto in rilievo da M. VILrA nel corso di ricerche sulle
curve quasi-asintotiche delle varietda (*). I1 VirLa appunto mi ha consigliato
di occuparmi di quel problema e nella presente Memoria espongo i risultati
che ho ottenuto.

Tl TERRACINT (2) ha iniziato la predetta ricerca stabilendo alcune proposi-.
zioni di fondamentale importanza ed ha risolto completamente la questione
per k = 3, 4. Richiamers succintamente i risultati ottenuti dal TERRACINI per
poter precisare meglic i contributi che io stesso apporto nel presente lavoro.

Il TerracrNi ha dimostrato che:

Se la variets W, relativa ad una Vi, ha dimensione 2k —1, allora la Vi

1 . .
soddisfa a d = k(k—1) + 1 equazioni di LAPLACE linearmente indipendenti

(*) Indirizzo: Istituto Matematico S. PINCHERLE, Universita, Bologna (Italia).

(**) Ricevuto il 30-VI-1951.

(1} M. ViLra, Nuove ricerche sulla teoria delle curve quasi-asintotiche. Ann. Mat.
Pura ApplL (4) 18, 275-308 (1939); M. ViLLa, Ricerche sulle varieta V; che posseggono
odd B, di py 5 con particolare riguardo al caso k = 4, 5= 8. Atti Accad. Naz. Lincei,
Mem. Cl. Sci. Fis. Mat. Nat. (6) 7, 373-427 (1939).

() A. TeErrACINI, Aleune questioni sugli spazi tangenti e osculalori ad una varield.
Atti R. Accad. Sci. Torino: Nota I, 49, 214-247 (1913 14); Nota II, 51, 695-716 (1916);
Nota III, 55, 3-23 (1919-20).
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oppure soddisfa ad un sistema di equazioni di LAPLACE fra le quali meno di d
sono linearmente dindipendenti, ¢ perd tale che il sistema delle forme quadra-
tiche associate (°) ha un sistema apolare con matrice jacobiana nulla, di caratte-
ristica k—1, ¢ viceversq.

. . 1 L
Per cio che riguarda le T, che rappresentano 3 E(k—1) 4 1 equazioni di

LaAPLACE 1i. (cioé linearmente indipendenti), il TERRACINI (*) ha dimostrato
che:

1
Una V,, che soddisfi ad 3 E(k—1) 41 equazioni di LAPLACE Li. st su di

una varieta Uq, luogo di ooS,,, con Sy j; (®) tangente fisso lungo ogni 8, essendo
O<h<l—1.
Il problema di cui abbiamo detto in principio & cosi ridotto alla ricerca

1
delle varietd ¥V, che rappresentano un sistena contenente d< 3 kk—1)--1-

equazioni di LAPLACE Li. ed avente un sistema di forme quadratiche associate
con sistema apolare a matrice jacobiana di caratteristica k-1 Si presentano
pertanto le due questioni:

(a) determinare tutti i sistemi lineari di forme quadratiche, in %k varia-
bili (ossia sistemi lineari di quadriche di uno 8j-1), la cui matrice jacobiana &
identicamente nulla di caratteristica k— L.

(b) determinare le ¥, che rappresentano quei sistemi di equazioni di
LAPLACE, che si deducono da (a) in base alla proposizione del TERRACINI
(0, come si suol dire, integrarve quei sistemi).

A queste due questioni i1 TERRACINI ha apportato, nei lavori citati in (2),
i seguenti contributi:
1) Ha dimostrato che il numero d delle equazioni di LAPLACE, linear-

Iy

mente indipendenti, a cui deve soddisfare la V, ¢ tale che

W—1) k(k—1)

1) e =g <A< —5— +1—1,

sicche, riguardo alla questione (a) ¢ sufficiente determinare quei sistemi lineari

(®) Alla equazione alle derivate parziali, del secondo ordine, lineare ed omogenea

{equazione di LAPLACE) » ayw') + Y a0 4 aw =0 (i,§,r =1,.., k) si associa
i,9 r
[efr. TERRACINI, op. cit. in (2)] la forma gquadratica zai,-f),-()j = 0, nelle variabili 6,,
i
vy O
(*) A. TERRACINI, Sulle V che rappresentano pit di (1/2)k(k — 1) equazioni di. La-
place linearmente indipendenti. Rend. Cire. Mat. Palermo 33, 176-186 (1912).

(*) Ossia: Gli S, sangenti nei punti di uno S, stanno in uno S, ,_;.
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di quadriche la cui dimensione ¢ soddisfa a

kel — Wk —1+2
by )

2) Ha dimostrato poi che la sezione, con un generico iperpiano di s P
di un sistema lineare di quadriche [di dimensione ¢ soddisfacente a (2)] a
matrice jacobiana identicamente nulla di caratteristica k-1, ¢ un sistema
lineare (ancora di dimensione §) di quadriche dello S,-, segante, anch’esso a
matrice jacobiana identicamente nulla di caratteristica %k —[. Ne risulta che
1a questione (a) si riduce alla ricerca dei sistemi lineari di quadriche dello S,
di dimensione 4, con

(k= 2)(k + 1)

2

1

(3) E—1<9d

A

a matrice jacobiana identicamente nulla di caratteristica & — 1. Per il caso
1> 1 basterd procedere per ricorrenza dallo S,—, allo S.—,.
(b —1— 1)k — [ —2)
2

superiore per J, secondo la (2)], il sistema di quadriche & la totalitdh degli
Si—;-coni di dato 8,-;-vertice nello §,—, Il sistema apolare duale & la tota-
lith delle quadriche di S,-, che passano per uno S,—., (di dimensione
(1—1)
1k — Ty 1).. :

Nel caso &k == 4, il TERRACINI si serve di un lavoro del BONFERRONI nel
quale sono determinati i sistemi lineari di quadriche dello S, a matrice jaco-
biana identicamente nulla di caratteristica 3.

Il TerrRACINT ha poi integrato i sistemi di equazioni di LAPLACE, ottenuti
~per il caso k = 4, ed anche alcuni sistemi con & qualunque (che verranno men-
zionati di volta in volta nel seguito). Fgli si & servito di considerazioni di
varia natura, poggiando essenzialmente sul fatto che dalle equazioni. del si-
stema non se ne possono dedurre altre indipendenti da quelle del sistema stesso.
In questo lavoro sfrutteremo in sostanza le stesse considerazioni (opportuna-
mente modificate) che, del resto, sono state sfruttate anche da altri per risol-
vere questioni di integrazione di sistemi di equazioni alle derivate parziali,
lineari ed omogenee.

Sono ora in grado di precisare meglio ¢ido che faccio nel presente lavoro.
Nel § 2 si dimostrano alcune proposizioni sui sistemi lineari di quadriche di
Si—1. Si determinano poi i sistemi lineari di quadriche di 8; {la cui-dimensione
soddisfa la (2)] a matrice jacobiana identicamente nulla di caratteristica 4

3) Infine ha dimostrato che, per § = [valore estremo

30 — Rivista di Malemalica.
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oppure 3. Nei §§ 3, 4 si integrano diversi sistemi di equazioni di LAPLACE, deter-
minando tutte le V;, per cui la W ha dimensione inferiore a 10, che soddi-
sfano a meno di 12 o di 11 (a seconda che la W ha dimensione S oppure 9)
equazioni di LAPLACE. Si- determinano poi diverse classi di Vi del tipo di cui
s’¢ detto, dando risposta, fra 1’altro, ad una questione segnalata dal TERRA-
CINI (°). II § 4 costituira la Parte 1T del presente lavoro.

§ 2. — Alcune proposizioni sui sistemi lineari di quadriche.

2. — In uno spazio §-, consideriamo un sistema lineare 5, oo’y di quadriche
(k—2)(+ Ik

con k—1 << —n 5 , & matrice jacobiana identicamente nulla di

caratteristica £ —1 () Gli S,—, polari di un punto generico P dello §,-, pas-
sano allora tutti per un punto P’ (e non per uno spazio §, con [ > 0) ed uno
solo (#); si ha cosi in 8-, una corrispondenza 7 (nella quale a P corrisponde P’
involutoriamente per la legge di reciprocita delle polari) la quale potra essere
non degenere (e generalmente biunivoca) oppure potra essere tale che ai punti
dello 8-, corrispondano soltanto i punti di una V ny B <{k—2, mentre ad
un punto della V, corrispondono tutti i punti di uno spazio lineare (", Cio
premesso, osserviamo in primo luogo che:

Se il sistema Xy di 8-, @ J= 0 di caratteristica k— 1, non ¢ costituito da
cond (Sy-coni) col vertice in comune (1), 4l sistema lineare X' ottenuio segando Xy,
con generico S;_, ¢ tale che la relativa jacobiana J' ¢ una V;_, (11).

Intanto la dimensione di X’ ¢ ancora ¢, perché [cfr. TERRACINI, op. cib.
in (3)] un generico S;-, dello S,-, non fa parte di nessuna quadrica di Xj.
Si consideri poi la corrispondenza T, nello S,-,, determinata come s’¢ detto
prima da Xj; se quella non ¢ degenere allo S;-, secante fard corrispondere:

(°) Vedasi Nota II citata in (%), a pag. 707 nota (&).

(*) Indicheremo d’ora in poi con J la matrice jacobiana di un sistema lineare di
quadriche. Seriveremo J = 0, di caratteristica k — I, per indicare che la matrice jaco-
biana & identicamente nulla e di caratteristica & — L Cosi pure, nella seconda parte,.
seriveremo e.d.I.l.i. per indicare «equazioni di Laprack linearmente indipendenti »..

(8) B viceversa, come si vede facilmente.

(*) Di dimensione k — L — 1, com’® subito visto, se ha da essere J == 0.

(9) E subito visto che un sistema lineare di 8, ~coni col vertice in comune & a.
matrice jacobiana identicamente nulla di caratteristica &k — 1.

("} La jacobiana di un sistema lineare di guadriche [efr. anche BONFERRONT, op.
cit. in (%)] & quella varietd i cui punti annullano i minori d’ordine massimo estratti
dalla matrice jacobiana del sistema. Per un sistema lineare dello 8, _s, di dimensione.
3> k-1, quella varietd non &, in generale, di dimensione k — 3.
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una Vi, segata dallo S;., stesso secondo una V;_; (*2). I chiaro (per la legge
della sezione delle polari) che quella Vi, ¢ la varieta jacobiana del sistema X
di Si-,. Se poi T' & degenere, dovranno corrispondere ai punti dello Sy, i
punti di una V, e, per ipotesi, ¢ k> 0. 1’8, sega V, secondo una V,_, ai
punti della quale corrispondono, entro I’Si-,, spazi S;-,—, la cui totalitd costi-
tuisce una varietd di dimensione k—5h—2 -+ b —1, ossia una V,_,, mani-
festamente jacobiana di X

La precedente osservazione ci permetterd di ottenere tutti i sistemi lineari
di quadriche di §,, di dimensione compresa fra 4 ¢ 9 ed a J= 0 di caratte-
ristica 4, deducendoli dai sistemi lineari di quadriche di 8, la cui jacobiana
¢ una superficie. Questi uitimi sistemi trovansi gia determinati in un lavoro
di BONFERRONT. ().

Dimostreremo prima la seguente proposizione (non necessaria per lo scopo
detto prima, ma relativa a valori qualsiasi di k):

Un sistema lineare Xy di quadviche dello Si—,, @ J= 0 di caratteristica k—1,
per cui sia

(k — 1)k — 2) Ak —2)(k

& necessariamente costituito da coni (Sy-coni) col vertice in comune.
Dimostreremo questa proposizione per induzione da 8-, ad S;—,, il risul-
tato essendo acquisito per k == 4 [cfr. BONFERRONI, op. cit. in (18)]. Osser-
viamo intanto che di .X, fanno certamente parte quadriche spezzate in due
8. Infatti la totalitd delle quadriche spezzate di S,—, & co®—2 e poiché

E— Dk —2 o— 1)k + 2
PP P L

L . . . Lo 1)k A+ 2)
e la totalitd delle quadriche di S;-;, ha dimensioni --—-- 5
che X contiene quadriche spezzate. Sia S,_, un iperpiano di 8., per cui passi
qualche quadrica di Xj; supponiamo, in primo luogo, che per quello S;-, non
passino pit di co** quadriche di ZXj. Segando X con I’S;-, si otterrd in
questo un sistema lineare X, con

, 8i conclude

k— 1)k —2 kE—2)k —3
) 0>0—(Fk—3)—1> Svg-w) +1—Fk-+2 = (b — 2)(k — 3) 4 1.

2

(12) & chiaro che la V¥,_, non pud sempre coincidere con 1'S;_,, nel qual caso la
sezione sarebbe I'S;_, stesso e non una Vj_,. ’ '

(1%) C. E. BONFERRONI, Sut sistemi lineari di quadriche la cui jacobiana ha dimen-
sione irregolare, Atti Accad. Sci. Torino 50, 423-438 (1915).
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Il sistema 2§, deve essere, com’¢ subito visto, a J'=0 di caratteristica
k—2 (**) e quindi, in virtd della (5) e ammesso vero il teorema enunciato per
I’S;-,, costituito di coni col vertice 0 in comune. Ne segue che le quadriche
di X sono tutte tangenti in O allo Sj_,; vi sono dunque, in X, oo’ coni di
vertice 0, avendosi

(F—2)k+1) Ek—1)

Kk — 1) o : : . .
ed essendo (~v~2 la dimensione del sistema di tutte le quadriche di Sy
. N L
tangenti in O ad S;-, ¢ — 5 quella del sistema di tutti i coni di 8,

di vertice 0. Gli oo’ coni di vertice 0 di 25 non possono essere S-coni con

I’8;-vertice comune (passante per 0) e con i> 0, perché la totalitd degli
Syconi di dato Si-vertice in 8,-, ha dimensione inferiore a 6 — 1. Dunque
gli iperpiani Ijolari di un punto generico dello S, rispetto agli oo®~' coni
di 2; passano per 0, avendo, in generale, solo quel punto in comune e pertanto
dovranno passare per O anche gli iperpiani polari di P rispetto a tutte le altre
quadriche di Zj; cid implica che tutte quelle quadriche sono coni di vertice 0.

In secondo Iuogo, supponiamo che per 1’S;_, passino pitt di co*~* quadriche
di Zj; ne passeranno allora oo®™® e non piu (altrimenti uno S§,., generico di
8-, farebbe parte di qualche quadrica di Xj). Gli oo*-* Kz, diversi dallo
8S;—,, che insieme a questo formano le co*~2 quadriche "di 25, passeranno tutti
per un punto O (¥). Gli oo*=* fra quegli §,—,, che passano per un generico
punto P di §,—, dovranno dunque passare tutti per la retta OP. Ne discende
che nella corrispondenza T, considerata in principio, ad un punto. Dfenemco P
di 8-, corrisponde un punto P’ della retta OP, sulla quale, se 7 non & ¢ dege-
nere, rimane subordinata una involuzione di cui O ¢ punto doppio. Il luogo
dei punti doppi, diversi da 0, delle involuzioni subordinate nel modo anzi-
detto sulle rette uscenti da O & allora una Vi-: che deve essere base per Xj;
ma, dato il valore di 6 ¢ impossibile che vi sia una V,-, base. Deve danque

(1*) Se la caratteristica fosse < k-2, ad es. k— 3, segando il sistema Xj con un
generico §,_, dello S;_, si otterrebbe un sistema X" nello 8,5 di dimensione ¢’ a J = 0
di caratteristica k — 3, costituito percid (in virti del teorema enunciato, supposto vero
in §p_,) da 8;- coni col vertice in comune. Allora Zj dovrebbe essere costituito da
Sy - coni con IS, - yertice in comune; ma la totality degli S, - coni di §,_, con dato
8, vertice ha dimensione inferiore a ¢’. Non pud dunque essere la caratteristica di J
inferiore a k& — 2. ’

(18) Perché imporre alla generica quadrica di Zj di passare per I 81, comporta sole
condizioni lineari nei parametri del sistema.
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essere 7' degenere ed al punto P, generico di S;—,, deve corrispondere il punto
fisso 0, da cid segue che Xy ¢ costituita da coni di vertice 0. La proposizione
& cosi dimostrata.

Nel caso k == 5, dalla precedente proposizione segue che i sistemi lineari
di quadriche dello 8,, di dimensione 7, 8, 9, a J= 0 di earatteristica 4, sono
necessariamente costituiti da S,-coni col vertice in comune.

Passiamo ora a determinare i sistemi lineari di quadriche dello §,, di di-
mensioni é = 4,5, 6, a J=0 di caratteristica 4 (3%). All’'uopo eci serviamo
della prima osservazione di questo paragrafo. Dal lavoro di BONFERRONI citato
in (1%), sappiamo che i sistemi lineari di quadriche dello §;, di dimensione
d =4, 5,6 per i quali la jacobiana & una superficie, sono:

(a) sistemi con conica base,

(b) sistemi con quattro punti base complanari (tre dei quali mai alli-
neati) (7),

(e) sistemi con punto e piano polare fissi (cioé sistemi oo
0’1 coni col vertice comune),

(d) sistemi contenenti tutte le coppie di piani di un fascio,

(e) sistemi contenenti tutte le quadriche per due rette sghembe,

(f) sistemi di quadriche per un punto ed una retta.

° contenenti

Si vede intanto facilmente che un sistema lineare di quadriche dell’§, la cul
sezione con uno S, generico ¢ un sistema dei tipi 2) e b) non é¢-mai a J= 0.
Invece i sistemi dei tipi ¢), d), e), f) possono essere sezioni, con §; generico,
di un sistema lineare di quadriche di 8; a J= 0 di caratteristica 4. Omettendo
i semplici ragionamenti, concludiamo dall’esame dei tipi anzidetti che i si-

stemi cercati sono i seguenti:

1) sistemi di dimensione 4, 5, 6 contenenti rispettivamente oc®, co?, co”
S,-coni di dato §,-vertice; '

92) sistemi di dimensione 4 contenenti le oo? coppie di S, di un fascio;

3) sistemi di dimensione 4 contenenti il sistema oo® di quadriche (coni)
passanti per due dati S,;

4) sistemi di dimensione 4 e 5 di quadriche passanti per una retta ed
un S, dell’S,. ' '

Ai precedenti sistemi vanno poi aggiunti:

5) sistemi di dimensione ¢ (con 4 < §<9) di Se-coni col vertice in co-

mune, ‘ :

(3%) Che non siano costituiti da coni col vertice in comune.
(17) Se tre déi quattro punti fossero allineati si avrebbe il tipo (f).
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I precedenti cinque tipi esauriscono tutti i sistemi lineari Zy eon 4 <69
dell’S,, per cui J= 0, di caratteristica 4.

3. — Come gia ’¢ detto nel n. 1 il TERRACINI ha dimostrato, nel lavoro
citato in (%), che i sistemi lineari di quadriche dello 8j~1, di dimensione ¢, con

(o —1—1)(k —1+2)

E—1<6< 5

y (1>1),

a J = 0 di caratteristica ¥ —1, sono quelli Ia cui sezione con un generico S,

dello §;—; ¢ un sistema lineare di gquadriche di quello spazio, a J= 0 sempre

di caratteristica k-—1. Tenendo conto dei risultati del n. 2 si ha cosi subito:
Un sistema X, con

(o —1— 1)k —1 + 2)
2 ¥

di quadriche dello Sy-,, a J= di caratteristica & —1 ¢ necessariamente costituito
da Spy-coni con V'S, -vertice in comune.

Inoltre, riguardo al caso k = 5, e ricordando quali sono i sistemi lineari
di quadriche di S, di dimensione 3, 4, 3, a J = 0 di caratteristica 3 [cfr. Bown-
FERRONI, 0p. cit. in (1%)] si hanno i seguenti sistemi lineari di qumdnche dello
8;, a J =0 di caratteristica 3:

1) sistemi, di dimensione 3, 4 e 5, di §,-coni, con I'S;-vertice in comune;
2) sistema, di dimensione 3, di coni passanti per due Ss;
3) sistema, di dimensione 3, contenente le co? coppie di S; di un fascio,

Infine 'unico sistema oo? di quadriche dello §;, a J= 0 e di caratteristica 2,
¢ costitnito dalle coppie di S, di-un fascio.

Aggiungiamo ancora una proposizione sui sistemi Xy di Sy, a J=0 di
caratteristica k-—1:

Un sistema lineare Xy di quadriche dello Sy—y, a J= 0 di caratteristica k — 1
¢ dimensione

k— 1)k —2)

| oy . . . . . . S . .
se non ¢ costituito di Sy-coni col vertice in comune, contiene oo®~* cons con I'S,-ver-
tice in comune. ‘

Intanto osserviamo che, in base al n. 2, la proprietd & vera per k = 5.
(k — 2)(k — 3)
Inoltre, essendo 6 - 2k —2 = 5 , 23 contiene certo coppie di Si-,.
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Consideriamo dunque uno S;-, per cui passi qualche quadrica di Xy e suppo-
niamo in primo luogo che di tali quadriche non ve ne passino pitt di co*3.
Allora la sezione ¢ un sistema X, con
6 >0 (k—3)—1 = (I"fi“‘l‘l“l’ﬁ‘,%)

ed a J' == 0 di caratteristica k-2 (*%) e, in virta del teorema dimostrato nel
n. 2 e del teorema presente, supposto vero per I’S,—,, ZL,'-, ¢é costituito da coni
col vertice O in comune oppure contiene oo®~' §,-coni con 1’S,-vertice in
comune. Nel primo caso tutte le quadriche di X toccano S;-, in 0, nel secondo
in X vi sono co®~! quadriche che toccano §,., lungo uno stesso S,. Ragio-
nando allora in modo analogo a quello usato per il teorema del n. 2, si con-
clude che 2y & costituito da coni col vertice in O oppure contiene oo’ §,-coni
coll’S,-vertice comune (**). Lo stesso dicasi se per 1’S;—, passano pit che oo*?
quadriche di Zj.

Non ci soffermiamo ad enunciare la proposizione che si deduce dalla pre-
cedente per mezzo della proposizione del TErracINI menzionata in principio
di questo n. 3 e rignardante i sistemi a J=0 di caratteristica k—1.

Osserviamo infine che i sistemi lineari di quadriche dell’S, elencati nel
n. 2 si possono estendere immediatamente, in vari modi, si da fornire sistemi
lineari di quadriche dello 8, a J=0 di caratteristica t—1; non sappiamo
perd se quei sistemi esauriscano tutti i sistemi di quel tipo, di dimensione ¢
soddisfacente alle limitazioni . (4) (2°).

§ 3. — Varietd rigate i cui spazi tangenti ricoprono una W di dimensione
inferiore alla ordinaria.

4. — In questo paragrafo e nel successivo § 4 dovremo integrare i sistemi
di equazioni di Larrace la cui forma ci sard fornita, come & stato spiegato
nella Introduzione, dai risultati della parte precedente. Ci riferiremo per lo
pint al caso k = 5, limitandoci ad enunciare le estensioni a valori qualsiansi
di k& quando queste non presentino difficoltd. Non ritorneremo sui risultati
gis acquisiti dal TERRACINI e ci limiteremo a citarli ove occorre.

Incominciamo a considerare quei sistemi di equazioni di LAPLACE tali che
il sistema di quadriche associate abbia per sistema apolare duale un sistema

(18) Vedi annotazione (14).
(19) Per la seconda eventualitd si dovra tener conto che & &k > 5.

(20) 8i veda anche: L. MuraccHiNi, Le varieta Vi cui spazi tangenti ricoprono una
variela W di dimensione inferiove alla ordinaria, Boll. Un. Mat. Ital. (3) 2, 97-114 (1951)."
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di Sjy-coni col vertice in comune. Di questi ultimi sistemi, in §,—,, ve ne sono
di tutte le dimensioni & con :

(h—2)(k + 1)

E—1<d< R

e si tratta di sistemi a J=0 di caratteristica % — 1. T sistemi di equazioni di
LAPLACE che se ne deducono contengono dunque ¢ equazioni linearmente
indipendenti con

k(b — 1)

(5) r<a<MED

Le 7, che soddisfano ai sistemi di equazioni del tipo suindicato sono tali
che la relativa W (varietd ricoperta dai relativi spazi tangenti) ha dimensione
2k —1. Di queste varietd ci occuperemo in primo luogo, e solo in seguito ci
occuperemo di quelle per cui la W ha dimensione 2k -—1 con I>1.

Si vede facilmente [cfr. anche TERRACINI, op. cit. in (2)] che, nel caso che
stiamo considerando, fra le d equazioni di LarrAce, linearmente indipendenti,
del sistema ve ne sono k che, con una opportuna scelta dei parametri v si
serivono '

6) Iym(kk) =0 ,

( | @9 = 3 a2 + aua® + ax, (t=1,.., k—1).
Ora i1 TERRACINI (?1) ha dimostrato che se il numero d delle equazioni di
LapPLACE del sistema considerato &

E<d<2K—3,
allora la V, & un cono (S,-cono) proiettante una V-1 che soddisfa a d— &
e.d.L.1i.. Questo risultato insieme con la proposizione dimostrata nel n..2
ci permette di enunciare la seguente proposizione che ne estende una dovuta
al BOMPIANT (22): ,

Le varieta V. (k> 3) per le quali la varietd W degli spazi tangents ha dimen-
sione 2k—1 e che rappresentano d (con k < d < 2k — 3) equazioni di LAPLACE
linearmente indipendenti, sono coni di prima specie, che proiettano una V.,
soddisfacente a d—k e.d.L.1i.. .

Se poi &

2k—2<d<3k—1T

(*1) Nota I citata in (2). :
A(**) E. Bowprawi, Sistemi di equazioni simultance alle derivate parziali a caratteri-
stica, Atti R. Accad. Sci. Torino, 49, 83-131 (1913-1914).
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con k > b, sussiste un altro.risultato del TERRACINI (*°) secondo il quale la Vi
¢ ancora un cono proiettante una V.., che soddisfa a -d — % e.d.L.l.i. oppuré
¢ una sviluppabile con curva direttrice. Nel caso k= 5, in base a quanto s’¢
detto nel n. 2, rimangono ancora da esaminare i sistemi di equazioni di La-
PLACE con d = 9 oppure d = 10, i casi d =4, 5, 6, 7, 8 rientrando in quei
risultati ora menzionati. Esamineremo ora i casi anzidetti d = 9 oppure d == 10
relativi a &k = 5 e vedremo poi come i risultati si possano estendere a valori
qualsiaﬁsi di k. :

Abbiatno dunque un sistema di d = 9 oppure d =10 equazioni di LA~
rLACE fra le quali ve ne sono cinque che si possono scrivere: A

[ 269 =0,
(7) N o
as) = ¥ a2 4+ azx® + aw, (i=1,23,4).
1

Seguiremo un procedimento analogo a quello adoperato dal TERRACINI nel
suo lavoro pin volte citato. Eguagliando le derivate terze x(¥/% e x(i%9) rica-
vate dalle (7), si vede subito che la V, deve soddisfare le equazioni

4 .
(3) > (a2t —a; @) ~0, (4, ]=1,2,3, 451 Fj),
1

il segno ~ indicando che il primo membro differisce dal secondo per una.
espressione lineare e omogenea in x e le sue derivate prime. Le (8) debbono
essere combinazioni lineari delle d equazioni del sistema considerato e poiché
in esse non figurano le derivate seconde z(®®), dovranno essere combinazioni
lineari delle 4 oppure 5 equazioni del sistema, diverse dalle (7). Le quadriche
associate alle equazioni (8), ossia le quadriche

|
(9) i:O, (4§ =1,2,3, 45 1 5%7),

dove le 6, sono coordinate omogenee di un 8,, (i =1, 2, 3, 4, 5), dovranno
appartenere ad un sistema oo® o ool. Nelle (9) non figura 6;; consideriamo
allora ’omografia dello §; in sé di equazioni ‘

) 4 ) ,
(10) 0; = z a0, (i=1,2,3,4);
' 1

(3%) Nota II citata in (3).
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se non e degenere, un teorema del TERRACINT (*4), assicura che 'omografia (10)
¢ identica, o ¢ una omologia, o ¢ una omografia assiale o biassiale; in ogni caso
possiede almeno una retta  di punti uniti, Se la (10) fosse degenere conside-

reremmo in suo luogo la

4
(107 0, =3 a0, + of, (i=1,2,3,4),
1

scegliendo « in modo che quest’ultima omografia non sia degenere, il che ¢
palesemente sempre possibile. Si noti che le quadriche

E
|

(9') : =0,
|

-coincidono’ con le quadriche (9). Ora, se l'omografia (10) o (10’) & identica
-oppure una omologia, si ha un caso gia trattato dal TERRACINT (2%) e risulta
che la V; &, nel caso attuale, una sviluppabile (*) con curva direttrice non
.generica pero, ma tale che le sue ulteriori direttrici (se ne possiede) o variety
focali soddisfano ad una o due equazioni di L APLACE, come si verifica facil-
mente. Supporremo dunque che l’omografia (10) o (10’) possegga al pitt una
semplice infinitd di punti uniti; com’s noto, esiste allora una o (funzione evi-
dentemente delle 7) tale che la matrice

! Ay — 4 gz 3 Qyy

(11) | Qay Qoo — 0 Qg LN
} Qg gy Qg3 — 0 Aoy ’
J Qg Ayo Ay gy — @

(oppure quella che si ottiene sostituendo a;; + o ad @;;) si annulla con carat-
teristica 2. 8i pud dunque porre:

@iy == s + s,

t,j=1,2,34)
@i; = lpi + powi + @ (37), @7 T R

(*%) A. TerrACINI, Su una questione che si presenta nello studio delle omografie tra
-spazit sovrapposti, Giorn. Mat. Battaglini 53, 178-185 (1915). :

(®%) Nota II citata in (2).

(*¢) O addirittura un cono, proiettante perd una ¥, che soddisfa a 4 oppure ‘a 5
equazioni di LAPLACE. '

(*7) Oppwre ¢ + o in luogo di p e cosi pure nel seguito. Seriveremo sempre o anche
se vi dovesse essere g 4 «.
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le 4, u, p, p essendo funzioni delle 7, tali che non s’annullano le matriei

O

Dx = gtV + @ + pa® 4 V),
P = p,w'D - pa® 4 gt 4 gyt

|
v

Posto

le equazioni (7) si scerivono ora:

(12) (59 = 0,
28D = 1,Px + ¥V + a2t + oD 4 ax, (h=1,2,3,4).

La prima delle (12) fornisce #5539 =0, (i ==1, 2, 3, 4), ricavando la stessa
derivata terza dalle altre quattro equazioni e sostituendo nelle espressioni
trovate, in luogo delle 249, 1 secondi membri delle (12) stesse, si perviene final-
mente ad espressioni lineari ed omogenee nella z e le sue derivate prime. Ma
poiché la V; che stiamo considerando non pud soddisfare ad alcuna equa-
zione del primo ordine, dovranno annullarsi i coefficienti delle derivate della x
e della # medesima in quelle espressioni. Si trovano cosi le seguenti relazioni-

‘ 4
a3) g + 200+ @r 2 A + @AY +
1

4

- pp® + 209, + po 2 peps) F oy =0, (G5 G r=1,2,3,4),

1
1
(14) ¢* + 09 + A(g® + 20p: + ¢: 3 Aeps) + pih +
1
4
—+ lu,-(qus) + 2oy + wi D gy q)fﬂf” =0, (1=1,2,3,4).
1

Dalle relazioni scritte si pud dedurre che deve essere g* + ¥ = 0; tuttavia

non svilupperemo i caleoli necessari a dimostrare tale fatto poiché esso risul-

terd da una proposizione pit generale che dimostreremo in seguito (pag. 445).
Poiché p* 4 o® =0, risulta dalle (13) e (14) che le matrici

|

(5) (s)

(15) H Aoope AP pd | H‘Pi i Qi P

si annullano, con caratteristica 2.
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Di ¢ib ci serviremo in seguito. Consideriamo ora nuovamente le equazioni (12}
dalle quali ricaviamo ora le derivate terze (9 (i, j =1, 2, 3, 4; i 5% j), in due
modi; eguagliando le due espressioni trovate e sostituendo ancora alle #(® i
secondi membri delle (12) stesse si trovano le nuove equazioni:

(16)  2(D)? + pi(Pa) D — 2 (D) D — pu (Pao)D +
+ A0 — 4 4 Qi — L) P 4 (1 — p? 4 psss — g P +
+ (01 — a0 — a,)at? — (o) — aup — a;)a? +

A+ () 4 (L =0, (1, j=1,2, 3,45 i 5%4);

non abbiamo scritto i coefficienti di #(9 ed z perché non interessano per il
seguito. Moltiplichiamo la (16) per Ay, — A, e sommiamo poi le sei equazioni
ottenute dando ad 4 e j tutti i valori che possono assumere, e prendendo i
primi membri con l’oppmtuno segno (*8); cio che rimane & I’espressione:

(17) [ z =+ }»L,uz—' lﬂk)(z(])— }-(') ]Q'E + [ z =+ )w,uz— AZ[LL)( e ,U,gi))]spfv -+

k,U,i,5 k1,41

z(h) () x® x(3)

o —ape—da; o —ayo—a, 0¥ —ayp—ay o) — Ag50 — Q4

re Ay 23 Ag
Hy ) o k Ky Ha
+ ()2 (Le =0, : gy ke l=1,2,3,4; ie§ 2k =£10).

Poiche¢ Iespressione scritta ¢ lineare e omogeneanella @ e le sue derivate prime
soltanto, dovranno annullarsi i coefficientidi quelle, per il motivo gia addotto
per le (13) e (14); si trovano cosi le relazioni:

, | eW—ago—a; oM —au0—a, o® —ay0—q
(18) A1234(Pf -+ rmaﬂ/)i - j R Ay . A - 0»7
i
f i . Mz 1

(4,4, ky 1 =1, 2,3, 4; v FEE 2,

(2%) In modo da ottenere lo sviluppo di un determinante secondo la nota lerrola
di LAPLACE.



ricoprono una variete W di dimensione inferiore alla ordinaria

_avendo posto

] Ax-::u = z i (/’.k[ul — ﬂuy,,‘)(lf.") R Z,J(.')) ,
k,1,1,7
(19) - . .
l I'IQM = z :i: (}.k'u, —_— /"u‘uk)(/tf.’) —‘/,ng)) .

ki,

Distingueremo ora due casi:

a) Ayons == Diogy = 0,
b) non entrambe le due espressioni si annullano.

449

Nel caso a) Pannullarsi delle (19) esprime che il sistema ai differenziali totali

/’;1 (1'171 + ng’fg + 23 d'ca “%" 24 d’64 =0 9

{20)
pa Oty + Q7 A s dzs 4 pude =0,

& completamente integrabile; esistono cioé¢ due funzioni f(zr) e ¢(7) (funzioni

delle sole 7y, T, 73, T4) (¥*) tali che:

(l) - 7 : " V
(21) { f o “,Ai e
9 = B+ B

con o/ —o'f' £ 0.

(i=1,2,3,4),

Operiamo ora nelle nostre equazioni (12) il cambiamento di parametri:

0y = Tp Oy =Tz 05 = f(T1y Ty Tsy Ty) s 0425(71772,73574)7 05 = Ts5 3

quelle equazicni diventano allova:

[ 259 =0,

2 4 fD709) - gD = (L, + pap) oD+ (Raps + payo)2® +

4 (LDf + wPHED + (4,:Dg + g 4 gzt + of 12 -

(22) + 09 Pa™ 4 apr® 4 au (i=1,12),

O35+ gHpUD = (Aypy + pp)aV - (Ape + o) +
+ (1Df + pPHE® 4 2,0y + u PP 4 of N +

+ gg(j)m“) -+ a»j5$(5) + a;x, (j =3, 4).

Risolvendo rispetto ad 20D e a(3», e tenendo conto delle (21), si trovano

(®) Si tenga presente che s’annulla, con caratteristica 2, la 4, pu; A® u{®|.
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per quelle derivate seconde espressioni della forma:

j a0 = gtV 4 2P L A

23 v
(23) I @2 = g 4 4,00 | B,

dove le 4,, 4,, 4, B sono espressioni che non occorre esplicitare.

Le (23), insieme con la #(55 = 0, mostrano che le varietd Vs, oy== cost.,
gy == cost. situate sulla nostra ¥, sono coni; la V; stessa ¢ dunque una svilup-
pabile con V, direttrice. Si verifica poi facilmente che, viceversa, una ¥,
sviluppabile con V, direttrice (situata in uno spazio di dimensione sufficien-
temente elevata) verifica, in generale, 9 oppure 10 equazioni di LAprace 1.i..

Veniamo ora al easo b), cioé al caso in cui non s’annullano le due espres-
sioni Ay e TNy . Consideriamo le equazioni (16); se ne deducono subito le
altre: ‘

(D)) (D)) (D)t |

i
!

(24) § ;»,' ).j ;'l j + Hiﬂ{U + A0 == 0,
I 1 T

(8 jy 1 = 1,2,3,4)

’ (Pa)® (W) (@)
;'i Zj /‘:'l ‘ + ]fl-_,-,w + b,‘j[&?] =0 s
“ My me

i

|
|
H
|

dove H;;;, e K;; sono operatori differenziali del primo ordine (del tipo cioe

5 0
> “"5_) ed a;, by funzioni, che non occorre esplicitare maggiormente.
T;
1 i
Le equazioni (24) e (24), ora scritte, possono anche scriversi nell’altra.
forma:

i

le & 2!
o {811 o er o, '
(25) @ - L He g =0,
i ¥ [
f My My My
(i: .’ l = 17 27 33 4)7
0 [é] 0
or, or; or .
(25') ' . xl | &+ K%+ b =0,
&3 7 2
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dove HY;,, K, sono nuovi operatori, sempre del tipo indicato sopra. Ora.
operiamo sulla (25) conl’operatore ¥ e sulla (25') con "operatore @; sottraendo
membro a membro le derivate terze si elidono e si trovauna nuova equazione-
di LarrAcE che deve essere conseguenza di quelle9 oppure 10 alle quali sod-
disfa la V. Si vede poi facilmente che la quadrica associata alla nuova equa-
zione ottenuta é&:

b0, 0, 6, .
(26) & 2 a0 JO)FPOH0)— POIE,0) =0, (i,],1=1,23,4),
T

dove Y¥(0) indica il polinomio lineare che si ottiene sostituendo, nell’opera-

tore ¥, 0; ad — e analogamente per gli altri simboli. 11 polinomio f(0) & poi
oT;

quello che si ottiene in modo analogo a partire dall’operatore lineare ¥® — Q.

Le (26) mostrano che, nell’S, in cui le @ sono coordinate proiettive, si annul--

lano i prodotti: ‘

0; 0; 6, ‘
‘ 2 2 A , f(@) s (4,4, 1=1,2,3, 4),
TN N

sull’S, di equazioni W(0) = @(f) == 0; e poiché¢ la matrice [A;, ;| non si
annulla, per ipotesi, segue che f(0) =0 & combinazione lineare delle:
P(h) = D) = 0. Com’¢ noto, cid significa che il sistema di equazioni diffe-
renziali lineari (ed omogenee), nella funzione incognita o,

(27) Do =¥ =10

& completo. Hssendo poi nulla, di caratteristica 2, la matrice | ¢; ;™ v |
& completo anche il sistemas:

2
(277 P = Vo = — =

- a
OTS

Tale sistema possiede dunque due integrali ¢,, ¢, indipendenti, funzioni solo-
di 7,, s, Ts, T4. Si potrd allora effettuare il cambiamento di parametri.

0y == 03(T1, Tay T3, T1) Ty == 02Ty Toy Tay Ta) s Ug == T3, Gy ==Tgy 05~ Ty
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nelle equazioni (12). Si ottengono cosi le nuove equazioni:

0% 0.
o = 7
@8 S (,)( i o
P ) (3)
r—_z-1 " \2¢, 20, 0 , = (Aipy + waps)e'® +
7L (7»;‘]94 "}L ,u/i‘(/)d)m“) + a}.;_)q/(-‘i) ’;T” a;ir, (7’ == ]7 27 37 '1).

Indicando ancora con 2!’ le derivate seconde di @, ece., rispetto alle g; ora
le (28) risolte forniscono il sistema:

(29) @59 = 0, ,
@) = o L 4,2 L 4,20 4 428 L A, (1=1,2,38,4),

dove le 4 sono espressioni che non occorre scrivere esplicitamente. Possiamo
ancora porre (adoperando le stesse lettere di prima senza che cid porti ad
alcuna ambiguita):

.(29’) . Az‘j = 2:'(]73' -+ HiP; s

dove presentemente i = 1, 2, 3, 4 ed § = 3, 4 soltanto. T facile verificare che,
dalle ipotesi che avevamo ammesse per le primitive 4, u e ¢, p, segue che &
diversa da zero la matrice delle nuove 2, it e cosi pure é:

. . P3 '} f
30 R | L2 0,
(30) RN

Si pud poi operare sulle (29) come avevamo operato sulle (12) per giun-
gere alle relazioni (18), ed ¢ subito visto che le nuove relazioni che si ottengono
si ricavano formalmente dalle (18) ponendovi @y == @y == P = P, = 0 [benin-
teso nelle relazioni che si ottengono le 4, u e @, u sono le nuove quantitd che
figurano nelle (29')]. Si ha cosi: .

: oW — Ao — Ay o) — A0 — Ay oW — A0 — A, l . 1.9
. i 1,2,
Gy | 1 4 Py g_O,CJ:&>,
| i ey i ;
ol — Adyo—4; oW — Ao~ 4, ot — A0 — 4, ‘
32)  Apea; + Tiosay; + ; Ay 2 2 f==0,

; 1 1223 My

(=345 ] #ik~1=1,224)
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Le quantit® A e Iy che figurano nella (32) sono le analoghe di quelle
che figurano nelle (18). Se le nuove Ay, e Iy sono entrambe naulle, ragio-
nando come s’era fatto prima si giunge alla stessa-conclusione; supporremo
.dunque che una almeno di quelle quantitd sia diversa dallo zero. Se lo sono
entrambe, sommando le (31) e (32) moltiplicate rispettivamente per A, e 2;,
€ poi per p e u;, Si ottengono relazioni: '

Alsaxs(zafpa 4 }»4<P4) -+ r123k4()~:{?/)3 + 7»41/’4) Z,O s
A1234(/Ll3993 + #4(7)4) + riea4(#s% -+ M;‘P) =0.

q)3 ‘p‘ll#oy for_

Queste, tenendo conto che Ajyy 2 0 e Ty 55 0, come pure | E
: E Y3 Y4ui

niscono

(33) | B

Alla stessa conclusione si giunge se una sola delle Ay, I, & nulla, come
si vede facilmente. Le (31), tenuto conto della (33) forniscono poi:

by 2y

Loy 7 '
| 8 | (9(3) - Ass@ — 4;)— L o | (9(4) - A459 - A4) = Oa
(34) e PHe By . o
B IR AP TR N TR VN B
| (o — Ay — 4y) — | | (0" —Adz0—4,) =0.
My M e Mgy

Formiamo ora le equazioni che si deducono delle (29) eguagliando le derivate
terze: " ‘ ’ .

p(183) — p(351) , 2(258) — p(352) , p(158) — p(a51) ,

(35) m(2545 — {1,‘(452? , 2(483) — (354)

Si vede facilimente che dalle due equazioni 2(159) = (351, g(150) — g{451) §i pos-

sono eliminare #(V, 21, x(9, tenendo conto di (33) e (34); cosi pure per le
? ? ? )

due equazioni (259 = x(352), (250 — 2(152) 5i possono eliminare fra di esse (¥,

22, 20, In definitiva dalle (35) si deducono tre equazioni:

239 = o, 4 5 |- 9,29 + Oy,
(36) 3D = o® - B - p2(®) 4 Sy,
l @40 = 0z® 4 B |- 30 + O

31 —~ Rivista di Malemalica.
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dove le oy, f:, y;, 6, sono quantitd che non occorre specificare. Le (36), in-
-sieme con la %9 = 0 ¢ quelle delle (29) che si ottengono per i = 3, 4, mo-
strano che le V;: o, = cost., o, = cost. della nostra Vs sono S; (3¢). Tutto
cié nell’ipotesi che le 2% — #(i73) forniscano effettivamente equazioni indipen-
denti in (), 220, 4049, quando si operi nel modo indicato. Una analisi det-
tagliata delle varie possibilitd, (che tralasciamo perché non presenta nessuna
difficolta) mostra che, nelle ipotesi ammesse, si berviene sempre alle (36),
tenendo conto delle (31), (32) e (34); a meno che non sia M=l ==, =0
ma allora le (29) mostrano che la V, possiede una superficie direttrice. Ritor-
nando al caso in cui la V, & luogo di oo®S,, 6y = cost., ¢, = cost. & facile
vedere [procedendo in modo analogo a quello seguito dal TERRACINI nel suo
lavoro citato in (?)] che uno di quegli S; & incontrato da tutti quelli ad esso
infinitamente vicini in uno stesso punto. Basta considerare I’S;, definito dai
punti @, #@, &, 4¢) e quello infinitamente vicino corrispondente ad incre-
menti generici doy, do, di o; e o,, che & definito dai punti:

2+ aWdo; + 2@ do,,  2® + #0 dg, + 20V dg,,

¥ 4 2 do;, + 209 de,, P 4 26D dg, + 262 dg, .
Entrambi quegli §; contengone il punto:

@) — 0 + (A1 doy + Agdoy) + #V(4y, doy + A, do,) +
+ w(S)(AIS doy 4+ Ay do,) + (4, doy + 4.doy),

che, col tendere a zero di do, e do, tende al punto (5 — px. Concludiamo che
nel caso attuale la nostra V; & una oo? di o, tangenti ad una superficie. Si
verifica poi facilmente che una V¥, di quel tipo soddisfa a 9 equazioni di
LaprAcE 11, fra le quali ve ne sono cinque del tipo (29).

In conclusione possiamo affermare:

Le V; che rappresentano un sistema di 9 oppure 10 equaziont di LAPLACE L.4.,
cinque delle quali sono della forma (7), sono coni protettanti da un punto una
V, che soddisfa a 4 oppure 5 equazioni di LAPLACE Li., o sono Vs sviluppabili
con ocurva direttrice o superficie dirvettrice o infine sono costituite da oo? 8, tan-
genti ad una superficie.

5. —~ Siamo ora in grado di estendere i risultati, conseguiti per k¥ = 5 nel
precedente paragrafo, al caso di k qualsivoglia, dando cosi risposta anche ad

(*) Si veda la Nota II citata in (2).
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una questione che il TERRACINI segnala a pié di pagina nel suo lavoro piu volte
citato (°**). Incominciamo collo stabilire una proposizione di cui gid abbiamo
detto a pag. 447. Consideriamo una oo di rette V;, con S, tangente fisso,
lungo ciascuna retta; & noto che, per una opportuna scelta dei parametri
la- V; soddisfa alle k equazioni di LAPLACE:

, ] g = 0,

(37) k-l .

l 25 =3 a;,4") + azx® + a, (t=1,2,.., k—1).
r=1 .

Orbene: le radici dell’equazione in p:

Ay — @ Ay A1r,—1
73} Qoo — O s 123
(38) = SRl =0,
Ar—1,1 Qpm1,2 Qp—y,1~1 [

[indicate con g;, (4 =1, 2,...,, k—1)] soddisfano alla relazione

(39) o L =0, (6=1,2 .., E—1).
Seriviamo I’equazione (38) in forma sviluppata:

(40) (= 1)lgt b A iob? . Ay ot b Ay =0 ;

com’® noto (—1)!4,; & la somma dei minori principali della matrice |ai,
d’ordine k —17-—1. Per dimostrare la proposizione enunciata considereremo,

1
invece della (40), I’equazione in ¢ = E:

(41) At 4 Ago*2 . Apetr 4 L (= 1) =0
e dimostreremo che le radici di questa soddisfano alla

(42) o® =1, (6 =1,2,.., k—1).

‘(31) Nella Nota IT citata in (%), pag. 707, annotazione (8).
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Per questo basterd dimostrare che sussistono le relazioni:

(43) {Zo )W =k—1,

43)  { (000 00) J = (k—1) 3 (0,02 ... Gams) s (h=2,8,.., k—1),

dove abbiamo indicato con Y (6,0 ... 6,) la somma dei prodotti delle g, ad &
ad k. Si vede subito infatti che dalle (43) e (43’) seguono le (42), Posto 4=
= (—1)*1 le (43) e (43') si scrivono

AL )W
(44) —{1—2} =k—1,

(44") — { % }(") — (k— 1) -liil , (h=2,3, .., k—1).
Ora consideriamo le equazioni (37), derivando rispetto a 7, quelle che seguono
la prima, tenendo conto delle (37) stesse e del fatto che ¥, non pud soddi-
sfare ad alcuna equazione alle derivate parziali omogenee del primo ordine.
sl trovano le relazioni:

(45) aly) = —-kila,i,a.,,- , (B j=1,2,.., k—1),
=1
e queste forniscono intanto la:
{ Jais] J9 = — (a1 + oo + o+ Gimy, 1m1) | @]
e da queste segue subito la (44') per h = k—1. La (44') si pud poi scrivere
(46) AP = (—1)=14, A,y — (b — ) Ay

e ricordando il significato delle A4,, tenendo conto delle (45), si dimostra la
(46) per tutti i valori possibili di » con calcoli che non presentano difficoltd
e che percid tralasciamo @i riportare.

Consideriamo ora il sistema di equazioni di LAPLACE (37) e supponiamo che
P’equazione (38) abbia una radice p, per la quale il determinante (38) si annulli,
di caratteristica ¥ —1—1 (e quindi, com’® noto, che p, abbia molteplicitd I
almeno). Si potrd allora scrivere:

(47) { Qis = Uy V1; ~F oo = U1y, Va—tm1, 05 (i :/—‘?: =1, e k—1),
@i == Uy V1 + oo T Up—im1, Vr—1-1,¢ T Q15 (t=1,.., k—1),
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le due matriei [|u], |v] avranno caratteristica k—1—1. Posto

k-
Viw = 3, v, (r=1,.., k—1—1),
1
le equazioni (37) potranno scriversi:

(48) an =9,
l @D ==y Vo - o Vo oo iy o Vierma® + 0020 4+ 4 4 qum.

Su queste equazioni opereremo ora come abbiamo fatto nel precedente para-
grafo sulle (12). Derivando rispetto a 7, si otterranno intanto relazioni del tipo:

h=1-1 E—1-1 kel-1
(49) z ’ZG(L)U -+ Z N:ﬂ'(l‘ i 291 Zs WUsiVs; +
1 1
k—1—1 Bl
+ 3 { s 3w, 1 =0, (i£j=1,.. k—1),
1 1

queste relazioni sussistendo anche per i= §, quando si tenga presente che deve
essere o 1 o? — 0. Dalle (49) si deduce che s’annullano le matrici:

%4 gy - gy e Mgy
|t Usy Usgy e Upg e
(49") (i=1 E—1—1)
’ — Ly eiey ’
Uyp—1—1 U g1 Uz p—1—1 o Wp—p,p—1—1
wl®) %) (%) wulk
Uy U Ugy e uy

e le analoghe relative alle v,;.

equazioni g = g, ({ 2§ =1,..., k—1), e

. . kE—
Formiamo poi le ( 9

. A e
prendiamole a (7” 91 +1> @ <7“ ‘)l ! 1> (3?), facendo circolare gli indiei 4, §;

P4} b4

moltiplichiamo ciascuna delle equazioni, di uno dei gruppi di (k - E) +1> equa-

(32) Considerando quelle delle x(¥) = z(79) che si ottengono relativamente a
EF—1-+1 indici % e § fra i k— 1 possibili.
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zioni, opportunamente per altrettanti minori estratti dalla maftrice

Uy Uys RO A
Usay Uag e Uy
Wit n Wpmp e Uy pegg

e poi sommiamo. Otterremo cosi equazioni dove non compaiono pit le deri-
vate del secondo ordine, che forniscono le relazioni (relativamente al gruppo @
di k—1 -1 indici 4;, %y, tpor0q):

~ |7y
(50) vy 4 DD o Oy, b, DGV -

Qg"'l) — “i,,kQ — a;, P inlc—l) — a,-k_l,ko——a.,-k_l i
rll/il’l o uik—l ’1 ;
+ . | =0 y
Uiy ytmi—1 U ph—i=1 !
w 1 2 i
(51) 01, G + 0, A L ey AGD —

1e (50) dovendosi prendere circolando in tutti i modi gli indici 4, 74, ...y Gprtq
e le (51) valendo per tutti gli indici » che non appartengono al gruppo. Le
quantitiy Ag‘) @ k—1- 1 indici sono quelle il cui annullarsi (*%) esprime le
condizioni di integrability del sistema ai differenziali totali:

(52) Uy ATy + U, ndre + .00 - Ui-1,2 AT~y = 0, (b= 1, i k—1—1),

cioé l’esistenza di k—1—1 funzioni fs, indipendenti, e funzioni delle 7, ...,
T:—1 Soltanto, tali che:
gi) = U5 Ui,1 + Csols o + ves + As, k—1—1%s, 1—1-1

=1,y k—1; s =1,..., k—1—1).

Se tutfe le A sono nulle, ragionando come nel paragrafo precedente, si vede
che la ¥y sviluppabile che soddisfa alle (48) possiede une varietd direttrice a

(*®) Insieme con U'annullarsi delle matrici (49').
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k—1—1 dimensioni, V.-—;. Ora osserviamo che dalle (50) e (51) segue, nel-
Vipotesi '

E—1>20k—1—1),

ossia se
k-1

9 ’

>

e tenendo conto del fatto che la matrice |v| ha caratteristica k—1—1, che
k 1 .
le A sono tutte nulle. Se invece si ha 1< %, pud accadere che le A

non siano tutte nulle; possiamo tuttavia dimostrare che:
Se la radice g, , della equazione (38), che rende nullo e di caraiteristica k —1 —1
il determinante (38), ha molieplicitd 1 esattamente per Vequazione detta, allora si
possono scegliere nuovt parametri per la Vy, in modo che le A si annullino.
Per dimostrare questa proposizione incominciamo coll’osservare che il si-
stema di equazioni alle derivate parziali, lineari ed omogenee,

(53) Vio=0, — =0, =1, k—l—1),

& completo. Cio si vede operando sulle equazioni del sistema (48) come abbiamo
fatto, nel paragrafo precedente, sulle equazioni (12) per dimeostrare che il si-
stema (27') era completo. Il sistema (53) possiede dunque [ integrali indipen-
denti oy, ..., 0y, funzioni delle sole 7, ..., 73— . Si potrd dunque effettuare il
cambiamento di parametri:

, | = o0dt1y Tm1)s (G=1,..10),
(b3") l Ty = 0y, (G =1+1,.., k=1,

nelle equazioni (48) e si otterrd un sistema della forma:

(54) J &) = 0, k=1
l 2+ = Qlw(i) + zr Airw(T) + Aikm(k) + Aim: (’L = 17 Rt k"“l)y
Ll
con 4;,, =0 per i<l
Scriviamo ancora:
k-1
Ay =T, w0, (=141, b+1; j=1,.., k—1),

con v, = 0 per s <1 senza che vi possa essere confusione fra le nuove u, v
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e quelle che figurano nelle (47). Osserviamo poi, e ¢id si verifica senza nessuna
difficoltd, che una trasformazione dei soli parametri 7, ..., 7,-, effettuata nelle
(37) fornisce nuove equazioni tali che la relativa equazione (38) ha le stesse
radici g; (in funzione naturalmente dei nuovi parametri) che I’equazione (38)
primitiva. Pertanto se p;, ¢ radice di multiplicitd I esattamente della (38), lo
¢ pure con la stessa multiplicita per la equazione associata alle (54). Se ope-
riamo sulle (54), come abbiamo fatto sulle (48) per ottenere le (50) e (51), per-
verremo evidentemente a relazioni che si ottengono da quelle formalmente
ponendovi- eguali allo zero le v,, con s <<I. I facile allora vedere che molti-
plicando opportunamente le relazioni ottenute per le w e sommando si per-
viene ad equazioni lineari ed omogenee nelle A, tali che la relativa matrice
dei coefficienti &

1H—l +1 e A’iz+1,’k~1

. «
s .
ot

e

1 Apger o Aoy i

e se le A non fossero tutte nulle dovrebbe annullarsi la (55) il che impliche
rebbe che g, ¢ radice di molteplicita > I, per I’equazione (38).

Per mettere in relazione la dimensione del sistema di equazioni di LAPLACE
rappresentanti una V; sviluppabile, con la minima dimensione delle direttrici
esistenti sulla 7, stabiliremo ora alecune diseguaglianze. Consideriamo [eol
TERRACINI, op. cit. in (2)] Pomografia fra S, sovrapposti:

(56) 0, =73, ab,, (i=1,2,.. k—1),

dove le a;; sono quelle che figurano nelle equazioni (37) (3. In una sua Nota
[che abbiamo gid citato in (24)] il TerrRACINI ha dimostrato che il sistema
lineare di quadriche dello S;-,, (o coni di 8-, col vertice in un opportuno
punto fondamentale) definite dall’annullarsi dei singoli determinanti della
matrice

(57) k-1 k-1 ) Jew 1 !

ha dimensione 6 —1 = > KPh¥—1, la sommatoria essendo estesa a tutti i

(*4) Supposta l’omografia non degenere. Altrimenti bastera considerare 1’omo-
k-1
grafia 0] = Eairor + ab;, « arbitraria [vedasi anche TERRACINI, op. cit. in (2)].
=1
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prodotti delle I (combinate a due a due, senza ripetizione) che compaiono
nella caratteristica dell’omografia (56),

[ —1, B —1, .y h)—1) oy (RO — 1, B™ —1, ., BE™ 1))

seritta colle notazioni di PrREDELLA. D’altra parte le quadriché definite dalla
(57), o meglio i coni quadrici di S;-, che le proietbano dal punto fondamentale
6; =0, (t=1,.., kE—1), 6, =1, sono quelle associate alle equazioni di La-
PLACE che si deduceno dalle (37) eguagliando le derivate terze (it = g{ii®);
sicché se si suppone che la ¥, sviluppabile soddisfi, oltre che alle (37), ad
altre §, equazioni di Liaprace linearmente indipendenti soltanto, ne risulterd
che la dimensione 6 —1 del sistema lineare delle quadriche (57) & tale che
8 < §,. Vediamo ora come dalla limitazione 6 << d, si possa concludere circa
l’esistenza, per ’omografia (36), di spazi di punti uniti di data dimensione,
ossia di radici di data molteplicitd per Pequazione (38) e quindi di varietd
direttrici per la Vz, in base a quanto abbiamo svolto prima (almeno se la
molteplicita della radice & abbastanza elevata).

Osserviamo in primo luogo che il massimo per 6 = ¥ A2 ¢ raggiunto
_quando Ie & sono tutte eguali; e poiche, com’® noto deve essere > b =k —1,
. . E—1)k—2) . . :

il massimo per & & T Dimostriamo che:

Se il massimo valore per le b ¢ 1 (cioé tutte le h somo <) e tale massimo ¢

effettivamente raggiunto, allora é:

F—r—10Fk—1+7r—1)

b—1—1(k+1—2
(58) 5 <s< W+ i—2)

3

dove v ¢ il resto della divisione di k—1 per 1.
Infatti, se per tutte le h & I <1, & subito visto che il massimo valore per 0
¢ raggiunto quando una sola delle & & eguale ad I, mentre tutte le altre sono

1
eguali ad 1; in tale caso § = 5 (k—1—1)(k +1—2). 8i vede poi che il mi-

nimo valore di § & raggiunto quando tutte le A sono eguali ad I, salvo una
al pit, se k—1 non & divisibile per . In questo caso il valore di & quello
indicato nella (58). Per dimostrare 'ultima proprietd enunciata consideriamo
un qualsiasi gruppo hy, sy ..., hy, i valori per le &, con h; <I; sia in primo
11080 Moy + i >1 © quindi Ap—y + hw =1+ h,,_, con h, _, <1, allora il
gruppo hy, hyy ...y b, 4, 1 di valori per le & fornisce lo stesso valore per o che
quello precedente. Se invece Iy~ < B <y Byt B = h:n _1, il gruppo di
valori hy, hy,..., b, _, fornisce un valore di ¢ minore di quello precedente.
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Dalle due precedenti considerazioni si conclude appunto che il minimo valore
per ¢ & raggiunto guando tutte le & sono eguali ad I, salvo una al pit.
Dalla proposizione dimostrata che: se & ¢ tale che per un certo 1y $i ha

(b =7 — )b — Ty +7,—1)
5 ?

0 <

dove 7, & 4l vesto della divisione di % —1 per Ly, allora vi é certo almeno una
h>1,. '
(b—rg— 1)k —1y + r,— 1) (B — 1)k -1, —1) .

Ora si osservi che ¢ certo 3 3 5

\%

percid possiamo affermare che: :
Se 6 < &, vi é certo un I eguale ad lo-+ 1 almeno, essendo 1, il massimo intero
24,
EF—1'

Questo risultato evidentemente non & il migliore possibile del suo tipo e
le proposizioni che abbiamo stabilito permetterebbero di migliorarlo. Ma non
ci tratteremo su cid, come non ci soffermeremo ad enunciare le conclusioni
che si traggono riunendo i vari risultati del presente paragrafo. Notiamo ancora
che i metodi impiegati permetterebbero di approfondire maggiormente la cono-
scenza delle V, sviluppabili, in relazione alle-loro varietd focali e direttrici,
e di assegnare forme canoniche alle equazioni (37) a cui soddisfano le V,
stesse. Andrebbe inoltre precisato il significato geometrico delle radici p; della
equazione (38) e della omografia (56) (%5). )

contenuto in k— 1 —

(85) Per lo studio delle V, sviluppabili, in relazione alle loro varieti direttrici
vedasi: A. TERRACINI, Variedades focales dirvectrices de absoreion anormal en las varie-
dades desarrollables, Univ. Nae. Tueuman, ‘Revista A. 5, 335-361 (1946).



