Vitrorio CHECCUCCI (%)

Funzioni olomorfe di pitt matrici e sistemi
di equazioni lineari del primo ordine ai differenziali totali. (**)

Di recente pitt Autori si sono interessati del problema di determinare in
termini finiti le soluzioni di un sistema di equazioni lineari ai differenziali totali
del primo ordine a coefficienti costanti. I1 problema ¢ stato ultimamente risolto
da B. PInI (*) nelle condizioni pili generali; ma da tutti questi Autori, a me
sembra, non & stato posto sistematicamente nell’ambiente che gli & pitt natu-
rale, quello del simbolismo e del calcolo in matriei. Senza l'uso di un tale
algoritmo non solo si perde in semplicitd e chiarezza, rendendo cosi disagevole
I’impiego dei risultati ottenuti nelle applicazioni, ma si perde anche 12 possi-
bilita di quelle generalizzazioni che, pur mantenendo inviariato il metodo di
trattazione, ne allargano considerevolmente il campo di applicazione.

11 metodo qui seguito & Pestensione al caso di pit variabili di quello im-
piegato da S. CHERUBINO per la risoluzione dei sistemi di equazioni differen-
ziali lineari (*) e si appoggia al concetto di funzione olomorfa di pitt matriei,
introdotta da detto Autore (). Esso consente di impostare il problema in
modo che Iintegrazione del sistema si effettua, formalmente, in modo "del
tutto analogo al caso di una sola equazione ad una sola variabile (scalare)
incognita. A

(*) Indirizzo: Istituto Matematico Lroxmpa ToxNeLLI, Universita, Pisa (Italia).

(**) Ricevuto il 30-VI-1951.

() B. Pin1, Sui sistemt di equazioni lineari del primo ordine ai differenziali totali.
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1. - Sia & un’algebra complessa di matrici, che supponiamo contenga la
matrice identica I, @ la sottoalgebra centrale di &7 (ciod costituita da tutte le
matrici di & permutabili con ogni altra di &), pertanto @ contiene tutte le
matriei scalari, cieé del tipo oI, con o variabile ccmplessa scalare.

Y

Una-matrice-y-di-g-funzione-olonmorfadelle "matrici Wy Wayeeey By, VATiabill
in certi insiemi J;, J,,..., J, di @ e dotati (vispetto a @) di soli punti interni,
¢ una matrice le cui coordinate (in &) sono funzioni olomorfe delle coordi-
nate di @y, 2,,..., @, (in @). Ricordiamo che le derivate parziali di una funzione
olomorfa, cosi il suo differenziale, appartengono ad &, ed & facile rendersi
conto che nel suo campo di olemorfismo la y = f(i;, @oy..., ) possiede deri-
vate di tutti gli ordini (appartenenti pure ad &) e che vale per queste il teo-
rema di inversione delle derivate successive; in particolare si ha
%y &%y

ox,.0x, = dw,0m,

1)

Appartiene inoltre ad &7 ed & olomorfo rispetto ad x ed y Vintegrale

@) | f Hy ) du,

Pintegrale essendo esteso ad una (qualunque) curva di JorDAN ' semplice,
continua, rettificabile, appartenente a @ e congiungente #° ad z. I’integrale (2)
non dipende da I e vale la regola di derivazione sotto il segno:

o [ Y
(3) @./‘f(u, y) du =.[5§ du .

Una espressione del tipo

n

) 3 A0 ax,,
2 A7

dove le A sono funzioni olomorfe di w,, @s,..., @, che appartengono ad una
stessa algebra &, mentre le differenze dw, = o] —,, (r =1, 2,..., n) appar-
tengono, insieme ad @, ed =z, alla centrale €, si dird espressione differenziale
lineare. Se per » =1, 2,..., n & possibile determinare in @ un intorno di 20 [di-
remo con cid che si ha un intorno di (af, #3,..., 2%)], nel quale & definita una
funzione olomorfa y =: f(2,, @,,..., #,) che appartiene ad & ed ha la (4) ccme
differerziale totale, diremo che la (4) & un differenziale esatio nell’intorno di
- (&, #3,..., @}). Ragionando come per le variabili scalari, si prova facilmente
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che condizione necessaria e sufficiente perché la (4) sia un differenziale esatto
nell’intorno di (), a3,..., «°), ¢ che in detto intorno si.abbia

pAln 944
(5) , ; =, (r,s=1,2,....,n),

o
O ¢y

e si pud prendere y nella forma

Ly
(6) Y = zT/ A @yy By gurey Bpmyy Uy y BY 3 yeney T5) AUy .
(1]

Zp

La y ¢ dunque funzione olomorfa delle », e appartiene ad & ; con ovvio signi-
ficato dei simboli la indicheremo anche come appresso:

(215 225 200y 93,1) (5‘71 sveey ’tn)
(7 y=|> A" du, =j dy .
(l‘g B mg,..., :c?l) (.’cg yeery x,u,)

2. — Consideriamo I’equazione in matrici
(8) dz = (3, AW da,)z
1

dove le A sono funzioni di (#, #,,..., ®,) che appartengono ad una algebra
commutativa & dotata di modulo, definite ed olomorfe in un intorno di

(mg, wgw-y :17::) ().

Come & noto, se y varia in una algebra commutativa &, la serie
. ] y*
(9) 01:1+g/-}—~2—',

definisce una funzione olomorfa della ¥, che appartiene ad &, e per la Quale
si ha :

(10) dev = ev-dy = dy-e? ;

in essa la y puod essere funzione olomorfa di pit matrici nella stessa &H.
Per la commutativitd dell’algebra &7, ¢ facile rendersi conto che nella (8)

>, A dx, deve essere un differenziale esattc. Tnfatti la (8) pud scriversi
1 .
(8") ' dz = 21:'” Az da,

(1) Siccome l'algebra & ¢ commutativa, la centrale € coincide con #A.

3
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e quindi equivale alle

oz
(11) — = Ay (r=1,2,.,n).

ox,

Derivando ambo i membri rispetto ad z, e supponendo, come faremo, che
z sla una soluzione non degenere, appartenente ad H, ed olomorfa nelle ,,
si ha, tenendo conto del teorema di inversione delle derivate successive,

A4 ()
o4 4 A 4G = 0

4 ()
(12) o —+ A A(T);

2

siccome I’algebra & & commutativa, e quindi le A sono permutabili tra loro
n .

a due a due, ne seguono le (5), e percid >, A0z, deve essere un differen-
-1

ziale esatto nell’intorno considerato di (a?, ..., a2).

Dal confronto della (8) con la (10) segue immediatamente che # — e?, dove y
¢ data dalla (6), soddista Ia (8). Siccome questa soluzione diventa la matrice
identica nel punto (a, «2,..., 2°) e quindi & non degenere nell’intorno di detto
punto, se z ¢ un’altra soluzione della (8), anche essa olomorfa ed appartenente
all’algebra &z, pud porsi z = evy, dove w & univocamente determinata da e,
ed ev ¢ la soluzione suddetta. Segue dalla (8) che du & identicamente nullo
e quindi che % ¢ una matrice costante (®). D’altra parte e¥ ¢, con ¢ matrice
costante arbitraria soddisfa, insieme ad ¢, la (8), dunque

(13) z = e¥c = cev

da, al variare della matrice costante e non degenere ¢ in &, tutte le soluzioni
non degeneri della (8) che appartengono ad & e sono olomorfe.

Nell’ipotesi che l'algebra & cui appartengono le A sia commutativa,
la (13) soddisfa, oltre la (8), anche la

n

(14) de =2(> AP da,) .
1

3. - Se nella (8) le 4™ sono funzioni olomorte di &y, Zaye., @, che appar-
tengono ad un’algebra &7 dotata di modulo, ma non pilt necessariamente com-
mutativa, e sono definite ed olomorfe in un intorno (appartenente alla cen-
trale @) di (af, 2f,..., 2°) e se in detto intorno > . AMdz, & un differenziale
esatto, segue dalla (12) che le matrici 4( sono in detto intorno a due a due

(5) Vedasi loc. cit. in (3), a): cfr. in tale lavoro il n. 12.
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permutabili tra loro. Ma cid non ¢ sufficiente per concludere che le A va-
riano in un’algebra commutativa &' contenente la centrale € di .
Ad ogni modo, anche in questo caso & possibile assegnare una soluzione

della (8) la quale, &ppartenendo ad un’algebra non pm necessarmmente com-

mutativa, non soddisferd in generale anche aua 14y,
Poniamo dy = 3 AW da,, dopo di che y ¢ data dalla (7), ed osserviamo
che, se 2z ¢ tale che dz = dy-u (oppure z = u-dy), anche dy-z (oppure z-dy)

Y

¢ un differenziale esatto; infatti si ha

24

oA
(A(T) 2) = z 4 AWAGY = (4(°>z)
0x, L i L,
ed analogamente per z-dy). Consideriamo le serie
(15) *V[dy]gzl) ’,:::?5)) =TI+ 8+ 8+ ..,
(16) VE[ay]&h ”;g; =I1+D+D.+..,
dove abbiamo posto
) () (@ seens ) (Ty yenes Tp)
8, =D,=|dy=y, S=][day8, D.=|Didy,
@D ey D) (@9 ,eens 5 (@3 seeey )
e poi
(g 5eees Xy) (g yeees Tp)
Spp = [dil/'Sr, Dyyy = Drd?/ .
(@2 s 2% (2 oy )

La (15) e la (16) risultano convergenti e funzioni olomorfe delle z, (°); inoltre
sono differenziabili termine a termine e si ha:

17) a=vidyls (1" ig; =dy- ”V[dJ](”‘“ ” ;”g; ,
% (g yeves Ty (21 5eees n)
(18) dvs [dg/:l T = [(1 y (il )y

Per », =22, (r=1,2,.,n), la (15) e la (16) si riducono alla matrice
identica e quindi sono non degeneri in un intorno del punto (27, ,..., @);
dalla (17) e (18) segue che la (15) e la (16) sono soluzioni non degeneri rispetti-
vamente della (8) e della (14), con la condizione iniziale di coincidere con la

(8) Vedasiloc. cit. in (2), b): cfr. in tale lavoro il § 3 per il caso di una sola véu‘iabile.
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matrice identica per &, =a?, (r =1, 2,..., n); se come condizione iniziale si
prende 2 = ¢, si avrd z = *V[dy]-c e rispettivamente z = ¢ V*[dy].

Se, al variare di (@, ..., #,) nell’intorno di (@3, al,..., 2%, ¥ :fzr AW dw,

varia-in-una-sottoalgebra commutativa di &z, ¢ofitenients @ (%), si vede facil-

mente che

(@4 500y )
[2,40) - aq,

@0 veoer 22)
6 n

(19) *Vldy] = V*[dy] =

e si ricade cosi nella soluzione del numero precedente.

4. - Se & & I'algebra di tutte le matrici di un dato ordine p, dopo di che @
¢ Palgebra delle matrici sealari zI (@ variabile scalare complessa), risolvere
la (8) con z matrice non degenere significa determinare un sistema fonda-
mentale di integrali per il sistema di equazioni ai differenziali totali del pri-
mo ordine:

(20) de; =3 all -2.-da,.

Se le A =]a{’|| sono costanti, le (12) si riducono alle condizioni di per-
mutabilitd
A A — A3 40

ed esiste sempre uh’algebra, commutativa e contenente I’identitd, a cui esse
appartengono. Siamo percid nelle condizioni del n. 2, ed i possibili sistemi
fondamentali di integrali delle (20) sono quindi le p colonne delle matrice

4 — . 4()
(21) o= ezpi(r)(xr M., = 62,4 " 0,

— (r},0 \ . . .
dove @ (=¢ Z 4lad, @) & una matrice costante arbitraria e non degenere
di ordine p. '

5. — Nel caso di due sole variabili indipendenti, se
(22) : dz = A-dz + B-dy

¢ la nostra equazione, con 4 e B costanti e tra loro permutabili, & possibile

(") Essa contiene certamente €, se non & a sua volta contenuta in una sottoalgebra
commutativa pit ampia. -
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assegnare la soluzione z in forma particolarmente semplice ed espressiva, sfrut-
tando Darbitrarietd di @ nella (21).
Ricordiamo che, se X ed Y sono matrici permutabili, si ha

- . :
¢SrY = ¢X.o¥ =¥ e

e che, H essendo un’arbitraria matrice non degenere, pud sempre porsi, per
2 ed y variabili scalari,

(23) 2 == exA+z/B_Q — H,ewli-lAII+yII-1BII ‘H-1-Q.

Scegliamo H in modo che H-1AH= O sia la forma canonica della matrice 4;
¢ risulta composta (®) mediante le matrici C,, C;,..., dove

[ cAZO]IOOE.“
0 !ocll.j.[. 0

":l PN
’ i

essendo ¢ radice caratteristica di 4 con molteplicitd u e segnatura (g, hy,..., B:),
I, la matrice identica di ordine k,, ed J, una matrice pseudonulla tale che
Ji*' = 0. Ossia in definitiva si ha

¢ =HAH=D +J,

:ocI!‘—f—Ja,

dove D & diagonale, composta mediante «I,, fI,,... ed J & pseudonulla, com-
posta mediante J,, Jz,...; sono quindi permutabili le matrici De dJ.

Per la permutabilitah di B con A si ha che B, = H~1BH risulta composta
mediante certe matrici B,, Bj,... rispettivamente degli ordini di O,y Cgyeey
dove (?)

By, By, By
o | Bul 0 Boiy | O
dyg | by dy i1 0
Ba= . 3
B 0
00 0
dyo | by
0 T
diiy | b

essendo By, di ordine h,, b, di ordine h,— h;.

(8) B la forma conica data da S. CHERUBINO.
(®) 8. CueruBINO, Matrici permulabili con wna data. Rend. Sem. Mat. Padova
7, 1-29 (1936).
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Pertanto
|B— oI|=|B,— oI|-|B;— oI|...,

dove

.
b

| B, == I | =|Boy— oL [ byy, — oI [%.e. [by; — oI

quindi ad ogni radice caratteristica o di A risultano associate B — hpey,
(r=20,1,..., 1), hy =0, vadici caratteristiche di B:

(r) (r) ()
01y Gy o,

non necessariamente distinte, ciascuna avente molteplicitd ¢ 4+ 1 — . ;
Se K,, Kg,... sono matrici canonizzanti rispettivamente B, Bg,... ¢ K &
la matrice composta mediante queste, potra porsi

E1.BEK =D+ J',

dove D' ¢ diagonale e J' ¢ pseudonulla, composta mediante certe matrici
pseudonulle degli ordini di C,, Cg,..., onde ancora la loro permutahilit.

Draltra parte D, quindi ¢*P, risulta permutabile con qualunque matrice
composta mediante matrici degli ordini di C,, Cj,... rispettivamente, dunque
¢*P & permutabile con K e #D 1o & con yJ' e si pud percio serivere

(24) @ =H-¢" - J -7 - oD+uD" . |

dove @'== K-'H-1¢ ¢ una matrice arbitraria non degenere che possiamo sup-
porre coincidente con la matrice identica.

II sistema fondamentale di integrali delle (22) dato dalla (24) risulta allora
particolarmente espressivo: la matrice H-e™ - K -¢¥/ ', essendo J ed J’ pseudo-
nulle, ¢ ad elementi polinomiali in 2 ed y che si determina facilmente, date 4
e B, tutto riducendosi a costruire matrici canonizzanti una data (*). I p inte-
grali indipendenti delle (22) sono le p colonne di questa matrice moltiplicate
per esponenziali del tipo ¢™*%, « e ¢ essendo radici caratteristiche rispettiva-
mente di A4 e B, tra loro associate nel modo indicato sopra. Nel caso partico-
lare in cui 4 e B siano entrambe diagonalizzabili e solo allora, esiste una
matrice H capace di portarle simultaneamente alla forma diagonale; la solu-
zione (24) assume allora la forma semplicissima z = H-¢*P+¥D', & hanno cosi
in altra forma i risultati di B. Pzt (1),

(1) 8. CHERUBINO, Le matrici canonizzanti una duta. Boll. Un. Mat. Ital. (1) 15,
105-108 (19386).
(1) Cfr. loc. cit. in (3).



