CARLO BIRINDELLI (%)

Nuova trattazione di problemi al contorno di uno strato,
per l'equazione di Porsson in tre variabili. (*¥)

Parte III (e fine).

Nelle precedenti Parte I e Parte II, applicando il «Metodo della trasfor-
‘mazione di LaprAcE ad intervallo d’integrazione finito », dovuto al PICONE,
viene studiato il problema al contorno di uno strato illimitato, consistente
mella ricerca della funzione wu(w,y,2) soddisfacente l’equazione di POISSON
Ayu = f nello strato e verificante due date equazioni al contorno

[“0” -+ Bo ‘Zg} , = (@ ¥) {“u + B g,lﬂ = y(®, ¥)

a= z=a
con le costanti a,, B, o, f tutte diverse da zero e tali che sia of + f5 =
= g2+ f2=1 e, come & richiesto nei casi che interessano la Fisica matema-
tica, ogfo<< 0, aff > 0, cosicehe risulti of, —of7 0, in modo da potersi cosi
ridurre sempre al caso of,— off > 0.

Nella Parte I si perviene alla espressione formale per la u(z, ¥, 2) nonché
al teorema di unicitd, e, sotto condizioni estremamente larghe per quel che
‘ha riferimento con i dati al contorno y,(z, ¥), y.(#, y) e con la struttura della
f(x, y, 2) nei punti dello strato, si dimostra la convergenza puntuale di tale
espressione formale di u(x, ¥, 2) verso una funzione continua, in tutto lo strato,
che soddisfa le condizioni del trovato teorema di unicithd. Tale funzione con-
tinua, nello strato, esprimente cosi la u(w, ¥, 2) trovata, viene a costituire, in
altre parole, 'unica eventuale possibile soluzione effettiva per il problema al
contorno.

Nella Parte II viene dimostrato che la w(z, ¥, 2), precedentemente trovata,

ou ou ou . . ou
—, —, — e che la  soddisfa pure, assieme alla sua —,
o’ oy o2 o=

le prescritte equazioni al contorno.

ammette le derivate

(*) Indirizzo: Via Parenzo 8, Roma (Italia).
(**) Lavoro eseguito presso l'Istituto Nazionale per le Applicazioni del Calcolo.
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o . o bu . o . .. .
Di tali derivate —, — viene dimostrata la continuita almeno nei punti interni
cx’ oy

. o . TR
allo strato, mentre per la derivata 5 Viene dimostrata la continuitd nello

strato, contorno compreso, come viene richiesto..dal-problema-al-contorno-im—- "

esame.

Lo studio del problema al contorno sard del tutto ultimato quzmdo verra,
, . . e 2% du® %y
dimostrata Uesistenza e la continuita, entro lo strato, delle derivate 3% 302 o

z2" By 22
¢ sard provato che la funzione u(®, ¥, ) verifica entro lo strato all’equazione di
Po1sson, ossia entro lo strato &

02 0% 2%

Pt oy? + = ) = fl@, y, 2) .

Tali dimostrazioni costituiscono Pargomento della presente Parte ITI, con la
quale si chiude la mia complessiva ricerca. @

1. - 8i cominei col notare che la (B), del n. 8 della Parte I, nel caso in cui
sia f =0 si pud scrivere, per ora in senso solo formale, nel modo seguente:

I u(H, g, 2) =

:f{ gh'll)h(z)

+ 3, EdVELEVT) ] VELw(Q, €+ oly(@, 1 cos (Ue— o) ar | eas 4

3T VAILEVE) L [ VALon(@ § + gipu@, £ at +

+ [{ St |3 tevmmev) ! [VAtani0,0+ a0, 0+
Ju e

[y
1o

+ 3, eV E (& 7,) j V4I0n(@s £) + 0/4(Q, &)] cos (It — o)) dt%}édg,

in cui &
wi(2) = oal— BV 4, cos (VA4,2) + o sen (VA 2)] =
= g; [ sen (VA (a—2)) + pv/A, cos (VA (@ — 2))] .
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Si ricordi inoltre (*) che

. 1/21
oV, = l/ a 4~ (infinitesimi monotoni d’ordine > 1/h?)
) : .

0, \//1 V )#+1 L (infinitesimi monotoni d’ordine > 1/h%),
]-’ agw 248
\/};,L———l:f = (infinitesimo, per & — oo, definitivamente positivo e mono-
tono nel senso della decrescenza, d’ordine 1/h), '
haz haz ) [ haz
wh(z)=-—‘v/—c sj— V sen (&2) senl—!—l % 2 e -—+
a fBo 77z

- (termini trigonometrici con coefficienti definitivamente
monotoni e infinitesimi d’ordine > 1/A%).

Si tenga poi presente la Osservazione II del n. 1 della Parte II, alla quale
dovremo spesso ricorrere in seguito.

- Sostituendo nella (1), a wy(2)V 2,01, Wi(2)V 4,0, ordinatamente le rispettive
parti principali ‘ '
2 haz 2 haz 2 ha(z + a)

— €08 — (— 1)*= — cos )

—- — CO8§ —
af, a’ af a af

nei due addendi del secondo membro della (1) lo studio del comportamento
delle due funzioni integrande si riconduce (astraendo al solito da serie che
sono assolutamente convergenti in T- FT (?) e uniformemente nei domini
Limitati di T-+- FT) alla analisi delle seguenti due espressioni (indicando con A’
una scelta opportunamente grande del minimo valore di £):

27

(§> . f (@, £) €08 (I(f — w)) -t -+

__lhaco -;l (5_9) h“t,vl’ﬂ 1

M) o 3k

. 2T
122 nls-o m¢+mbw1€l

X cos TEEDFHE) 2 [ @, 9y cos e — -,

2

(1) C. BirINDELLY, Nuova trattazione di problemi al contorno di una striscia per Vequa-
zione di Laplace in due wariabili. Ann. Mat. Pura Appl. (4) 25, 156-162 (1946).
Cfr. pp. 170-171.

(3) Ed astraendo anche da serie aventi il medesimo compmt&mento delle parti
principali (1') e (1) (indicate successivamente nel testo).
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ove &< p;

2

[7’0(@; &) cos (Ut — w))-dt +

AP 42 ~ 1 13
d B (o= £) hoez b 1 1
@ co8 (g)

— 1
(1) ’(173; Zhée -

24

2

)l = f ye(Qs &) cos (Ut — w)-dt,

0

Ry h%—(g—S) . ha(z + a) b= 1(

1
—*—a_ﬁZh 58 08 p li‘

¥ | 1O

ove g<<é& .

Siccome quando & 5= g queste espressioni [che appaiono come prodotto di
due serie lineari ovviamente convergenti se & == 0, di cui la seconda converge
anzi anche per & = p e assolutamente, per le Condizioni D (Parte I, pag. 95)]
convergono, e per il noto procedimento di sommazione di PoISSON esistono
finiti i limiti

Bseo T 2o 2 (5 g -
. h—(§-0) haz . §-p 7},7;(,, + a)
im e lim 2 % eo8—— 2 .
4 o >, € cos —, Jim >, € COs————, con 0<z<a,

se ne conclude che esiste finito il limite per & =~ di (1') e-il limite per
&E—pot & (17). ’ :

Si ha di qui che le funzioni integrande nei due addendi del secondo membro
della (1) (le quali come serie doppie sono uniformemente e assolutamente con-
vergenti rispettivamente per 0<z<a, 0<é< 0—0 e per 0<z<a,
0+ 0 < &< o) hanno pure finiti i limiti quando, ordinatamente, & — o~
& — o, essendo 0 <z<<a, e questi due limiti sono equali. Dunque tali due
funzioni integrande sono, quali funzioni di &, continue nei rispettivi intervalli
0<&<p 0<E&< oo di integrazione (assegnando come valori alle funzioni
nel punto £ = 0, di non convergenza delle serie, il valore numerico espresso
dal limite della somma delle serie quando & — ¢ nei modi indicati),

I due integrali del secondo membro della (1) (pel carattere d’ordine espo-
nenziale d’infinitesimo della funzione integranda nel secondo per & — co e pel
carattere d’infinitesimo di quella del primo per £ — 0, oltreché per la conti-
nuitd di esse rispetto a z e & quando, come si & precisato, per la seconda sia
0<z<a, p<é< ooe per la prima sia 0<z<a, 0<E&<p) soddistano 1a
condizione della uniforme sommabilith quando il punto (H, p, 2) = (g cos w,
g sen w, 2) appartiene a domini Hmitati interni a 7.

La eguaglianza espressa dalla (1) rimane cosi giustificata non solo formal-
mente ma anche guantitativamente, nel senso che nel caso di f=01la (1) col
suo secondo membro, costituito dalla somma d&i due integrali, viene ad espri-
mere quantitativamente, entro 7, la medesima funzione u(H, g, 2) dalla (B)
(n. 8 della Parte I), mediante la relativa somma (finita e continua in 74 FT)
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della serie( doppia) di integrali che é uniformemente convergente in ogni do-
minio limitato di 7 -+ F71.

2. — Derivando parzialmente la (1) una volta rispetto a o si ottiene la se-

guente eguaglianza, al momento solo formale dato che non sono ancora giusti-
ficate le operazioni inerenti alla derivazione in parola,

su(H, p, 2)

(1) T =

0 0reo 2t
— [| Zmeva{; meviea) L [ Vi oo, 6 + gy, 1a +

Ly

3, KoV LGV L [ VATenl0, 6 + ginl@, & cos G —o)-ae || sae+

o0

+ [| S VAR LV ARV L [ VAlean@, 8 + d@, H1at +
e 0
+ 3, HeVRIEAEVE) Y [ VALen(0: & + g0, 6] eos <Z<t—w)>.dtH sa,

dato che, per quanto si & detto al precedente n. 1, la somma dei due termini
restanti & zero.

Tenendo conto della Osservazione IT del n. 1 della Parte II, si pud conclu-
dere che, dopo avere sostituito nel secondo membro della (2) al posto delle
espressioni

WMo EVIVL(EVEE,  wi(2) o K oV A)T(EVR)E,
'wh(z)thhI;’(Q'\/Z;)KI(E\/Z};)E 3 wn(z))th;I;(Q\/}—;)Kz(f\/z;,)f 1

le rvispettive parti principali

1 141 5 2 s g hatz — 1 /8 (gnp) ha(z 4+ a)
—<§> e * % cos y — - e ° Dcos~——<—I—, ove £<g,
afy\o a af \p a
— 1/p\*-1 hi} (-8 haz 1 fo\¢-t h% (o-§) hn{z + a)
e | — e Ccos — = € ¢08 ——r——- ove
aﬁo (E) ’ aﬁ £ a s Y < S )

lo studio del comportamento delle due funzioni integrande sotto il segno di

24 — Riwista di Matematica
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‘integrale, nei due addendi del secondo membro della (1 o)y Siriconduce [astra-endo

al solito da serie che sono assolutamente convergenti in 7 4 F7T, e da serie
aventi lo stesso comportamento delle (1)) e (1) che seguono] alla analisi del
comportamento delle seguenti due espressioni

@) S "

2z

z,( >,1Jy(Q £) cos (Ut — ))-dt —

0

L2222l geo) Rz + a) L2 (E¢F1]
B 2n e 0§ ———— 3 (‘) ;fya(Q, &) cos (It — w))-az,
(1]

a o

! ST
Bow ) el ]mz

1
(lé) ;;73; zh e *

2T

ove &< g,

N e .
— 1= = (g—;“) haz

_Zz(>l llfyo(Q, &) cos (I(t — w))-dt +

27
1 Wiw

'f‘;BEhG

-9  haz + a) 13 (o
cos —— 2\:

— 2 —)l llfya(Q, &) cos (I(t — w))-dt,

ove p < £, Ripetendo poi le argomentazioni della fine del precedente n. 1, si
conclude per la (1,) con gli stessi risultati stabiliti nel caso della (1).

1

3. - Tenendo conto del fatto che l’equazmne di BESSEL, del t1po (8 e (8,)
della Parte I (pag. 83), resa omogenea, ha quali soluzioni I,(o) e K,(o), si ha

. P o
KZ(O-) = -

1 ’ " 12 4 ¢*
Eyo)— Kil0), Ij(6) =—

1

1 ’
——;’ IL(O') .

o2

Per quanto si & visto nella Osservazione II del n. 1 della Parte II, se ne
conclude che le due espressioni

Ej(0)To) =" Edo)(a) — = Ki(o)Li(a),
LK) =5 L) (o) — - L@ o)

- si comportano, quando ¢ — co, come

1 4ol  —1 240t
2% ot 217 202 s> 2’
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rispettivamente. Cid equivale a dire che, quando b — oo, le espressioni

KoV (oVE,), T (VI E oV )

~gi~comportano-come

Ne segue, tenendo conto che per la Osservazione I del n. 7 della Parte I
Tespressione I,(6V/4,)/I,(ov/Z,) per grandi valori di 7 e per h — oo si com-

/7 (s
porta come (5/9)16”'"(’ e), che quando % - oo 'espressione
» K I8V 7,)
Kl eVARILE ) = (VI eV Ty) S
LV’

si comporta come

1 12 4 o®hatfa® 1 ] [\l a5 -0
129%“1 {a® + 0%h2m2/a? a1 (’é) ¢ , con £<p,
e 'altra
" i . IX 5\//,
I,(oV4,) 1(5\/% = I (oV%,) K (oV1,) )
" K0V 72)

si comporta come

, oeon pg<£&.

—1 12 4 ontar 1) (o\!*: 1 (o-9)
(4
20%h2n?/a? othinfa? 21 \E

Cio premesso, derivando formalmente una volta Ia (1) rispetto a p, si
ottiene la seguente ultima eguaglianza (da intendersi per ora solo in senso

formale):

1 H D; 'V)
( 92) EQ -

f [’f,;w Ml 5 KoloVA(EV ) f VETo(@ &) + oy @ §)lat +

+ 3, KoV IEVE) - f VL@, &) + ol &) cos (Ut— w)-dt ]

£dé+
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+ [ [ 5 w,l(z)zh{ézg (eVEE £V ) - [ Vol @ &) + olya0, £1dt +

27

L= AT v Vvl 1 [‘ AT o . SRS NBS R
T 2 L VR EE R [V Rlenl@ 8 gy §)] eos (=) H fas+
[ S N L .
+olim [ S W { 5 iV - f VLo @ £ + oyl Hat +

+ 'Z,, K (oVA)L(EVE,) f Vi [eye(@, &) + 01y4(Q; £)] cos ( <t—~w>)dtH

- Qtl_i_:’n;_i_ [,zh wh(z)\/)“h{ II Q\/Ak)K(, f\/)‘h) f‘\/”{ [Qh)’o Qy ) -+ Qh'}’a(Q: § 1de +

1s 00

+ 3, VAV (EVA) - / VA[0n(Qs &) + gival@, O] cos (Ut — o) dt}] :

ove nel secondo membro, per quanto si ¢ indicato nel precedente n. 2, sono

certamente finiti i limiti A
lim [...], lim [...].
o7 s>o"

Le funzioni integrande nei due integrali del secondo membro della (1,2)
sono evidentemente, al solito, convergenti per £~ p. Infatti, sostituendo anche
ora alle espressioni

W@ oV (0VINTEVIE , w2 oV ALK, (oVAN(EVL)E, ove E< o,
W@ oV AL (VI E(EVR)E ,  wi(@) o/ LoV L) E(EVA)E, ove o< &,

le rispettive parti prineipali

—1 1= (5-0) hmz A 92 h E\l+1
—e cos~—~ 1+Z—l— 71> s

eaf, 0
ove &<p,
1 nZ @0 ha(z 4+ a) 7% h?] [E\I+1
.@e cos--——~—aL [l—i—l—{— Kg) 5
=1y we i
gaﬂoe co8 . 1+Z+ E ,
: ove p<§&,
Lo Te-n M._ E(Q’
Qaﬂe cos ” i\e) J
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lo studio del comportamento delle due funzioni integrande nei primi due ad-
dendi del secondo membro della (1,.), si riconduce [astraendo al solito da serie
che sono assolutamente convergenti in 7-- FT' e uniformemente nei domini
limitati di T+ FT e da serie aventi il medesimo comportamento delle seguenti

(1 .)€ (1 )] allo studio del comportamento-delle-seguenti-due-espressioni-(indi-
cando al solito con %' una scelta opportunamente grande del minimo valore
di k)

) . lhf,oo . ~ Lo +11 i v
(1,:) b, >, ¢ - COS* >, 1+ l)( ) - [“/o(Q, &) cos (I(t — w))-dt -+
1 A V(o 7171:(2 y L= 5
S, T Z} @10 (3 f)’a(Q, cos ({({ — w)) -dt —
oaﬁ g
20 Ly kil :_;, 7171”1 *1 t+1]
_;?ﬁ_lé. zhhggha ( ~)eos—a— () jyo (@, & cos (It —w))-dt 4
4 0 4
g2t o n o) 7zn(~ + a) L1 78\t
-+ T >, ke’ @ ¢ cos l_ ; Va Q, &) cos (I(t — w))-dt,
ove &< g,
" —1 i n (p-2%) h’r"‘ 79 ! -
1) 3 =D (4] 2 | i@, 9 cos G — )0t +
0 .
1 hs hi (o —-£) h?[ 2«' Lo 0 1 2:z
+5&Ez"6 a co zl(l——l o= vao(Q, &) cos It — w))-dt —
0

2

g 7 5 71’[,., Lo 1/o\t1
— 2,7 te-§) eyl . )
o 0B, Z" hee zz 1 <5) ﬂf /0(Q7 ) cos (It — w))-dt +

]

2

- halz -+ a) 22 1 1
+ga§ﬂ S Bt @9 osu}:li—(g) —fya(Q, £) cos (Ut — w))-dt

a

ove p<<é&.

Ma sotto le Condizioni D (Parte I, pag. 95) le due serie ottenute derivando
termine a termine due volte consecutivamente rispetto ad w le serie di FOURIER
(delle 74, y. pensate funzioni di w, 0 <w < 2x; lungo le solite circonferenze
di raggio &, ove y,, y, sono periodiche assieme alle rispettive derivate dei
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primi due ordini rispetto ad w, con periodo 2)

z:']; ['}’0(@7 £) cos (Ut — w))-dt, Z%[Va(@a &) cos iWt-— w))-dt,

sono esse pure due serie di FOURIER convergenti uniformemente in 0 < o < 2%
con somme quindi continue in (0, 2) ed esprimenti le d%y,/2w?, 0%y, /dm2
Le due serie

297 2
1o

ZZP;fVAQ§Mm80@~w®%dL §Ji§fmeacw<m—~w»ﬂt

0

sono cosl convergenti uniformemente in 0 < w < 2% e di conseguenza tali pure
sono le altre

5, 140 (572 [0 808 - op-a,
100 E\1+1] o
0 ()7 @ 6 cos @ —on-ar,

]

quando & <,

&

bzwz {I—1) (g)l ;ﬂfyo((x?y £) cos (It — w))-dt,

2

S <Z~1>(3)l ! f 1ul@, &) ¢08 (It — w)-dt ,

&l @
0

quando g < £, Tenendo conto di cid e ragionando per il resto come si & fatto
aln. 1 perle (1') e (1), si conclude che anche per il secondo membro della (1,:)
valgono gli stessi risultati stabiliti al n. 1 nei riguardi del secondo membro
della (1).

Si conclude cosi che per la u(H » 0, #) espressa a mezzo del secondo membro
della (1) vestano giustificate le condizioni, relative alle funzioni integrande,
sotto cui & permessa la derivazione parziale due volte consecutivamente rispetto
a o sotto il segno d’integrale (con gli estremi dell’intervallo d’integrazione
dipendenti dal parametro).

I secondi membri delle (1 o) € (1,5) che cosi si ottengono dal secondo membro
della (1) costituiscono dunque le effettive du/dg, d%u/dp* della w(H, o, z) quando
il punto (H, g, z) & interno a T e la % /dp* risulta essa pure continua entro 7.
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4. - Si consideri ancora la u(H, g, 2) espressa dalla (1) eol punto (H, g, 2)
sempre interno a 7. Si rammenti che é:
2 0% 2% 1 ou 1 2%u 2% p

A.u(H, 0, 2) = — = - — e e ap, (B) = — A (R).
2 ( s < ) B2 ayg S22 6Q2 o a@ 02 do? D22 i ],,( ) )h h( )

Essendo K,, I, soluzioni della equazione di BESSEL nel caso omogeneo
(Parte I, n. 3), si vede, a mezzo di passaggi elementari, che ne seguono le due
eguaglianze seguenti:

" 5 \/;L
Zth(Q\/}“n) = I (1 + k.

e > KL(Q\/[/;) Q\/;“h

, Q\/ ;“h

)"h " Q\/Z;L) _ }h (1 + ) I (Q\/lh

Da queste due eguaglianze e dalle (1,) e (1,) si ha che quando (H, p,2) &
interno a T risulta

o2u(H, o, ?)

2) 3

ou(H, g, 2)
oo T

1
¢ %

@
1

X

7;

2T
3, @) { % KooV 2)Io(EVE) f Vi, ol @, ) -+ ey £)1d1 +

27

) VRV [V Lo, )+ i@, ) os o) ]| 0+

0

?-Hr-'

{
+ [

j S e zhl L LoV ELEVT) f VI [onyo(@s &) + 0yal@, £)]dt +

1.0

- ,(1+

) (VA E(EV'E,) f\//ih Lonyo(@; E)+ 0,7a(@; €)1 cos (It — w)) d H §aé+

+o i | 3, mie { BV AV | f VI Toun(@: §) + yi(@, O +

2

+ 3 KoV RLEVT) - f Vi [0o(@s ) -+ 072(Qs )] cos a(t—w»dtH

0

— olim [f wieV T {g L(VAEVE) - f VT, [oel@, ) + o1yl @, £)1at +

FpT

1,0

3, eV RMEAEVA) [V Tend@: 8+ dinl@, 6 cos (Ut — ) ar}|.
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T chiaro d’altra parte che il lim espresso dalla riunione del terzo e quarto
,-—>D

addendo del secondo membro della (2) & esprimibile sotto la forma seguente:

o

S ,(2) «/z{ VALV, - /x/z;[ghyo@, £) 4 olya(Q, £ di+

0

(3) o hm l

2z

+ 3, KV ANV [ VA, (07, 0 + 0i7(@ ] eos (1t — o))t -

L]

0,2

Z wn(2) \/lh 1 > ;(Q\/XZ)KO(S\/};) :_1‘6/‘\//1; [onye(@; 0) - 9;:7«:((27 o)]dt

—plim {
§—>pt

+ Z Ti(eVA)E, 5«/1,,)— [ V2 [0, 0) +0174(@, 9] cos (Ut — w))- dtH
Rammentando che, per la Osservazione II del n. 1 della Parte I1, al variare

diledn

_ — _ —1/E e

Vespressione +/4,K[(oV/A,)11(£V/7,) con &< o si comporta come T( >6V;.,.(.:_9)
)

T | vre

— - - 1
e Vespressione V/A,1,(oV/Z,) E(5V/7,) con & > o si comporta come — (5:

e che ¢

VIE (VA (eVE,) — I(oV i) KoV )] = — ,

si ha intanto, indicando con & la quantitd << g e tendente a o e con & Daltra
> g e tendente a g, che espressione

4 AVERE(eVI)EVE) —V AT (oVI)E(EVE) Y +

, 1 § ]/h(g o) + ! ]@(9—5')}
20 \o

¢ infinitesima quando & e &' si fanno tendere, anche indipendentemente 1’uno
dall’altro, a p. In particolare, in corrispondenza di ogni &<C p si puod scegliere
lo &> o per cui & &—p = p—¢’, nel qual caso bisogna porre &'=2p—§,
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e la corrispondente espressione (4) ¢ allora:

¢ AVRE(VELEVE) — VLI (VR E z((~0——5) \//1,1) P+

ed essa tende a zero quando & — o~ E allora facile vedere [operando ccme
si & fatto al n. 2 per la ricerca del limite delle funzioni integrande negli inte-
grali del secondo membro di (1,), quando & — g] che D’espressione

0,0

o Jim_ >, wa(?) h\/lh(K (oA IEVE) — Iy(oVA)Eo((20 — EWA,) +

1 Ve (£ _ )
-+ 2—9 (31 Tpls o) ;(*) -+ (99 ) g },17]'\/27,[@;'}/0((37 0) -+ Q;,V«I(Q, Q)] dt -

+3 {«//Th(K;<gx/Z;>Iz<5x/Th> VA E(2e—EWT) +

+ 1 Jhe-e
20

4

1 ; 1 1 2'1_‘
5 (55 S f VALo@ ) + elya(Q; )] cos (It — w))-d

ha il valore zero. Ne segue che l’espressione (3) si puo porre sotto la forma
(pitt opportuna per 1’analisi che stiamo svolgendo):

2

(3) S lim Z,, HE=D (Z){2 —f\/mgm(Q, 0) F oyd@; 0)1dt +

20 g0~

SR

___é_.hm E Wy(2) o,L\/Zthh -0) _21’, 7o(Q, 0) At ’i’l(g)’i/‘yo(@ 0) coS (l(t—w))dt} 4

0

5) ] : f V0@, @) + oi7.l@, @) cos (Uit —w)-dt | =

T

[ ot + ’Z (§> "[Va (@, 0)cos (I(t—w ))dt} +

0

0y 00

, e VI
+ —hm Zh wa(2)oly/ Ao 1 C 0

N;H

27

] N

0

+ —-—hm ’zh wa(2)oxV A, ¢/ nt-e {51” { o) dt + Z”z(

2 >
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0,00

. o Vilte. 1 -
S/ A2 L [ 00, ot +
0

—1 A
+ —— lim
2 psp™

27

e \1f

1
B e = rd@; oy eos (i ==w)ydt s =
t\2p — &) 70j J

0,20 Ose0

- el . e
—— '}’O(H} Q)shin_ Zh Qh'\/;"),/wh(z)o] ZACET N ya(Hy Q) kh'm_ zh Q,:'\/}-,L'IUI,(Z)GVML(; -g) —
—p s—>p

0s02

. N S-p T ’
= "'"hln_. Zh 61 H-a) wh(z)\/ah[gh%(ﬂr 0) + oo H, 0)].

§>p

Tutto cio si giustifica per il fatto che le serie di Fourier indicate sono con-
vergenti per le solite Condizioni D (Parte I, pag. 95), sicché il procedimento
di Porsson porta al risultato costituito dalle somme ordinarvie delle serie in
questione, mentre d’altra parte, per il noto comportamento delle successioni
oV %, oV'%, e della successione di polinomi goniometrici w,(z), & facile giusti-
ficare, con le solite argomentazioni, che esistono certamente finiti i limiti:

0,0 —
. . i (s — e )
) 51_1>m._ 2 o E)Qh\/)‘hq’uh('z) con  £<p,
0,0 e R
©) lim 3, 56000/ Tne)  con E< g
§>p

vale a dire che si ha la convergenza, con un metodo di Poissox, per le due
serie (non convergenti in senso ordinario)

0+ 0,20

zh levzlu/z(z) H 2}, Q):'\/zl?wlz(z) s

e quindi anche per la serie complessiva

S w2l FlooH, 0) + olyalH, 0)]

(pur essa non convergente in senso ordinario).
Si osservi, allo scopo di giustificare qui la parola usata di « procedimento
di Porssox », che, per essere +/4, dell’ordine di hm/a, tanto da far si che la
& = /%, — hz/a & infinitesima come 1/h, il coefficiente e'2¢-2 ha lo stesso
ufficio dell’altro [¢¥~97]" con la base ¢“-27* sempre < 1 per E<op.
Faremo ora vedere che Vultimo membro della (3') ¢ numericamente eguale
allo zero.
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Basta, per brevita, mettere a raffronto le espressioni (3) e (6) con le ultime
due della pag. 184 del lavoro citato in (), tenendo presente che la nostra
w,(2) non ¢ altro che la v,(y) di tale lavoro, mentre le nostre g/, 0V2,
non sono altro che le ¢\”, — o, di detto lavoro. Dalle espressioni di queste

oy, 0, indicate a pag. 162 del lavoro richiamato e tenendo conto della seconda
forma che si puo dare alla espressione della v,(y) [che ¢ la nostra w,(z)], si ha
infatti

1

—1 — —
0 = 5= 0a(0) = = [ou (=B A)] = 0VZ,
0 o

-1 _1 . —
= (@) = — VI = — oA/ T
¢ 5 onle) = —= 0BV, oV

Siccome le due dette espressioni di pag. 184 del mio sopranominato lavoro hanno
il comune valore dato dallo zero, segue la immediata giustificazione dell’as-
serto fatto (quando & 0 << z<< a).

Se ne conclude che nel secondo membro della (2) Uespressione complessiva
espressa dalla somma del terzo e quarto addendo ha 4l valore zero.

Per avere espressione completa A.u si deve ancora determinare quale sia

2 2,

0w o%u .

+ P che va aggiunta al secondo
-2

. 1
P’espressione della rimanente parte — e
p° Cw*

membro della (2) onde avere per somma il du. B ora facile verificare che si
ottiene, col solo cambiamento del segno, D’espressione integrale a secondo
membro della (2), sicché ne risulta di conseguenza. che & A,u(H, p,2) = 0.

Si riconosce anzitutto, seguendo i precedenti procedimenti, che per le espres-
sioni integrali che si incontrano via via per la valutazione finale per le espres-
sioni delle

' o%u(H, p, &) o%(H, g, ?)

bw? 22

sono giustificabili tutte le operazioni inerenti alle derivazioni parziali sotto i
segni di integrale (ad estremi fissi questa volta, per I'intervallo d’integrazione)
e che valgono le solite proprietd per le funzioni integrande relative.

Si trova cosi che, sempre intendendo che il punto (H, g, 2) sia interno a 7,
& per la u(H, p, 2), data dalla (1),

o*u(H, g,2) | 2w, o, 2)
T Eye =

(7)

om?

Rl

20w ’
= 2|5 men g mievinea) [ VAo  + grae. ona +

7T
[ 0
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2T
1,»

+ 3, <1 + )K (VA (EVA) [VZ[Q!K)’O(Q: &)+

0

Yopin:
F 0 74(Q; &) cos Wt—w))-az J Fdg —

N et

_: f [iiwh(z lh{ 5 To(oV/ 2, Ko(EVE,) f V[0, ) +o1ya(@, &) At +

“h

+ 3,1+ o) eV [ VLo, 6+
+ 0@y £)] cos (I (t"‘w))dt}} &dg .-

Tenendo conto di quanto si & osservato, rispetto agli ultimi due termini
del secondo membro di (2), si deduce appunto che sommando membro a membro
(2) e (7), risulla essere, entro T,

Agu(H, 0, 2) =0 ,

per la funzione w(H, o, ) espressa dalla (B), del n. 8 della Parte 1, nel caso parti-
colare in cui si supponga f =0 in T, ¢ le derivate :

risultano continue anch’esse entro T, sicché la w, per quanto sappiamo gia, viene
@ costituire Vunica effettiva soluzione per il mostro gemerale problema al contorno
quando in tutto T si assuma f = 0. Lo studio del caso armowico & cosi del tutto
completato per il problema al contorno che ci occupa.

5. — Fatto lo studio della parte (1) del secondo membro della (B), del n. 8
della. Parte I, passiamo allo studio del comportamento della parte restante
del secondo membro della (B) stessa. I chiaro che tale parte residua dovrebbe
costituire la soluzione u(H, g, 2) del problema al contorno quando si assuma,
lungo FT, =10 per 2 =0, y,=0 per z = a, ¢ qui va sempre inteso che il
punto (H, g,2) = (¢ cos w, psen o, 2) = (z,9,2) appartenga a 7. La fun-
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zione u & data da

(lf‘) : w(H, g, ?) =

2T

__10,00

3, wils) | 5 FoleVA) jefo(sx/z‘h) [ j 10, & syouts)as|ae £t +

74

0
21

45 KV ] LiEVE) [ f ( f 0, & s)wu(s) ds> cos (I —1)) dt] saeh+

27
0,20

+ 25 e i evh [ mevi| [( [ 10,5 s as i eas +

27
Lo

+ 3, IeV4,) [E(EVZ)U(/ﬂQ, &, S)Wh(s)dS) cos (o — t))dt}§d§} ;
0 o 0

e, da quanto ci & noto, le due serie doppie di integrali sono assolutamente
convergenti in 7~ FT ed uniformemente convergenti quando (H, g, 2) varia in
domini limitati di T+ FT, sicché u(H, g, 2) ¢ funzione continua in 74 F7T.
Per quanto si & fatto al n. 1 della Parte II si ha che sotto la condizione D’
relativa alla | (pag. 239 della Parte II) I’espressione

2T a

{ f 10, & syunts) @ | cos (1o — 1)

. . I ar_pe . . . :
si comporta come D ¢V5-B% o allora ripetendo per le serie doppie aventi come
3

termini le funzioni integrande [degli integrali f , / termini delle due serie
o e
doppie a secondo membro della (1,)] tutto il procedimento svolto al n. 9 della

Parte I, si riconosce che le due serie in questione sono assolutamente conver-
" genti per ogni £ e siccome i termini relativi si comportano (uniformemente) -
come

1 le-s1 Vi (VE-ps
R2e

 per & — oo, ne segue che la (1) si pud scrivere nella seguente forma equi-
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valente:

(If) u(H, 9,2) =

5, i) 3 BuleVIMEVR) | | ] 1@, & sty as)as

2

+ 3, KleVE)IEVE) J ([ @& e ds) cos (i — ) af | eas—

o 2 a

- f [ S wi(e) {3 eV KV f ( f 10, & shws(5) a5t +

2] 4] 0

@

T ‘ijil(gmua(;\ap [ ( 1Q, &, 8)'10,,(8)ds) cos (Z(w——t))~dt” gag,

o

le cul funzioni integrande sono funzioni continue rispetto a & come pure rispetto
al tre parametri g, w, z e i due integrali soddisfano la condizione della uni-
forme sommabilith quando (0) w,2) = (H, 0,2) varia in qualsiasi -dominio
Limitato di TJ-F7T.

Si considerino due numeri positivo #/, # con »'< " e due altri #, ¥ tali
che risulti »'<<7<<7<< " sicché Pintervallo (#',7") & allora interno a quello
(', 7"). 8i limiti dopo ci6 il dominio €' di variabilith del punto (H, g, 2) =
= (0 COs w, psen w, z). imponendo che sia sempre 7 < o<7, 0<w< 2,
0 <z<a e piu precisamente che il punto (H, g, 2) sia interno al detto do-
minio €', avente forma di involuero cilindrico. (Questo dominio €' & poi interno
a quello €', pure esso a forma di involucro cilindrico, per cui & invece
<o <, 0<0<2m, 0<2<a.)

Tornando allora alla (1,), sostituendo mnei termini delle due serie doppie
[che sono uniformemente convergenti, per cid che & gia noto, per (H, 0, 2)

) 0
variabile nel dominio €'] le integrazioni / , / , rispettivamente con le altre

I ¢ e
r

/;
0 .
due serie doppie [i cui termini sono funzioni armoniche rispetto a (H, g, 2)
quando (H, g, #) varia in '] entrambe uniformemente (ed assolutamente)
convergenti per (H, o, z) variabile in (', sicché la funzione w(H, g, 2) che si
ottiene dalla somma delle due serie doppie & funzione armonica in 0. ’

o3 N -
[ si ottiene col secondo membro della (1;) cosi trasformato la somma di

I
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Non resta dopo cid che studiare il comportamento del A, della funzione
#(H, o, ) costituita dalla parte residua del secondo membro della (1,) e che
esprimeremo servendoci della (1,); va al solito inteso che (H, g, #) sia interno
al dominio limitato C'; ‘

a(H, g, 7) =

_ 5 ) |2 KuloVR) owa 10, & s)on(s) ds) i -+
Zh 1

ol

L3 E(eVA)EVE) f ( f £, &, syun(s) ds) c0s (U —1))-di }} faz—

- f [z o) {5 TeVRIEAEVE) f ( f 10, &, s)w,,(s)ds)dt+

e

221
1,0

+ 3, TV A E(EVZ,) (ff Q, &, $)wu(s) d8> o8 (I —1))- dtH«SdE

Per 1o Osservazione del n. 2 della Parte II (pag. 258) si ha che la corri-
spondente espressione di quella ora scritta, e pertinente al problema di Di1-
RICHLET per lo strato, & la seguente:

up(H, 0, 2) =

("") (”")/ [ 05 e )+

t\'}l»—d

—12 1’°° Imz
T x oa
12

"

“;gfrfh - ha {; ( lm)Ko( ha f(ff@ : S)Sen_ ds)dt—{—

) + 1’2”1 I <0]_¢:;>Kl( ’m>f<ff(Q’ £, 8) sen—~~ d-S‘) cos (H(w—1))* dt}} §d§y

e per questa risulta

AsTp(H, 0,2) = f(H, g, 2), (per essere f holderiana),
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come ¢ ben evidente ripetendo quanto precede nel caso del problema di DI-
RICHLET (pel quale si sa gid essere la competente espressione (B) l'unica ed
effettiva soluzione per il problema di DIRICHLET nello strato 7).

Per dimostrare che &

A% (H, 0, 2) = f(H, g, 2)
conviene studiare la
2 @(H, g, 7)==
—1 0»°°

_ {z,,l @) 3 KooV F)THEVE) f ( [ 1@, & syunls) ds) ar—

r!

2 haz 1 hat hs
— - sen l; 'EK"( i ( m)f [fQ, f,s)sen— ds)dt+

1,

+ Zz lwh VK (Q\Um I (5\/},,2 j( [ (@, &, $)w, s)ds) cos (l{lw—1¢))-dt —

i

—1f [ 3. { o) 5 TeVRN VR f ( [ 19, &, S)wh(S)d8> at—

27 a
2 haz 1 hs hs
— - sen %'510< n) Ko( ”) [(ff (@, &, 8) sen— ds)dt ~+

1,00

+ 2, [wn(z)fz(e\/Th)Kz(ﬁ\/z;)[(ff(Q, & 8)207,(8)618) cos ({w —1))-dt —

— zsen Il‘;‘z.11<gh§>1{,<g %’)[([}(Q, £ s) sen h’%s-ds >cos H{w—1)) -dt}H Edé4-

-+ 'L;iD(Hy 0 %),

ove al solito va inteso che (H, p, 2) sia interno al dominio C'.



di uno strato, per Uequazione di Poisson in tre variabili 357

Ricordando che per i — co &

22

1 het hat 1 1 «a %(;—‘—e)
5 KooV (sx/z,,)~—1co(e =) 06 )~ i £<o;

1 hot [ e 1 1 a —‘(e &)
5 IO(Q\/;"h) (5\/21)"’“1(0(5 )Io<97)~§_, Ve 71.7 y o< é&;

nonche i risultati offerti dalla Osservazione II del n. 1 della Parte II relati-
vamente alle parti principali delle

K(oVE) sx/z,>~Kz( ’“)L(&’%d(f)leh("”), E<o;

a 21 \p

TV E(EVE) z(o"—”)zcz(f"") l—(g)ze €9 <

a 21\¢

sempre per h — oo e per grandi valori di I, e infine che per h — oo la parte
principale di w,(2)w,(s) & data dalla espressione
2 haz has

- cos co8 — ,
a a @

si ha che le due serie, aventi per termini le espressioni che danno le parti
principali dei termini delle serie costituenti le funzioni integrande dei due
integrali primo e secondo addendo del secondo membro della (2'), sono:

2 a
1 21 1 a ha(z + s)
gfffh;lg\/—gg;;;f(‘[f((z?, £, 5) COS ——— ds)dt+
0 0

+§zll<!> f'a‘

</f(@a & 8)co h(ga' ) ds) cos (o —1)) dt}ga G- _
= \/2‘39 f{zh 07%1 (§-9) cos 717!_ (ff(Q’ & s dt):l ds +

s 2o ot +9) [ 1060 [ | .
+ P {Zh 4 ? cos - Izlf<e)ff(Q,§,s)cos Hw—1)) dtHds,

)

con &< g, e laltra del tutto simile con g <Cé.

25 - Rivista di Matemalice
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Queste espressioni, estendendo ad esempio la >, ber b da zero ad co,
hanno, comunque si faccia tendere & a p, il comune hmlte finito [essendo 2z
interno a (0, a)]:

s [ 106 0u+ 3 f 1@, & 9) cos (U —1)-at] as

Se ne deduce che le funzioni integrande dei due integrali primo e secondo -
addendo del secondo membro della (2’) sono due serie (doppie) che sommate
per linee sono uniformemente convergenti, rispettivamente, negli intervalli
M<E<p—e 04 e<Es", con limite finito per la loro somma quando
& — o, sicche nei due detti integrali la funzione integranda & funzione continua
rispetto a & negli interi intervalli di integrazione (+', g), (g, 7”) e quando (H, 0, 2)
& interno a C' i due integrali stessi soddisfano la condizione della uniforme
sommabilita.

Si riconosce poi che i vari termini delle due serie doppie sono funzioni
armoniche di (H, g, 2). Infatti, rammentando che

o2 1 o2 1 92 0?2
h=e TG Toa T
e che K (o), I,(0) sono soluzioni della
d2u du
— (] 2y —
szaz ~+ Gdo’ 4 o*u =20,
risulta
E(ovh) = o7 K(eVE) + KieVE,) — Ky (oV7,) ,
] 03
Ii(eVh) = — I(eVA,) + L(eVh,) — I(oV'H,),
e\/_

e in particolare, per 1 = 0,

" - = 1 ! T N cn e
Ey(ov'h) = Ey(oVE)— —= EyoVh), IL(oVE) = I(oVE) — ——
o (0VA,) (eV' %) Vo (eV'4) (eV'4,) (eV'A,) Y

Ne risulta che ¢
Ay { w2 EieV'E,) cos (o —1) } = A, { wi() (V') eos (i — 1) } =
= A { () Ko(oVR) } = Ao { wn(2) o0V E) } = 0.
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Tenendo conto di tutto cio, si pud procedere in relazione alla espressione
somma dei due integrali che compaiono nel secondo membro della (2/) come
si & fatto nel precedente n. 1 nei riguardi del secondo membro della (1).

A mezzo della gia pitt volte richiamata Osservazione IT della Parte I

“(pag. 237) ¢ delle stesse argomentazioni fatte ai nn. 2, 3, 4 precedenti, si con-
clude che anche nel caso in esame restano giustificate le condizioni sotto cui
é valida la derivazione parziale, due volte consecutivamente, rispetto a p sotto
il segno di integrale (con gli estremi dell’intervallo di integrazione dipendenti
dal parametro) quando (H, g, 2) ¢ interno a €'. Proseguendo, come nel caso
rammentato, ’analisi in tali punti (H, g, 2) per la valutazione del 4, della
espressione in esame, si perviene, a parte i soliti termini che si elidono due a
due come nel precedente caso sopra rammentato, in definitiva alla conclu-
sione che il A, cercato si identifica con Ia espressione seguente:

rdl i"_
(7)) — = lim
T Enp™

Zx;{ wa( Z)Q\Mh 3 Eo(ovVA)I(EVE,) ](j HQ, &, $)w,(s) ds) di +

2 haz  hm 1

: . T hst ha e h:zs.d a
——[—{sen Pl Sl 0(@ > ( )[([f((g,f,s)senT s) -+

+3 o [w,, DVARE VI (EVT) j ( f 1@, & s)wu(s )ds) cos (1w — 1)-dt —

2 gen M g <oh—"”> zl< 71”) [ f 1Q, &, s) sen— ds)eos (o —1)) - azM+
[4) ¢ a 112

2T

- Jim {z,,l eV, 5 eV AV EEVT,) f ( [ 1@, & s)‘m(s)ds) a—

a a " a 2

2 T2 7 h hiz
——sen]le -DIZEI‘;(QW)KO( n[ fo,&, sen—— ds)dt+

1,2

s [wh NV IL( N T EEVT) f ( f 10, & sywuls) d )cos (Uoo — 1)) -t —

(ff Q, &, 8) sen @Z—f-ds>cos (Z(w-——t))‘dt}H .

\ ©

2 hnz  h=x ha hn
—gsen— e L (%—) o <57>
0
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II tutto si riduce a stabilire che questa espressione ha valore nullo. A questo
scopo si tenga presente che ¢

— 1
Co LoV A): ,(Q\// — T (o2 Kl R
Q\/zfz
e che per & — g le due espressioni I,(6v'7,)/I(oV7,), E(EVA)/E(oVE,), te-
nendo presente 1’Osservazione II della Parte II (mo 237), si comportano

come ¢~ Vnlé-2

Tornando alla espressione in esame, si pensi di scegliere nelle due somme
i due valori di & per cui siano eguali gli esponenziali e di raggruppare in una
unica serie i termini delle due serie della espressione stessa; questa ha lo stesso
limite (per & — p) dato da

®)  Hm lg{uh o= Vinls- [; ”(/ 10, & )inls) ds)dt
ko T &
+3 [ ex £)4(5) 85 ) cos (1or— - —
2 T, haz (1 g has '
—e sen;— L{)—f([f(@,&‘, )senT ds)dt+

( / f(Q, & s) sen }—'Z—sd9> cos ({w —1)) -dt} } =

0 0

0s .
= lim zh{w,,(z)e [5-e /;f(H &, 8)w,(s) ds —
§—>o
2 haz __"f=;.-___0| 1
— - Sen—--¢ [fH 5,.<s)sen—dsJ

come & ben evidente per il fatto della convergenza delle serie di FOURIER Verso
la funzione e cid come conseguenza delle note condizioni imposte alla f.

Si ricordi a questo punto che in loc. cit. in (%) si é trovato che la soluzione
per il problema al contorno di una striscia, corrispondente di quello che ora
ci occupa per lo strato, nel caso di y, =y, = 0 & precisamente data dalla
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b]

seguente espressione:

a

PENCERD) ( / 1€, $)w,(s) ds) As —

u(@, y)

[‘ O!Z uh("/)
"o\,

0

P L
"J 2 uf“(y) ol =9 (j (&, shw(s) ds) as,
% o ’

ove al posto del simbolismo relativo a loc. cit. in (*) si & sostituito quello siste-
maticamente seguito ora. Essendo A,u(x,y) = f(z, y) entro la striscia [sotto
le corrispondenti condizioni di quelle a cui deve soddisfare la nostra f, in parti-
colare quella d’essere f holderiana] e risultando giustificate le condizioni sotto
cui sono lecite le derivazioni parziali sotto il segno d’integrale (con gli estremi
dell’intervallo d’integrazione dipendenti dal parametro) si trova, col calcolare
il 4, e scartando i soliti termini che si elidono due a due, le fondamentale egua-
glianza, per ogni y interno «. (0, a),

{fem|—>

(9) lim Z,L w,(y)e V5 IIJ (& shwn(s) ds = flz, y)
Dalla (9) segue che il secondo membro della (8) ha precisamente il valore
f(H, o, 2) — f(H, 0, 2) = 0, e tale risulta quindi il valore della espressione (7 .

A

Se ne conclude che quando (H, g,2) ¢ interno al dominio limitato [oLay-*
® Au(H, g, 2) = f(H, 0, 7)

Di conseguenza la u espressa dal secondo membro della (1,) soddista,
entro T, la equazione di Poissox Ad,u =f e le derivate seconde sono con-
tinue in 7 — FT. S8i puo, dopo c¢id, enunciare il seguente

Teorema IIL. Sotto le condizioni imposte alle yq, Vo, | {tra le altre quella
d’essere f localmente hélderiana in T) la funzione u(H, o, 2) espressa dalla (B)
del n. 8 delle Parte I (pag. 96), soddisfa, entro T, alla equazione di POISSON
Au(H, o, 2) = f(H, o, 2) e, in base ai risultati gid stabiliti nella Parte I ¢ nella
Parte 11, tale w(H, o, z) costituisce Vunica effettiva soluzione per il nostro gems-
rale problema al contorno per lo strato 1.

6. — Per finire, credo utile riassumere i risultati ottenuti nel corso della
nostra ricerca complessiva.
La funzione y.(H, p) assegnata nel piano #z == 0 sia continua ed altrettanto



362 C. BIRINDELLI: Nuova trattazione di problemi al contorno

avvenga per laltra y.(H, p) nel relativo piano z — a, mentre la funzione
f(H, o, #) assegnata nei punti 7+ F7T sia continua in T4 FT ed inoltre hol-
deriana in ogni dominio limitato di 7.

Date le quattro costanti reali o,, 8, @, # tutte diverse da zero, per cui

tsulty o - fp = o*+ f*=1, con o«f, <0, of >0, cosicehd otfly — opf3 7= 0
(ci si pud sempre ridurre al caso di oflo — aoff > 0), si consideri la, successione
Aoy A1y Aoy ey Ja, ... delle soluzioni 1 positive crescenti (in infinitd numerabile)
della equazione

ooty + Byl

cotg (V2 a) = E L

ove i numeri 1/2, sono via via crescenti ed accostantisi sempre pitt, al crescere
del loro numero d’ordine h, ai corrispondenti numeri hz/a. ‘

In corrispondenza alla precedente successione numerica, si consideri poi
Paltra costituita dalle funzioni )

wa(2) = on{— PoV'%, €08 (VA,2) + o, sen (V2 } =
= g, { asen (VA (a—2)) + BV, cos (V7 (a—2)) },

ove 0 <2<{a e inoltre

on =V2 / l/ (B2 od)a + ﬂg—;’\;};ﬁ sen (24/2,a) + a,fo(cos (2v4a) —1) ,

0, = — BV 2,04/ { e sen (vVZ,a) - pVZ, cos (Va)} =
= 0 { oo Sen (\/7.;61,) - /J)OV-Z; cos (\/Z;“)} /(/9\/2;) .

Preso in considerazione il primo elemento +/ 7, della successione di numeri
positivi 4/7,, supponiamo che le tre. funzioni assegnate y,(H, ), y.(H, o),
f(H, g, #) siano tali da fare si che sia possibile scegliere tre opportune costanti
positive N, M, ¢ (con ¢<<+/1,) per cui sia '

/T-—c 0 /—u—(‘)
(10) !Yo(H, Q)Il < Jue(lln )" I (H, o, z)l< N.g(]). e

|7a(H, 0)] |

Oltre a cid supponiamo che le funzioni Yos Va, fs0ddisfino pure le Condizioni D
(Parte I, pag. 95), vale a dire siano lungo le circonferenze di raggio p, con-
centriche a quelle w(0), derivabili rispetto all’argomento o, 0 <w <27 con
derivata prima assolutamente continua e derivata seconda continua e a varia-



di uno strato, per Uequazione di Poisson in tre variabili 363

zione limitata [per la f cid sussista per ogni valore di #z scelto in (0, )] in
modo tale che le variazioni totali delle rispettive derivate prime e gli estremi
superiori dei moduli di queste derivate prime verifichino la relazione (10) alla
quale gid, per ipotesi, deve soddisfare la f.

La f soddisfi infine alla Condizione D' Felativa ad f (Parte TI, pag: 239);
sia ciod tale da risultare a variazione limitata rispetto a z nell’intervallo (0, a),
pensandola come funzione della sola #z in 0 <z < @, cioé lungo i segmenti di 7'
perpendicolari alle facce 2 =0, z=a di FT e in modo tale che la relativa
variazione totale V(H, g) soddisfi essa pure la relazione (10) relativa alla f.

Sotto queste condizioni assai generali imposte alle funzioni yo(H, g), ya(H, @),
f(H, o, 2) (*), indicando con I(o), Ki(o) le due funzioni di BESSEL (di prima
e di seconda specie, rispettivamente) di ordine 1 =0,1,2,..., e di argomento
- immaginario, possiamo, raccogliendo i risultati stabiliti, enunciare, per la solu-
zione della equazione Ay = f nel generale problema al contorno di uno strato T,
indicato al n. 1 della Parte I, il seguente

Teorema di esistenza (e di unicitd). La somma di due serie doppie

(11) u(H, g, %) =

2
1 0520

=7, m(z){%K.,(m/Th) f EL(EVT) { f }—«/Th[ehyo((e, £ + o @, O]+

a 4
—{—ff(Q, &, s)wa(s) dS% dt} &+ ’Zl Kz(@\/fh)fﬂz(é'\/ﬂ)'

27 a

: [ f 3 T Toe(@s &) avel@) &1 + [ 4@, &, s)onls) ds

0

cos (lw—t)) - dt| A&+

0y 00

+ _:ni z;; wy(2) { ‘;‘ IO(Q\/}‘h) f EKO(E\/-}_";;) :

2

: [ f ; V0@ &) + el @ & + ] (@, & 9yun(s) as | dt} as +

0

(®) Condizioni, invero, leggermente pit restrittive di quelle imposte alle y,, , f
nel corrispondente lavoro sul problema, analogo, al contorno di una striscia, trattato
in loe. cit. in ().
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2
1,0

+ 3 LeVT) f SR (EVT) [ f 3 VLo @ &)+ oly(0, £)] +

0

a

& ‘ »
+ j (@, & s)w(s) ds Ecos (e )—t))-dt} d& }

converge in senso puntuale in ogni punto (H, 0, 2) di T4-FT ¢ rappresenta in
T4 FT una funzione w(H, o, 2) continua, poiché le due serie doppie, suoi addendi,
sono entrambe assolutamente convergenti in T-- BT, nel senso delle serie doppie,
e sono uwiformemente convergenti in ogni dominio limitato di T+ FT.
La u(H, g, z) continua in T+ FT ha tale comportamento da soddisfare la
relazione
Hm 'i(I{/’_-——g;) 0= 0,

o> e] A

uniformemente rispetto agli z di (0, a), relazione relativa al trovato teorema di
unicita per il generale problema al contorno in esame.

Esistono inolire le dufdw, du/dy continue in T—TFT ¢ la du/dz continua
in T+ FT (come lau) e le u, du/dz soddisfano le due imposte equazioni al con-
torno FT; dello strato T,

' ou(H, p, 2
o u(H, 0, 0) + ﬂo( l_b Q‘ )) = ')/O(Hy 0),
(12) =0

ou(H, g, ?)
ou (H, o, a) + f8 <LL“) B = v {H, o),

olire la precedente all’oo assicurante unicitd della soluzwne del problema al
CONLOTNO.

EHsistono infine le du/d2?, bzu/by‘% *u/dz® continue in T — FT, dove é
A.u(H, 9, 2) = f(H, o, 2).

La u(H, g,2) espressa da (11) costituisce dungue, sotio le condizioni assai
generali imposte alle vy, ya, | € riportate in questo n., Punica ed effettiva soluzione
per il problema al contorno, dello strato T (indicato al n.1 della Parte I e bre-
vemente riassunto nell’enunciato di questo teorema).



