CARLO BIRINDELLI (¥)

-—-Nuova-trattazione-di-problemi-al-contorno-di-uno-strato, —————

per I'equazione di Poisson in tre variabili. (=)

Parte II.

Nella Parte I (%), applicando il « metodo della trasformata di LAPLACE ad
intervallo di integrazione finito » del PrcoNm al problema al contorno di uno
strato illimitato per cui Uincognita w(x, y, 2) verifichi Pequazione di Poissox
A = nello strato e soddisfi due assegnate combinazioni lineari a coeffi-

Lo R . ou .
cienti costanti (diversi da zero) nelle u, e lungo le due facce dello strato, siamo
7

pervenuti al teorema di unicitd per la soluzione nonché alla espressione for-
male dell’'nnica eventuale possibile soluzione effettiva wu(z, y, 2z) del problema,
dimostraundo inoltre la convergenza puntuale di tale sviluppo formale in tutto
lo strato in modo da esprimere una funzione continua in tutto lo strato e sod-
distacente le condizioni del detto teorema di unicitd. Tutto cid sotto condi-
zioni estremamente larghe per quel che ha riferimento con i dati al contorno.
. . ou ou ou

In questa Parte IT si mostra ’esistenza delle derivate o’ By della #,

precedentemente trovata, e la validita per essa delle equazioni al contorno.

ou ou ou

— Dimostrazione della continuita delle - o3y entro 7.

vps e ese . OU .,
Verifica della continuity di 5 In T 4 FT.

Continuiamo qui a seguire il simbolismo adottato nella precedente Parte 1
e a tale Parte vengono fatti i relativi richiami.

- o . . TR ou du

Per tutto cio che riguarda 'esistenza e la continuiti delle oy osser-

(*) Indirizzo: Via Pavenzo, 8; Roma (Italia).

(**) Lavoro eseguito presso I'Istituto Nazionale per le Appll(amom del Calcolo.
Ricevuto -il 7-VI-1950. :

(*) Riv. Mat. Univ. Parma 2, 77-102 (1951).
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viamo che con una rotazione intorno all’asse 2 ci si pud sempre ridurre al caso
nel quale in Sg,y la semiretta uscente da O e passante per (H, g) sia l'asse x
o Passe y, dopo avere eseg‘uim I'opportuna traslazione dell’asse 2. In altre parole

2u(H, o, 2) BM(H_, 0, 2) eu(H, ¢ 2)

lo studio delle 1o pensarsi ridotto a quello di ————
[ ——— puod P 0 A q

- o BT (64 ¢}

Derivando formalmente la (B) (v. Parte I, pag. 96) termine a termine

rispetto a o una volta, si perviene alla seguente espressione formale per
824(H 0, ~)

%
(B,) ‘Zl%ﬁz_‘) )
0w 1 1 f A y
2 S |3 eV - [ VA | [ |VETera@,  + g0, 91 +
+ [0 & s | afas + 5 mgeva) 2 [ enieva-

(l

[ / §-~«/ L [07o(05 ) - 0lya(Q5 )1+ / 1@, & s)wnls) ds

0

cos{l - (t—co))dt] dé_’f% —

2

%I&(ex/ﬂ",,,);lt / EK(EV'T,) [ f %—x/l‘,,[ehyow, £) + oyal@ 6] +

1; . o

— nfh V A,00(2)

a

/ 1@, & shwils) ds % dt}ds + 5 v [ emievny:

0

a

| 1= VAtemio & + grae, o0+ | 1@ & nts) s | cos 1~ dt] as|.

0

Osservazione I. B noto che Kj(o) ha valore sempre negativo per
o > 0. Essendo poi

g 1 ,
(o) / W suta  Io) [ K = Kl(6) <0,

wlI ()P’ ,u[Ir(u)]2 aly(o)

vale a dire, poiché¢ I,(c) e I;(¢) sono positive per ¢ > 0,

1 1 -, Codp o -
T alt(a)_l’(a)./ drE — ) =Ko [ >0,

g
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sicche si pud dire che — Kj(o) ¢ sempre positivo e infinitesimo dell’ordine
esponenziale quando ¢ — co.

Ricordando che & inoltre

o 0%‘00 (0./2)14—211 . (cr Z.o{ic (0./2)211

A R (S L) B (R O

si trova, calcolando la Ij(o), che &
’ I B
IL(G) = ;IZ(G) + Lpiql0) .

Si rammenti a questo punto la Osservazione I del n. 7, Parte I, e si noti
che, in forza di essa, ’espressione I,(&v/1,)/T (eV7Z,) per grandi valori di 1 e

4 . 3 ! /(s
per b — co sl comporta come <~ ViE-0),
14

Osservazione IX. Ciriferiamo qui a quanto si é fatto al n. 9, Parte I.
B facile dedurre che per grandi valori di ! la I,(0) tende ad avere il compor-

\/acte

tamento di - Yoo {come si vede tenendo pure presente la detta

Osservazione I del n. 7, Parte I). Rammentando che 4/4,, crescente, diverge
positivamente come hsr/a gquando h > oo, si ha che DPespressione

”M) T(oviy) 1

Ky (oV2)(EVE,) = / T Tiw) R de
o 1

oV,
sempre per grandi valori di I e per & —+ oo, ha il comportamento di

hd
e~ du

(§Q)IA;¢>(5+9>"7% /

/Lzz+1_ :
oV,
Si noti d’altra parte che il rapporto di infinitesimi, quando A — oo,

S ~
/Gl """"" S eV,

oVh,
considerando come parametro divergente la v/, e operando col teorema di
. 1 N . . .
I’HosPpiraL, si comporta come 5}(3"29“", sicehé D’integrale
/' e~ dpn

sz-q-f
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si- comporta come 0”291%/(2@‘“2}‘). quando h — oo,
Se ne conclude che Pespressione Kl(g\/};)l Z(S\/}Th) (con &< g) per grandi

. . ; . (¢ )l N
valori di 7 e per h — co si comporta come ~£—§~ V-0 Ne segue pure che

1’:hltr&w(oveﬂ**g'<"““§~)~17(fg‘\“/”?n—;;)Ki(E\'/;'{"—;;)’“"’pelw'gra;ndi"”*valori““di“’”l"' erper =SS
1 —
comporta come i%?—- oVinte-9)

Poiché le due espressioni (con o> 0) K,(0)I,(0), — 1,(c)K;(¢) sono en-
trambe positive [per essere K;(¢) sempre negativa per ¢ > 0] e Ia loro somma
e 1/o, si vede anzitutto a mezzo delle solite relazioni che le due espressioni
in parola gi comportano egualmente quando ¢ — oc, vale & dire che per ¢ — co
entrambe si comportano come 1/(2¢) e cid uniformemente rispetto alla classe
di tutti gli ,

Se ne ricava che le due espressioni I;(ovVA,)K,(0V71,), K (oVZ)I,(0VZ,)
quando h — oo si comportano, rispettivamente, come 1 /(29\/27 ), —1/(2oV4,)
e ¢i0 uniformemente rispetto alla classe di tutti gli 7. Si ha cosi:

c=10) Per £<< g la

- — . o _ 7 5
VALK (oVA)I(EVE,) = VALK (oVA)] 0V 2,) IJ%%Z_}Z; ,
12 h

per grandi valori di 7 e se h — oo ha il comportamento di

N\l — 1 s
- '\/2—7_ «.__;.lm:r <§) GV’"IL(E— o) — 1 (é‘) 0]//‘%(5—1})'
" 20v/2, \o 2¢ \o

AR~

20) Per p<Z ¢ la

— e - Ki(Ey/7,)
VL VA E(VE) = VAL oV K (oV,) gf;:-/;;—)

-per grandi valori di ! e se % — co ha il comportamento di

Al e =4 e
e c¢id per il fatto che, procedendo al solito con il teorema i DIHOSPITAT,
considerando divergente il parametro \/)Th , per h— oo, si trova essere
il comportamento di KI(EV}Th)/K,(g\/)Th), per h — oo, eguale a quello di
Il(Q\/Z}:)/II(E\/Z)'

Per il caso 19) di tale Osservazione IT si ha che, se 0<C &< g, la espres-
sione negativa

)  SVALEVRE (V)
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33 . A 176+
per grandi valori di I e se & -> co ha il comportamento di —5(3) elntE-2)
. 2,
e costituisce una successione di kb a variazione totale finita (%), ed &, come si ¢
detto, infinitesima per h — oo,
Premesso. ¢id, si:noti che nella. serie primo addendo della (B ) il fattore

che moltiplica 1a 2,(2) non & altro che la seguente serie lineare:

@ VA KV | 5@(5«/@)[ / b — VLol @, ) + iy, 61 +
+ [ 1@, & syonts)as | dt} at+3, Kilevh) L [ V)

2z a

: [ ] V= VR0 @ £) + eialfly O + / 0, & shos) ds | eos (1- (t—0)) dt} agl.

Di questa serie lineare (£2) consideriamo prima di tutto la parte a):

277

W VI KoV - / (&) [ /( / (@, & s)w,xs)ds)dt}dﬁ

0

27

Tseo \
+ 3, Ki(oVh,) 2 [ EL(EVT,) [ } ( / 105 £, 8)101,(8)d8> cos (1- (t~<w>)dt} a,
i ¢
e imponiamo alla f(@, &, s), oltre alle precedenti note condizioni, l'ulteriore
restrizione d’essere a variazione limitata rispetto alla s, variabile da 0 ad a,
cioé Tungo i segmenti di 7' perpendicolari alle due facce piane z =0, z = qa,
costituenti BT, e in modo tale che la relativa variazione totale V({), §) [si ram-
menti che ¢ & ’argomento del punto ¢ di w(0) nel riferimento polare posto
in 8] soddisfi 1a relazione (11) del n. 6, della Parte I, relativa-alla f(¢), £ s)
Tl massimo modulo di #(@, &, s) lungo i detti segmenti soddisfa a priori tale
relazione (11) per il fatto che per ipotesi questa relazione deve essere soddi-
sfatta da | 1(Q, &, s) |. Indicheremo per il seguito con la dicitura condizione D'
relativa ad f la nuova condizione imposta ora alla f(@, &, s).
In forza di questa condizione nuova, le espressioni

a a

/f(@ £ ) sen = s / (9 & ) cos " as,

0 0
(2) Vedi M. Prconm, Appunti di Analisi superiore, Vol. 1 (za ediz.), Rondinella,
Napoli 1946; cir, pp. 196-204. B
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gquando % >>1, sono infinitesime, almeno dell’ordine 1/h, per h — oo, cioé

= e . 1 e
come 1/4/2, e quando & si fa divergere si comportano come T ¢WVro=P)5
h

Osservando che, per le argomentazioni svolte nella Osservazione IT del n. 7,

I8 has]

Parte""*I””"[sostitu‘endo*"’1v1 alla 10, (8) "le "espressioni sen -—, cos "EMJ’ 1‘1sulta
a .

anche essere

| has I
{ Ll W oS —— ‘ f
107 @ d cos (It) dt
_ S 8 J—
24 / f((l)y & 8) hrs sen (If) }
e 0 Sen - |
‘ « |
’ has
v e ()
- | - cos Ve
= y 1 de e Ao &
23 / hzs / @, 4, 9) son (1) < ¢ o
1; o S8l ——

per I >1, possiamo concludere, tenendo conto dei due visultati, che per
1>1, h>1, gli integrali

( B
2 a CO8 ——
17 )7 a .
@) - [ 1@, 85)  dseos (1 (1—w))
= s
0 /o" S1G3 | P S
3 12
si comportano come
{ : 1 (Via=fys . .
®) v SAOTE O S

In quel che ora segue noi ¢i serviremo di questa ultima risultanza nei casi
h>1, 1>1. Naturalmente va qui inteso che con la dicitura «si comportano
come » si vuole intendere che le espressioni (2) in questione sono maggiorabili
in modulo dal prodotto di una costante positiva abbastanza grande per ’espres-
sione (3).

‘Ricordiamo ora le argomentazioni svolte in un precedente lavoro [vedasi
Parte I, lavoro citato nell’annotagzione (*), cfr. pag. 171 di tale lavoro], e
notiamo che da queste risulta essere

/ has / 2 /2 ttoe lies .
W, s) = Ccos — p sen (g,8) - sen —— + @ B sen . -+ (termini trigo-
; 5 ,

uometncl coi coeﬁiclentl definitivamente monotoni -e mhmte%unl d’ordine \1/h
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ove ¢, ¢ infinitesimo monotono nel senso della decrescenza (g, > 0)
come 1/h.
Sostituendo allora in

L o

%[ % / HQ, &, s)wa(s) ds { cos (- (1 — w)) dt,

0 o
al posto di w,(s), ciascuno dei termini nella cui somma & stata spezzata la

. . . . . 1 /2 13 .
wy(s), i1 primo integrale che se ne ricava si comporta come ——\/}_ T eWho=P)s (ricor-
—_— . *h
dare che 1/v/2, si comporta come 1/h), e gli altri, rispettivamente, come i

prodotti dell’ultima espressione ora scritta per 1/h, per 1/h, per 1/h?; sicché
tra queste espressioni la prima su scritta costituisce quella esprimente 1’infi-
nitesimo di ordine minimo gquando h — co.
Allo scopo di giustificare rapidamente in modo completo le risultanze ora
indicate, conviene osservare quanto segue:
10) Se f(x) e una funzione a variazione limitata in un intervallo (¢, ")
si puod determinare una costante positiva ¢ in modo che sia, per ogni intero
positivo #,

all

! " ., cos (n@) o
t/ f@) sen (na dz) < n’

20) Se y(x) ¢ integrabile in un intervallo (e, §) ¢ se @(x) ¢ una funzione
positiva, continua e crescente nel medesimo intervallo, allora é
# 4

/ pla)p(x) da = @(f) - / w(r)de,

[ 7

ove 1 & un valore opportuno di » fra « e f.
Premesse queste osservazioni si noti che il secondo degli integrali di cul
sopra

/2 i { has . )
’/ / f (@, &, s) sen (g,8) - sen—- ds ¢ cos (I- (2—w))dt,

a) ', }

(per il primo e per il terzo la proposizione & ovviamente vera per essere il coeffi-
ciente relativo indipendente da s) si puod scrivere nel modo che segue, pen-
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sando h abbastanza grande affinché g,s sia < 7/2, quando 0 << s < a,

/9 i ) hzs )
(4) ‘ - / % / f((gy, £, 8) sen (g,8) - sgn —a~ ds % cos (I - (t;“_ w)) di =

o -
o
i} 0

a 2

— l/_ / sen (&s8) {[f((l), & 8)cos (- (t— w)) dzJ senﬁgfds =

a 27

[ . iz

= ’/ 2 sen (&) - / [ / (@, & 8) cos (L (t—w)) dt} senfds.
: : @

@ ;] 0 -

Ma in questa espressione integrale

2
- . .y 1 T &
(@, & 8) cos (I (t— w)) di si comporta al pilt come & VoS
p
(per le condizioni D della Osservazione II del n. 7, Parte I), mentre d’altra
parte per la condizione D' relativa alla f Pintegrale '

20T

/ H(Q, & #) cos (1- (t—w)) dt,
o
pensato come funzione di ¢ in (0, @) & funzione a variazione limitata in tutto
I ’
(0, @); sicché, per 19), il suo integrale

a 24T

/ [ /‘f((g, & 8)eos (I (t—w)) dt' sen }%fds

7

¢ a sua volta infinitesimo, rispetto ad &, come 1/h. Per la presenza del fattore
esterno sen (g,¢), infinitesimo come 1/a, si conclude che 'integrale (4) si com-

. 1 el = . ;
porta nel suo complesso come R ¢h=P% Per 1a Osservazione T del n. 7,
212

Parte I, il rapporto I,(6V2,)/I(ov/7%,) con 0 < £ < o, sempre per 1> 1, si pud
. . . =V /5 /3 (=

maggiorare mediante espressione M(£/g)e™V =2V < MeVmE-2 | Fgsendo, come

si ¢ visto nella Osservazione I di questo n.,

| Ki(oVA) | < Lo
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si ha che, sempre per 0 <<&<Cp e 1> 1,

= ey 5V LEVE) e
ALK A 1 A VL v - pfeVimE-o)
VA e/ R) [ELEVA, 9\/_,, Iz(em)< e

Osservazione IIT. Per il restante valore di I, [ = 0, ci si pud servire
invece dell’altra (notando che \/., > 0o per h —» o0o)

A ] 1((; I I()(g:\/]L )<< 5 I”““

§ (']/ (‘"")(gff.l/‘.&’)—”“ — ‘/E 14 ]’h(:’"") < L’] ;h(’*—n)‘
4

Q

In corrispondenza a tutto ¢id, si noti che sotto la condizone D’

I’espressione
g haots
2 a CO8
. [42
- / ) /j((}, &, 8) hogs ds dt,
o s ) sen -
¢4

1, risulta infinitesima per b — oo almeno dell’ordine 1/ cioe come

quando k>
(Via=P)% ] pit. La sostituzione in

/\/l,, e si comporta cioé come 1/\//1

27 @

: / % / F(Q, & shwy(s)ds § dz,

o o
N

ciascuno dei termini nella cui somma e stata spezzata la

al posto di w,(s), di
che il primo integrale che se ne ricava si comporta come

wy(s), porta al fatto
(1/\/7;)0(‘/5"”’5 e gli altri, rispettivamente, come i prodotti di questa ultima
espressione per 1/h, per 1/h, per 1/h*; sicché fra queste espressioni la prima,
cioe (1/v/2)e0%=P3 & fra esse linfinitesimo di ordine minimo quando h — oo.

Si tenga infine presente che la classe delle w,(z) ¢ limitata al variare di h
¢ di 2. Per quanto siamo venuti dicendo fino ad ora si ha che quando 1> 1,

h>1 le espressioni

27 a

VAW () K oV E,) ;ﬁ / 511(5\/7,;)[ / ” (@, & shwy(s)ds | cos (1- (2 — w)) dt|dE,

o 0
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con la scelta di un positivo M’ opportunamente grande, possono maggiorarsi
con le altre

o

/ﬁfl [0 R=p s Ve 4 =
Y 2.7, 2 .}
o
/T o - I-_O Z
el ﬂ[’ e(}_/j_ﬁ)‘ - € ]/.h‘ < .]l[,ea/;‘n—‘ﬂ)g s N 1 %o .
B B, ey VIV T+ V= B

Quando invece & I = 0 le espressioni medesime possono maggiorarsi mediante
le seguenti:

0

__HTI_ (rm] / 0(1"3:);»1’2141’)5 A =
'\/}‘h
[}
VIT"_ A /T‘ .
_ o0 Mool Sy R Y S
Vo AV Ay + AV iy —B VI L+ ARy B

Sono ovvi i casi per h = 0.
Col solito raffronto con la serie doppia armonica generalizzata

se ne conclude che la serie seguente, corrispondente alla parte a),

o 2 a
. -

— S Va3 B - [ Vi) 1] 50, mmmas ] at| ag +
+ 3, EileVi) - } 51,(5«/@{ / § } Q& s)wn(s) ds { cos (- <t~w>)dt} a},

considerata, quale serie doppia, ¢ assolutamente convergente in 1T -+FT ed ¢
quindi continua in ogni dominio limitato di T 4 F1T. '
Consideriamo adesso la restante parte della serie lineare (£2), ciod la
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parte b):
1 1 i , “
by =V KV - / W (EVT) “ (VA [oyo(Q,€) + e,,y,w,f)]}dt} ds +
1y — 1 /L) 2:1 ' ] .
+ 3, .K;(g\/){,l); / ET(EVA,) [ / A D L0y Qs E) + 077.(0, )] heos (1 (—~—w))dt, ds g =
T e
l 4 ,? B ) ?.‘I
= o § 5 KooV i) = | EL(EVA,) | | 7@, &) At A€ +
2 4
0 0 ’
1o 1 » . o
+ 2, Ki(oV'E,) - / EL(&V2,) l /7’0((3, &) cos (- (t“w))dt} dg % +
o )
1, — 1 ¢ o )
+ Q,:)‘h % }; K‘)(Q\/ :Z j ‘E[U 5\/}"]‘ " / ’yn((27 E) dt] dé: +
I 0
1y 2 %”
+ 3 KioVA) - / (&VT) [/ (), £) cos (I- (t——w))dt]dé% :
; P ,

Ma (ved. precedente lavoro citato in Parte I, nell’annotazione (?), cfr. in tale
lavoro pag. 170), per A >1

/2 a ’
On = l/ i -+ (infinitesimo monotono d'ordine 1/A3),
a fohs

— .
/9 (o 1)1

- ]‘/ ( ﬁ) - 7a -+ (infinitesimo monotono d’ordine 1/A3),
a hat

~h

ha e .
VA, = — + &, con g, infinitesimo monotono dell’ordine di 1/h.

Ne segue:
Ondy = T - (infinitesimo d’ordine 1/h) -+ (infinitesimo d’ordine > 1/A%),

o 1Y
0, A :] Z ( {15) : ]UE - (idem) 4- (idem),

D’altra parte, a mezzo della (11%) 1'ela,tiva alla Osservazione II del n. 7 della

Parte I, si vede che, se ¢ ¢ costante positiva opportunamente grande, si pud
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far si che risulti:

| [ e a )
(5) g s peV =P
[ 7.0, S
0
2 \
1 / volld, &) cos (1t —aw))dt /
(6) 02_1 ; <f’ o=y per 1>1.
’ ]
| [y,,((}, Ecos (11— (u))dz‘ i
1
0

_ TInoltre, per quanto si ¢ detto in questo n., se 0 << & < g, si puo scegliere M
opportunamente grande affincheé risulti:

(7) EVKUoVR) | TUEVT) < BT o= M0G0 per 1 =0 ¢ 1>1.
'\/Ah
La parte della (B,) che corrisponde alla parte b), si pud scrivere, esclu-
dendo i termini pertinenti al valore di A = 0,
L /20 b _— . '
3, wi(2) ’ ;F - - (infinitesimo d’ordine 1/k) -~ (infinitesimi d’ordine > 1 ,’h,z)} .
0
% - I{ (0\/1) / ET(EVE,) { /yo(Q, §) df] a¢ -+
0 0
1,00 1 ¢ 2'”
+ > Ki(oV1) :{ / (EV/R,) { [y(, (@, &) cos (1 (tw(u))(lt] dé& -
0 0

Lo U/é (—1)"+ by
/= =

+ >, wal®) -+ (infinitesimo d’ordine 1/h)-}-(infinitesimi d’ordine>1 /’lﬁ)} .

p a
§§ K(oV7) - / slowx/z‘h){ /y,.«;z, §>dz]d§+

d§€.

-+ 2 K(oVh,) = / ET(EVD,) { /yn((e, §)eos (11— w))dt

0

Qui le serie pertinenti alle parti con a fattore le espressioni:

(infinitesimo d’ordine 1/h) - (infinitesimi d’ordine > 1/A?)
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-1

sono assolutamente convergenti nel senso delle serie doppie, come al solito si
vede subito col raffronto con la serie doppia armonica generalizzata, in
T+ FI. Lo stesso avviene con l'aggiunta dei termini pertinenti al valore
di A =29.

Resta da vedere il comportamento della restante parte

" (—Iﬂ—": zm fiavy(2) % I, (0\/} )= / 5Iu(§'\/A ) [/ j’n(@a &) dt} d& -+
Lo ¢ %‘T
+ 5 KlovE) - / E1(8v/T) { [ @, & cos - <t-m>>dt} ag| —

o 2 T
| 1

l/2 L7 5 Kilov'A,) - [ EL(EVT) [ A9, &) dr] & +

E h(— 1)nw,(2)
h t
« /3 (l

2
0
277

/ (0, £) cos (1 - (tma)))dtl ae : ,

L

+3 Ki(oVT) ;/ ET(EVT)

¢ per queste due serie addendi intenderemo riferirci alla loro sommazione
per linee.

Le due serie lineari coefficienti della w,(2) risultano, come subito si vede
tenendo conto delle maggiorazioni precedentemente indicate (), (6), (7), con-
vergenti e con le rispettive somme entrambe infinitesime come 1/ per k- co.

Tenendo conto della indietro riportata espressione di w,(z) si vede subito
che, a meno di serie che risultano assolutamente convergenti nel senso delle
serie doppie in 7'+ FT, lo studio del comportamento della espressione che ci
occupa si riduce a quello del comportamento dell’altra espressione

25 heos ™ L oV f SV | [0, e +
+1’z°j,zf;<9 / ET(EVT) “ 2ol @5 &) cos (- (t— w) dtJ agl+
9 Lo hyzz 1_, — F — -
o Sy eos | LoV | ET.O(E\/Z,I)[ /ya(Q, &) dt} a& +
9T 0 o 0 0
+ 3 KoV, / £l wzh l / yalQ, &) cos (1 - (t—w))dt}dfg ,
’ 0 [ ’
ha(z -+ a)

. hnz .
ove al posto di (—1)*cos — si pud porre cos
a a
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Si tenga ora presente che la serie

haz

Lo
o8 -
Eh 7

ha finite la minima ¢ la massima somma quando 0 < § <z <{ a e cosi avviene
per quelle della serie
Le ha(z + a)

>, cos

)

«
quando 0 <z < a— 0. ;

Daltra parte per essere (1), per I'Osservazione I di questo n., una succes-
sione a variazione totale finita che & infinitesima per 7 — co e poiché il fat-
tore che in entrambe le serie in esame moltiplica cos (hnz/a) oppure
cos (hw(z -+ a)fa) &, al crescere di h, infinitesimo (come 1/k), se ne deduce,
ragionando come si fece in analoga questione [vedasi in Parte I il lavoro
citato nell’annotazione (?): cfr. in tale lavoro pag. 173 e seg.], che il detto
tattore di cos (hmz/a), cos (hx(z -+ a)/a), viene esso pure a costituire una suc-
cessione, al crescere di A, che ¢ a variazione totale finita ¢ che & inoltre
infinitesima.

Per il criterio di PicoNe (ved. pag. 199 del lavoro citato) le due serie in
esame risultano uniformemente convergenti in ogni dominio limitato di 7' non
contenente punti della F1' (sommandole per linee nel senso chiaramente indi-
cato dalle forme scritte per gli sviluppi).

La prima serie del secondo membro di (B,) risulta cosi essa pure unifor-
memente convergente quando il punto (H, g, #) varia in ogni dominio limi-
tato di T— FT. I inoltre evidente che quanto si ¢ fino ad ora fatto si pud
ripetere onde potere stabilire che lo stesso avviene anche per DPaltra serie se-
condo addendo del secondo membro della (B,). Se ne conclude che:

La oulH, %) e quindi le a—u, ou esiste ed ¢ continua in T-— FT, almeno.

oo ’ oz’ oy
Essa ¢ date dalla somma delle somme delle due serie doppie [intendendo di som-
mare queste due serie doppie per linee, nel senso chiaramente indicato nel secondo
membro di (B,)] indicate nel secondo membro della (B,)- Queste due serie doppie,
sommate per linee nel modo detto, risultano uniformemente convergenti quando
(H, g, 2) varia in qualsiasi dominio limitato appartenente o T — BT, ¢ la loro
somma & cost una funsione continua in T-— FT; almeno.

Per quel che si riferisce alla analisi corrispondente per la serie secondo
addendo del secondo membro di (B,), osserviamo solo che, tenendo fisso I e
variabile h, Vespressione &VAK,(EV2,)I(0V7,) costituisce, per h — oo, una
successione a variazione totale finita e infinitesima [che ha qui il rucio che

[/
fa (1) aveva nel caso precedente] perché, essendo I (o) :;I (o) + I 114(0),
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si ha che

—_— — - 1 — _— .
ALK A0V, = VK, (;\/) T IV ) = &I K (TN a0V )
h

e nelsecondo membro-di~questa Te due espressioni-addends, per £ =g, w¥ono,
quando h varia divergendo positivamente, positive monotone nel senso della
decrescenza e infinitesime. Dopo di ¢id si procede nel modo seguito nel primo
caso dettagliatamente trattato, operando con le considerazioni indicate nelle
Osservazioni T e II al principio di questo n..
du(H, o, 2)

Passiamo infine allo studio di -~ v . Derivando formalmente, rispetto
a gz, termine a termine, il secondo membro della (B), si ottiene il seguente svi-
lappo formale:

@y ULed, N [po won I 1+ vos VT, A
02 Vi
"}%KOW Al [ y“v SVI,) UT“\@[@M(Q, E) + ofyal @, O+
+f 10, & shou(s) ds idi} A+ Y, KiovE) /ng &) -
.Mﬁ%—\/i}[enyu(ﬁb &) + oy7.(Q, &)1 -+ _Iaf(o £, 5w, (s) ds i (tOS(l-(t~—w))dc} ds €~
=5 hue ﬁn o WIie) + 7;((»» w7 >: 3; L,<g\/7;>V}Efgzg’,(g\@'
1- /5 VL0 §) + oy @ 1+ Iaf((), s,..m,,(s)ds% df]df +
+ 3LV /mslxl &i| / VAo &) + oy, 811 +
4 _/?f((‘?’ £, $hn(s) ds% cos (- ‘(il— »)) dt] g % N

17 — Rivista di Mualematica,
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Notando che Z,0,[f, sen (V'4,2) + (o/A/7,) cos (v/Z,2)] si pud scrivere nella
forma :
VEholBV % sen (V4,2) + a, cos (VE2)],

da svolgere per lo studio della (B,) ¢ quella che giuoca lo stesso ruolo che nello
studio della (B,) aveva I'espressione w,(z). Osservando che [ved. pag. 174 del
- lavoro solito pitt volte gia citato] ¢, per h > 1,

I

//2 haz
/= se
a 41

oV o sen (VA,2) 4 aq cos (VT 2)] =

-

/2 o',,ct iz [ hax

e ( 8 sen (g,2) cos — —}— (termini trigonometrici con coefficienti
trigonometrici monotoni e infinitesimi d’ordine <C 1/h2),

ralfrontando il secondo membro di questa con quello della espressione corri-
spondente valevole per w,(2), indietro rammentata, si vede come valga la per-
fetta analogia di comportamento; sicché, ripetendo nel caso nostro attuale
tutta la trattazione svolta indietro per la (B,), & chiaro come anche adesso si
possa pervenire alle stesse risultanze trovs e allora, vale a dire che

Esiste anche la _“(%Q_’ﬂy almeno in T— FT, e quésm ¢ pure conlinua,

almeno m T—TFT.

2. — Verifica delle poste equazioni al contorno.

?u H,p,z
Continuita in 7 4+ FT della -—— - ;fw) .
: i ou(H, o,
Resta ora da verificare che w(H, g, 2), il P 2 soddistano le velazioni (2)

della Parte I, cioé le due assegnate equazioni al contorno costituito dalle due
facee z =0, 2 = a dello strato 7. Da questa verifica seguird evidentemente

A ou |
la continuita della 5 T+ ET.

4
(i riferiremo, per brevitd, alla giustificazione della validitd della prima
delle equazioni (2) della Parte I, cioé di quella relativa alla faccia z = 0 dello
strato 7. Con procedimento del tutto simile si pud giustificare la validita della
restante equazione, quella relativa alla faccia z = a. Comineiamo osservando
che &

T — sl fFy 008 (W 2) + mysen (VF, )] +

O‘owl«(z) + Bo
-+ ﬁogh[ﬁolh sen (V7,2) + anV/4, cos (V7Z,2)] = g+ (a2 + B24) sen (v/A,2) .

si—ha—che-1espressione~p;[v/4 By sen-(vA2) oz cos-(v 72) ] nella—trattazione -
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I3 agevole dopo eid serivere la combinazione lineare delle due espressioni a secondo -
ou(H, H, o, z)

membro delle (B), (B,) [che esprimono effettivamente w(H, g, 2), — P
[/

in T'— F7, ed anzi Ia prima in tutto T FT] mediante le due costanti oy, ,.

e Pep-agevolare o ricereadiConi™ dobbmmo OTOCCUPATEl; CONVIeNe Serivere

Ia combinazione lineare in questione nel seguente modo:

ou(H, p, 2 1= o
—i——g——- e z‘h g,;\/lh(oc;, + filds) sen \/Z_,,z) .

((“'(O)) otgte(H, 0, %) -+ ﬂo

;é KoloVT) / (VT { W0, £) dtJ Qs + 3 I g\/z,, ’ gK (EVT) [ ,,OQ £) d;} n
+ }_:Z<K (oVT) /0 ST(EVT) [ /22/(,((9, £) cos (1 - (thw))dt} g +
i I,(g\/Z)fS‘K,(«S\/E) ’ ‘/2?7}0((2,, ;) cos (I (t — ) d;] (‘15)% +
+I;UZ, 0n0V Ao 4 Bada) sen (V7 2) gélfo oV'%) ‘/QEIOI(E\/IT,,)'[‘;;(,(Q,§) dt}df o+
5 Tolevh) [PfKu(asﬁ,,) [ /y(@ ) a;} o
¢ S .
+ 2 5 (K (eV4,) / ET(EVT,) Uya((g, &) cos (z’- (t— w))dt] ag ‘+’
T(eVT,) /wsK éx/; “ (0, &) cos (l'(tww))d;]id§>§;
. e 0 , .

ot

o Y on" aﬁ—{—ﬂﬁlh)sen(\/fhz)g ooV, /EIO E\/Z,l [ (ff (Q,&,8)w,(s) d9> dt} dg -

+ 11 [ £, sm[ ([ 10, & st s ) ] a +
s ( f EL(E ] ( [ f(@,s,s)wus)ds)eos( (t~w>)dt]df+

m

+Iz(’9\/7,l)[ 1, (6V/T) [ ( £Q, & s)wn s)ds)eos @ (t——w))dt}d&)}.

o
o
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Si cominci col notare che al crescere di I espressione
T a

%/{ / (0, &, s)w,,(s)ds%c(.)s (- (l—w)d,

é (sotto la condizione D' relativa alle f) tale da co uportarsi come la

1

— Vh-pis ,
\/;'Iz i

perché sotto la condizione D' relativa alla f il modulo di
2x a

- [% /af(Q, &, syw,(s) dsg cos (I (t—w))di

e

& maggiorabile mediante una espressione { M/(v/Z 1) } ¢/%=A% invece che con
quella (11%) della Parte T in cui non appare 1/ 7;1 a denominatore. Notando che
al crescere di & Despressione g - (of 4 f3%,) 2 meno di infinitesimi si comporta
come /4, cioé come h, per h — oo, si vede, ripetendo per la serie (consi-
derandola doppia) che fa da ultimo addendo del secondo membro della (C()
le medesime maggiorazioni dei moduli dei singoli termini fatte al n. 8 della
Parte I per le due serie del secondo membro della (B), che la serie (doppia)
ultimo addendo del secondo membro della (C() & assolutamente convergente
in T4 FT. Per la presenza del fattore sen (v/1,2) si ha che la somma di detta
serie ¢ funzione continuna che assume valore nullo per 2 = 0.

Siccome, per h — oo, /A, 0,0,V/%, si comportano come 1/h, allora,
tenendo presentfi le (5) del n. precedente e ripetendo i rilievi di eui sopra, si
trova che hanno identico comportamento a quello della serie sopra detta anche
le due serie (considerandole doppie)

Gsc0

19x Py 2 e s /7 e CH
- >, Q;'\/Z‘hrx; sen (V4,2)-{...}, >, 00V A, sen (V24,2) - { ...},

1
7T
parti, rispettivamente, del primo ¢ del secondo addendo del secondo membro
della, (Clo),

Resta da analizzare il comportamento delle due restanti serie

8320

1 Y . . 1 0500 S e

- Zh Q’-‘A\/Z"ﬁgz" sen ('\/}'hz) “{.. s zh leQh'\/)'hﬁﬁlh sen (V4,2 - {...}.
Rammentando che 4/ ZT,L = (hz/a) + &,, con g, infinitesimo (> 0) mono-

tono dell’ordine 1/h, e osservando che la differenza

— haz L 7 haja)} &2
sen (V4,2) — sen —— == 2 cos L +2( a1} sen '5
a

oy
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risulta, per h — oo, infinitesima come 1/h, allora se nelle due ultime serie si
sostituisce al posto di sen (v/4,2) la differenza

- haz
sen (VA,2) — sen —- ,
a

le due serie (considerate doppie) che si ottengono sono tali da avere il com-
portamento di quelle considerate sopra con somma nulla quando z = 0 per
la presenza del fattore sen (¢?/2), come si vede osservando che ¢ 4, 0.0,
costituiscono classi numeriche limitate, al variare di %, e ripetendo il proce-
dimento seguito nel caso del secondo membro della (B).

Dopo cid si pud concludere che lo studio del comportamento del secondo
membro della (C®), per 2 —0, & ricondotto a quello del comportamento,
sempre per z — 0, della espressione seguente k

0 R 7’* & ; e i ‘
'B E}lgh;"l’\/ /”h. sen 'I_ g K()(D\/ ‘i j 510(5\//]'),) [ l VO(Q7 ‘S)dtl d§ +
-+ %IO(Q\/Z:,\ / 51{0(5\//‘{_,,) / 7/0(()«, £) dt} dé
L3 (’1\ (oV'T) / ET(EVT) / 7ol £) cos (L- (l,--w—(u))dt] A& -

~}«.Tl(g\/lh §K (8 2,) [/ W@, &) cos ( (tﬂ-m))dt}df)g -+

2]

2 2 T

+ B pgian/Tysen " gé Koo/ 7)) l ELEVT,) [ [ 70, ) dt}df +
0 0
+ é I(oV'E,) } ER(EVT,) l / Yal@, E)dt} as +

o : 0

o 2T

+1Z (l( n\/lh)l {EVZ,) [’ valQ; &) cos (L (t— a),))kdt} d& -
ox/lh } EK (& 2 [ /.ya(Q, &) cos (1- (t——w))dt}df) g .

e ]
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Si.osservi intanto che nella serie secondo addendo del secondo membro
il coefficiente (Bolm)ono, AV A, con le ricordate espressioni, si puo serivere nella
forma seguente

f.2 :
s i ZTE (— 1)*i (infinitesimi monotoni d’ordine > 1 Jh) =
7 BB at
’ 2 B 1)%) infinitesimi s s s ,
=—= 3 {(— 1)*h -+ (infinitesimi monotoni d’ordine > 1/h),

e allora sostituendo a quel coefficiente (nella detta serie) la parte di questo
secondo membro espressa da «infinitesimi monotoni d’ordine > 1/h» si ha che
la serie (considerata doppia) cosi ottenuta, per le solite argomentazioni, risulta
assolutamente convergente in T-- FT e uniformemente convergente in ogni
dominio limitato di 7-- FT e, per la presenza del fattore sen (hme/a), ha la
somma nulla quando z = 0. La sostituzione, invece, di — {28,/(a%6) } (— 1)2h
fa si che il coefficiente che moltiplica la graffa {:.} si pud scrivere nella

ha(z -+ a . \ .
forma — {28,/(¢?B) } h sen C+a ; cosicehe, essendo k- { ...}, al crescere di h,

una successione a variazione totale finita e inoltre infinitesima, come si puod
riconoscere con le solite argomentazioni, ed essendo la serie

0o hyi(z + @)

>, sen ,

a

tale da mantenere finite la minima e Ia massima somma quando 0 <z < a— §,
allora, per il solito criterio I del Prcong, la serie (considerata semplice, som-
mandola per linee) converge uniformemente per 0 <z < a — d, e, per la pre-

hn(z - a) ’ ..
senza del fattore sen ——-—", ha la somma avente limite nullo per z — 0.
a

Riassumendo: ‘

La somma della serie secondo addendo del secondo membro della ultima espres-
sione scritta ha limite nullo per z — 0.

Il coefficiente (B3/m)oiAV/2, relativo alla serie primo addeﬁdo del secondo
membro della stessa estesa espressione s puo serivere, a sua volta, nella forma
seguente

2 ;
~ h + (infinitesimi monotoni d’ordine > 1/h) s

2

2

e la sostituzione della parte « infinitesimi monotoni d’ordine > 1 /B » nella gerie
porta naturalmente alla considerazione di una serie ¢che ha il solito compor-
tamento con la somma funzione continua in 7 4 F7T che si annulla per z =0,
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Resta da esaminare il comportamento che si ha per la serie quando al
coefficiente (B2/m)o; VA, si sostituisce (2/a2)h. Si osservi nel contempo, ram-
mentando che 4/ 7 == (hsr/a) -+ ¢, con ¢, infinitesimo monotono come 1/k, che
per il teorema della medn, con 0<é&<p,

EL(E\/ [K 9\//1,, — K, 97?%/(01 == 051{ o(harja + 0'en))L(EV/ A )en,

ove 0’ & interno all’intervallo (0,1); il secondo membio di questa, tenendo
conto delle (7) del n. precedente, si pud in modulo maggiorare mediante
Pespressione del tipo (tenendo conto della pregsenza del fattore g, che per
h — oo si comporta come 1/k, cioé come 1/4/4,):

ﬂf—} V-0 g per I =0 che per I > 1
‘It

Se nella detta serie, oltre a sostituire (Bi/m)oi2n/2, con (2/a®)h, si pone
K(oV,) — K (ohnja) al posto di K (0V/%,), 1a serie (doppia) addendo che si
ottiene, tenendo presenti le (5) e (6) del n. precedente, risulta assolutamente
convergente in 7-- T e uniformemente convergente in ogni dominio limi-
tato di 7-+ FT e la somma, come funzione continua in 7'+ FT, agssume il
valore zero per z = 0. Tutto ¢id si giustifica al solito col raffronto con la serie
doppia armonica generalizzata e per la presenta del fattore sen (hnz/a).

Si tenga presente che I(x) cresce al crescere di @ (e I;(x) > 0). Rammen-
tando che )

b

. (4’5/2)1__‘“‘_ A0 (s
I(x) = OB I ¢ sen 26do
0
e che
oy i du _—
.](l(.'lz) = [/ #——-—————‘. [11(‘11)]2} fz(ll) )

@

noncheé la Osservazione T del n. delld. Parte I, si ha se o < ¢, tenendo pr(,scn'rg
che v/, & crescente e divergente positivamente quando h — oo,

Fdevn) _ l<sw,, gl" ap /f 444444 b
Kilov/a)  Tlevip) | (LGor ! J (RS’
5]//), Q] iy

e in relazione al secondo rapporto che qui appare a secondo membro si nots
che il suo limite & 1 per & — o; pensando crescente il parametro /4, il rap-
porto stesso appare come il rapporto- di due infinitesimi, sicché, applicando
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il teorema di 1"HosPITAL col derivare numeratore ¢ denominatore rispetto al
parametro v/2,, si ha che per h — oo tutto il secondo membro della ultima
espressione si comporta come

L(E/7, )[71(9\/2 M2 Lifey ,7\

o) ey~ Taevi) °
Potremo allora scegliere una costante positiva abbastanza grande M, affinché
Pespressione K ,(&V1,)/K,(0v/7,) sia maggiorabile, per tutti ah h, mediante

Pespressione M, 1,(o\/'2,)/1, &//’l,l) e questa (per I’Osservazione I nel n. 7 della
Parte I) & maggiorabile mediante Pattra

red o 15T - rd =
M, - (/&) 1MeVne=5 < MM, Vle=9) =, Vinte-9)

Rammentando che it Wronskiano delle I @), Ho(w) & I(a) K[ (x) — K o) (x) ==
=—-1/r, si ha

¥ ]' ’
K@) j(@) = = + L(e) K ().

Premesso cio, se ¢ <&, si ha pel teorema della media, con 0 < 0" < 1,

(8)  EHAEVAU(0V/A) — Ll ghm/a)] = ofI (olhja + 0" &) K(EV/ Fy)e, <
< eEL(oVA)IGEV'E,) = 08 - { (&) KoVT) Y KoV )0V 7)<
< eugE M9 (1) T,) + TV K (V) } ==

= (LVZ)end Mo =9 1 M, g,056 @O (/TR (0 Ty) <
< (LW E)en Mo =9 1 Mo, (B v/ Tp)eV e

. per la (7) del n. precedente (facendo ivi o = &). L’ultima espressione maggio-
rante si comporta ovviamente come 1/7»2)507/’;("‘5) essendo &> 0. Se allora
nella solita precedente serie, oltre a sostituire ( iNE Ah\/ A, con (2/a®)h si pone
I(oV/2,) — I (ohm/a) al posto di I(eV'7,), si vede subito [servendosi della

maggiorazione (8) e con le gia note maggiorazioni degli integrali

[ 7@ & cos @ —wnar, [y 005 - t—ona,

o 0
che si comportano al pilt come (1/12)6(1/’1—0“/”5] che la serie (doppia) addendo
che cosi si ottiene ha, quando7>>1, i termini maggiorabili in modulo mediante
il prodotte di una costante positiva, opportunamente grande, per le rispet-
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tive espressioni integrali seguenti:

211 " o 2 Vg
= L} gVmte-9+Va-ps q - 01/,,/&(;,,, p-ViE qp —

o : - Lo 0

oeﬂ -ﬂ)e [ | 1 1 1
i s U [ ,,,,,,,,,,
@ 0T VL~ (Wi — B

Analogo rlsultato si ha per [ = 0. .

Col solito raffronto con la serie > > 1/(h%%) si ha che la serie doppia @&
assolutamente convergente in 7 + FT ¢ uniformemente convergente in ogni
dominio limitato di 7+ FT, siceheé la sua somma & funzione continua in
T+ FT e assume il valore zero per z = 0 [per la presenza di sen (hmz/a)].

Tenendo allora presente che si puod scrivere

K(oVE)I E\/?h) = [K,(oV/},) — K (ohn/a) T (V) - K (ohm/a)T(EVA,),
]((g\/lk)ff,"é\/lh) = [T(eVZ,) — I (ohmja)|K (&v/F,) [l(ghaz/a)K,{S\/'lh) ,

possiamo concludere che lo studio del comportamento della espressione (com-
binazione lineare in esame) (C9) quando (H, g, 2) tende ad un punto della
facein # =0 di FT, cosicche allora, 2z — 0, si riduce allo studio del com-
portamento della espressione seguente [nel mentre il punto (H, g, z) tende ad
un punto (Hyy, g@), 0)]1:

o 27

' | 70t g)dz} g +

2 Lo s —
(Glony = >, hsen % { Ky(gha/a) I ET(EVA,)

() [

+ %L,(glm a) ] ER(EVT,) { / 7o(Q, & dt} dé +

%
0

24 27

+ 12: (K,(ghn/a) / {"I,(E\/Th) { / Yol@, &) cos (I (t— w)) dt} d& -+
+ Iilghafa) | EE(EVT) [ [ 7@, &) cos (- (t— ) dtJ a s)} .

Questa serie (sommata per linee nel modo indicato dalla forma dello svi-
Juppo stesso) & certo convergente in 7' -— FT ed uniformemente convergente
in ogni dominio limitato interno a I'— FT, poiche tale era il secondo membro

di (C) e tali erano tutte le serie che via via siamo venuti scartando e che
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rappresentavano, per cosi dire, le espressioni che con la loro somma davano
Ia difterenza tra (C() e Iultima serie su scritta.

A questo punto conviene premettere la seguente

Osservazione. Nel lavoro di D. CALIGO citato nella cbnnomzmnc o)

della~Parte-T-il-Cantco-perviene-allo- sviluppo(19),di tale tavoro, per 1a soliu-
zione » del problema di DIRICHLET. Questa soluzione u, sotto le ipotesi (16),
ivi poste, che non sono altro che le nostre (11) della Parte I, con il coeffi-
ciente /7, sostituito da quello m/a pertinente al problema di DIRICHLET, sod-
disfa il teorema di esistenza e di uwicita per il problema stesso.

D’altra parte imponendo alle y,, y, f le ulteriori condizioni poste nel
corso di questa nostra ricerca, ove in esse si sostituisca dappertutto a \//Tﬂ il
numero m/a, si perviene alla giustificazione della convergenza puntuale del
detto sviluppo (19), almeno nel caso di » = 2, ciod nel caso particolare del
problema di DirIcHLET per lo strato 7': si arriva evidentemente a questo risul-
tato constatando prima di tutto che tale (19) non & che la traserizione, nel
caso di r = 2, della nostra (B), della Parte I, quando V2, = hx/a, e in un
secondo tempo si dimostra la convergenza puntuale della (19) nei domini limi-
tati interni a 7'— FT (sommando la serie doppia per linee nel modo solito
qui indicato) nella stessa maniera con cui qui & stata dimostrata la conver-

ou(H, p, 2) . . .
genza uniforme entro 7T delle ~-~a’—~?»’———, ece., sfruttando il solito criterio I
% .

del PicoNE

La detta (19), nel caso di » = 2, dunque, in armonia con le analoghe ‘espres-
sioni da noi incontrate e studiate qui quali le (B,) e (B,) relative agli sviluppi

—Z% 2:, non ¢ sommabile assolutamente in 7' 4 F7 nel senso delle sepie
doppie, come avviene invece per la nostra (B), ma & invece solo uniforme-
mente convergente nel senso delle serie semplici quando < d <z < a— ¢
(pensando di sommarla per Jinee nel modo noto).
 Questa diversitd nel comportamento della detta (19) e della (B) dipende
dal fatto che nella prima appare a numeratore il fattore h (analoga diversiti
si riscontra nei problemi corrispondenti per Ja striscia piana).

Naturalmente, valendo il teorema di esistenza e di unicita per il problema
di DIRICHLET, Punica soluzione ¢ espressa dallo sviluppo convergente puntual-
mente in 7—F7T (verso una somma continua in 7 — FT). Dovendo poi la
somma. di tale serie soddisfare le equazioni al contorno pertinenti al problema
di DIRICHLET per lo strato 7, si ha che questa somma w(H, g, 2) ha per limite
YolH (05 0()) quando il punto (H, g, 2) tende ad un punto (H(q), 0(0y; 0) mentre
ha per limite il numero VolHays 0(y) quando il punto (H, g, 2) tende ad un
punto (Hy, g, @). In tal senso la somma w(H, o, z) della detta (19) rappre--
senta una funzione continua in 7 -+ F7,
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La trascrizione della (19) per 1 = 2 ¢ la trascrizione della nostra (B), facendo
in questa /A, = hmja, conducono concordemente alla seguente espressione per
Punica soluzione del problema di DIRICHLET per lo strato 1

2 1‘.?8 . hae g 1 / Im\
sen ==y K
. 4 P 2 ] a . .
| en (s )| [ @ 00+ 1m0, ) - [ 100, 8,01 sen s at] g +
0 0 1]
1 Dz ha %[77 |
g (9 ”)/51{0 (‘5 ;)”[L {yo(@6) + (—1)"1p(@, )
/wj @, &, ) sen — ds} dt} dg +
" ha ¢ hat 177
+5 K‘( ok ]51’ <’§T>M @)+ (1) (@, )} +
/ f(Q, &, s) sen 7%8 . ds} cos (I - (I— w)) dt} ¢ +

+ 3o [ e (e) U(l’i 0 6+ - 1 7u(Q, 8} +

o 0
lin . ‘ o
/ — fQ, &, 8) sen - d.s) cos (I (T — w)) dtl dg } .
N .
Nel caso particolare di y, = f = 0, questa soluzione diventa:
— 2 Lo haz {1 ot
NI _— PR S —.
(c = >, hsen - { 5 I, (Q a)

2] 2T 21

.‘/v\gio (5 "(—7)“ vo(Q; &) dtJ g + % L,( h”) / £K, (5 hn)[ / Yol 5)(11] ag -

2] 0

[

T

Yy (1&( "“"‘) / 199 (s’”’)“yo(@, £) cos (I (t—w))dt} a& +

[}
T

-+ II( hﬂ) [st]fz <s _‘>[/V0((1)y &) cos (- (’_0)))(“} dg)s

0
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Riguardo a questa serie (('') sappiamo, per quanto si é detto, che & conver-
gente, sommandola per linee, in T— F7 ¢ considerandone tutti i termini da
I =1 a oo, quando per y, fossero valide tutte le condizioni via via imposte
nel corso di questo lavoro [fra le quali ¢ la (16) del lavoro del Carico], previa

sostituzione-in—queste—(al—posto—del 1ostro Mifimo wutovalors V'4,) del nu-
mero sr/e minimo autovalore pertinente al problema di DIRICHLET.

Siccome non & detto che «a priori» le condizioni cosi modificate mediante
- la detta sostituzione seguitino a valere per y, solo come conseguenza della
validita imposta a y, delle originarie condizioni corrispondenti al coefficiente
V%, si arguisce da cid che la (C") presa in blocco, da h — 1 ad oo, pud anche
essere eventualmente non convergente (sommandola per linee) per la scelta
fatta della y,, in quanto questa funzione Yo Pud eventualmente non verificare
le condizioni che alla y, vanno imposte in relazione al problema di DIRICHLET
per lo strato; pud darsi ad esempio che aleuni dei termini della serie siano
integrali impropri non convergenti.

Ma se 2’ ¢ un numero intero positivo maggiore di av% /z e del minimo
intero positivo % per cui le condizioni relative alla Yo, quali la (11) della
Parte T e tutte le altre successivamente imposte e valide per il numero +/ )TO,
seguitano a valere anche quando in esse venga sostituito a v/, altro numero

s
hmt/a, allora se della (C") si considera la sola parte di serie ;22 Izq; ..oy 1 coeffi-
cienti integrali di questa sono convergenti e la serie cost delimitata resta con-
vergente e col solito comportamento che tutta la (G'') aveva quando le solite
condizioni imposte a y, erano quelle pertinenti al coefficiente zfa. Infatti poiche

nei procedimenti dimostrativi onde stabilire Ia convergenza ecc. ... per tutta
la (C") erano essenziali le condizioni col coefficiente autovalore pitt basso z/a,
9 hiw

4

ne viene, ripetendo per Ia sola parte ~ ¥u-.. tutti i medesimi procedimenti
a* = ’

dimostrativi, che si pud pervenire alla giustificazione della convergenza della
2 M . S . .
= Du-e €cc., se la y, & tale da soddisfare le condizioni solite ove pero al
pors

posto del coefficiente autovalore minimo w/e si ponga il nuovo autovalore
ks

. . . 2 .
h'wfa, ch’é il minimo nuovo fra quelli che compaiono nella = > il quale

attualmente assume il ruolo di quello originario m/a della serie complessiva,
nelle argomentazioni da ripetersi parola per parola.

Siccome le dette condizioni modificate (col coefficiente h'z/a) relative a Y,
sono da questa verificate quando la y, soddisfa le condizioni pertinenti al coef-

ficiente 4/ l—o, se ne conclude che, sotto le condizioni imposte alla Yo hel corso
i 9 Wn . )
della nostra ricerca, la serie pr >, .- risulta convergente, ecc.
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— 2 1 hr-1
Daltra parte nella (C/9), convergente in 7'— FT, la parte — >, con-
[

verge naturalmente in T 4 F1' e la somma tende a zero per z — 0. Siccome
2 h

tanto nella (0©) che nella (€7) le. ])<1111 — Y,,y ....80n0, come si & rilevato, con-

vergenti in 7 -— FT, la ricerca del lmnte della (CX@) per # —0 si riduce a
quella del limite, per @ — 0, della seguente espressione (somma di due serie,
da sommarsi per linee, enframbe convergenti almeno in 2 — F7T):

4 27

(E) afg zsen]';" 52 A0<0 72)/ .[[0(5\/7,[)—10< h{:’)(/';}o( )(1t)(1§+

0 [

a7

i) v 45 s+

o 2

+lw,(‘1(,(,g’_”"f\) / [ (VT 1, (& 7”’) “ o(Q, £) cos (1- (t~--w))dt}a5+

2

41, (o ’;)/s : [&(5«/7”) — K, (5 ’{)} [u/'yo(q, &) cos (- (t— o)) dt} ds) ; +
+ 278 sen 551( (o ’“*)/sf(s’;wy(@ sw] as +

4 i I, ( ’m) /,H( (5 ’:) “y(@ ) dt] as +
n l’fl(m ( o’{)/rl (5 ";‘) { j s 1 08 1 (— ) dt] as +
oo o -]

LS

4]

Di queste due serie la seconda ha, come si ¢ gid detto, la somma conver-
gente al limite yo(H ), g¢y) quando il punto (H, g, z) tende comunque al gene-
rico punto (Hy, o), 0) della faccia ¢ = 0 (cosicché z — 0). Per quel che vi-
guarda invece la prima serie conviene fare qualche ulteriore rilievo. Operando
come si & fatto nel caso che precede I'ultima Osservazione, si ottiene nella
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prima serie (la quale, sommata per linee, & convergente almeno in 7' — FT)
che o:
I) Con 0 &Ko

<2

operando come in (8) col teorema della media,

g v

e B
nx

VL'(g: '\/7:;,) ;,‘I, (5 _(l—)

- - T g A o Tt - , (%4 p :
gh,,(‘g;-) — "g'“g,,](l(g )Iz (5( P 0xg,,))<

a

< 0%k <o 11‘) TEVE) = ot | o "!”) V)| KoV R eV, <

= 7a—.
< Mo, K (ovVI)I(EVT,)

e quest’ultima, operando come si ¢ fatto partendo dal terzo membro della (8),
...1____ 0]/";1(5—0) .

si pud maggiorare mediante Pespressione Mg, 7
. A h

IT) Con g <&,
ha\ | — hr h= , har |
1,07 | eV ) 1 )| = e o )i (e(2 4 0a))

nella quale, tenendo conto del 1°) della Osservazione II del n. precedente, la

ha

parte g,&21, (9 ——) K [&(— + O'eh)) s1 pud maggiorare in modulo mediante
a o
la espressione

ﬂ/l” &p 1_ SPV;;I (e -—5)‘
‘h

Tenendo conto di I), si vede, procedendo come al n. 8 della Parte I, che la
. . . = [ ha i s
parte di (B) in cui apparve I(&VA,)—1, (5 ~—) costituisce una serie (doppia)
a _

assolutamente convergente in 74 F7' e uniformemente convergente in ogni
dominio limitato di T'4- FT, sicché la somma della serie & continua in 74+ F7
e si annulla per 2 =0.

Cosi pure, tenendo conto della IT) si vede che anche la parte di (1) in cui
appare K,(&V1,) — K (Ehztja) & una serie (doppia) assolutamente convergente -
in T+ FT e uniformemente convergente in ogni dominio limitato di 74 T7,
sicché la somma della serie ¢ continua in T4 FT' e si annulla per 2 = 0.

La prima equazione al contorno (2), delle Parte I, resta cost giustificaie.

Con identico procedimento si giustifica Ualtra equazione (2) al contorno, ser-
vendosi dell’altra forma seguente con cui si pud esprimere la w,(z):

wi(2) = g - [ sen (VA,(a—2)) + pV7, cos WA, (a—2))] .

Nel contempo, come conseguensza, vesta giustificata la proposizione esprimente

u(H, g, 2)
2

0 . ‘s )
la continuita della in tutto T+ FT (tenendo conto che & gia tale Ia u).
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Riassumendo i risultati di questa Parte IT e della Parte I della nostra
complessiva ricerca, si pud enunciare il
Teorema II.  Della uw(H, g, ) espressa dal secondo membro della (B) esi-

ou  ou . . i ou . . ) ou
stono. le ~—, —. continue in T — BT, e lg — continua. in. T\ B le-aty-ams0d-
ox"oy o7 2z

disfano le equazioni al contorno (2) (Parte I) relative al nostro problema ¢ la u
soddisfa la condizione sotto cui vale il teorema di unicitd della eventuale soluzione
del problema al contorno. Tutto ¢id sussiste se le Yoy Vay | s0ddisfano, oltre le con-
dizioni indicate nel Teorema I (Parte I), anche Ualtra condizione espressa dalla
«condizione D' relativa alla f» precisata al n. precedente.

3. — La nostra ricerca risultera completamente esaurita quando avremo
dimostrato che la u espressa col secondo membro di (B) soddisfa, in 7', effet-
tivamente alla equazione di PoIisson

Avu(H, 9, 2) = f(H, 0, 2) ,

poiché allora si potra affermare che la (B) da 'uniea soluzione per il proposto
problema al contorno dello strato T e che la soluzione certo esiste sotto le gene-
ralissime condizioni qui imposte alle Yos Vas |-

Tale ultima ardua questione sard l'oggetto della Parte ITI della nostra
complessiva ricerca.






