BExrIQUE LINts ESCARDG (%)

Sobre los productos funecionales relativisticamente
invariantes. (**)

En primer lugar se e\p(me una aplicacién de la propiedad de invariancia
de la «traza proyectiva » respecto de las substituciones lineales y homooeneas,
al cdleulo de la traza de una funcién que depende de una forma bilineal respecto
de las variables. Se d4 tambien una regla operatoria que permx’re reducir el
céleulo de varias trazas proyectivas respecto a distintos s1s‘ren1'w de variables,
a una sola traza respecto a todas las variables.

Aplicando estas dos reglas se obtienen con facilidad y en forma simple
las indicatrices proyectivas de los distintos productos funcionales relativisti-
camente invariantes, introducidos por L. FANTAPPIR (1) con el nombre de
productos lorentzianos.

1. - Traza proyectiva de una funciéon que depende de una forma bilineal
en las variables.

I. — La propiedad de invariancia de la traza proyectiva de una funcién
9ty ooy tuy By ..., E") expresa, que si se efectua sobre las variables i, ..., ¢, una
transformacion lineal y homogenea definida por la matriz A, ¥ simultanea-
mente se efectua sobre las variables #, ..., ¢ la transformacién dual, es decir,
la definida por la matriz (A1) (transpuesta de la inversa de A), el valor de
la traza proyectiva permanece invariable (2). Escritas las transformaciones . en

(*) Direccidn: Calle de Laforja 77, 50, 28; Barcelona, Espaiia.

(**) Trabajo realizado con subvencion del Patronato JuaN pE LA CiERrva. Reu-
bido el dia 20-1I1-1951. ,

(1) L. Panzarers, Costruzione effetiiva di prodotti funzionali relativisticamente inva-
rignti, Ann. Mat. Pura Appl. (4) 29, 43-69 (1949).

() L. Paxravers, Iindicatrice profettiva det funzionali lineari e i prodotii funzionali
proiettivi, Ann. Mat. Puara Appl. (4) 22, 181-289 (1943); cfr. pag. 224.



216 B. Lanss BSCARDS: Sobre los productos funcionales

forma matricial, se tiene:

ty [ ft 7
(1.1) ’ —all) oy [T 2 ey
N\ \?"/ " \i7/
y entonces . es
A A B o )
(1.2) Ly Qlhs ey by By ey ) 22 Ty gy gl ey Ty 1 oy 1)

Esta propiedad es muy util en el cdleulo de algunas trazas proyectivas,
ya que permite reducirlas a otras mas simples. Tal es el caso del cdleulo de
la traza proyectiva siguiente:

A

T ¥
1 -

(1.3)

T e

't 4

o,

,1\43 -

’)

en la cual se reducira la forma bilineal del denominador a otra mas simple
escogiendo una transformacion lineal y homogenea conveniente, para las va-
riables 4, ..., t,. Naturalmente, para que la traza (1.3) exista, es suficiente
que la funcién dada sea regular en dos n-cilindros asociados, definidos por
las desigualdades

. _
(1.4) k<o ¥ |tff&;‘01, (t=1,2,..,n)

i

donde los numeros g, son ﬁ]os Para que asi ocurra, bastard suponer 1n101a1-
mente que los coeficientes «; son de mddulo suficientemente p(,queno por

: . 1 .
ejemplo, basta tomar como cota de los médulos a == -—-: es decir:

e
(1.5) fog <<y,

para que se verifiquen las condiciones (1.4), ya que para 0. =1 serfa

n .
[zocjtit" | <1, y la funcién dada serds desarrollable en serie absolutamente
i, =1
convergente.

* Lia forma bilineal del denominador expresada como producto de matriees, es:

/]
Ea
[

[

(1.6) Doglitd = (1 3, 1) A

ii=1
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donde se ha representado por &7 la matriz

1 2
oy oy e )

1 2 - n

oy oh . Gl

1 2 n
NGy T Tnt

Si en (1.6) sometemos a las variables (t;,t, ..., %) y alas (¢, ¢ ...,1") a
sendas transformaciones lineales de la forma (1.1), se tendra:

4

n . o _ ’{0

(1.7) S oittie= (1 13 oy 17) A- A | 0
i1

[

Vemos pues, que la matriz de la nueva forma bilineal es A~ A, que es
la matriz transformada de la & por la A4 (3).

Escojamos ahora la transformacién 4 de manera que la matriz A1 4
tenga la forma mas sencilla posible, es decir, aquella transformacién que reduce
a & a la forma candnica (*). Para ello, consideremos la c¢cuacién caracteri-
stica de la matriz &7:

- 2 n
A— oy — oy —
1 » 2 7
— oty Ay .. —— 0ly
(1.8) 2 =0,
1 2 - 7
— Oy Oy e fom Oy

y supongamos que todas sus raices sean distintas; entonces se puede encontrar
una transformacion 4 de manera que la matriz A~ 4 tenga la forma, dia-
gonal (5)

e 0 o0

0 Jy . O
(1.9) : v

\O O ... 2,

vy la forma bilineal transformada sera:

(1.10) ' Satat,
i1

(®) G. Jurts, Imtroduction matb(fm.va-tiqvu,(’a aux théories quantiques, Premiére pariie,
CGraunthier- Villars, Paris 1936, cfr. pag. 73; o hien B. L. vax pErR WArRDEN, MHoderne
Algebra, Zweiter Teil, J. Springer, Berlin 1940, efr. pag. 121.

() 6. Juria, Lug. eit., pdg. 76; o bien B. L. vaxy bER WARRDEN, Lug. cif., pdg. 127,

(®) G. Junia, Lug. cit., pag. 78. . :

15 — Rivista di Matematica
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\

v el caleulo de la fraza proyeetiva (1.3) se reducird al de

’ oy |
(1.11) B
V- 3 AT
i=1

La manera mas breve de caleular esta traza es por desarrollo en sevie, y
aplicacion direeta de la definicion de traza (5). Bl desarrvollo en serie de la (1.11)
nos da:

A i 4 * . —

A ) - S -
(].12) . 1,7,’;!‘“—“/ i B2 t‘;l Z (H])lrr(zltltl+_ th'_’_t“'l]— "'"{“ Ln/”tn)m'

n == 0

Observese, que la serie del segundo miembro es convergente, ya que las raices

de la ecuacidon caracteristica (1.8) estdn acotadas, pues la aplicacién del teo-

rema de A. HIRSCH (7) nos dice, que 8i a¢ es una cota de los elementos de lIa

matriz &, toda raiz de la ecuacidén earacteristica es tal que
) 1

;| << an; y por

. . 1
lo tanto, aplicado a nuestro caso en que a = — se tendrd | A;|<<—, y en
n= n ’

consecuencia
I Mttt 4 At 4 o Attt |<1

para los valores de ¢; y ¢/ (¢ =1, 2, ..., n) pertenecientes a dos n-cilindros aso-
ciados cualesquiera, y en particular para los antes considerados.

En la formula (1.12) se podra, por lo tanto, caleular la traza proyeectiva
término a término, y asi obtenemos que la traza proyectiva del termino
n-esimo '

L

A T - -
(1'13) T, n ('“" 1 )m Er ;;T;:'—_M)‘w' A;l(tlt 1)"}“§2(t2t2) T Zn"(t,,t ")r" ’

A\ n —_ e AW "
(1.14) T i (1 )( S add ) S AL A,
t i = Tty
Tenemos pues que la traza buscada (1.12), vendra dada por medio de la

9

(®) I. Faxeappiis, Lug eit. en (), pag. 207.
(*) C. ¢. Mac Duevrer, The theory of matrices, Frgebuisse der Mathematik und ibrer
(irenzgehiete, Bd. 11, J. Springer. Berlin 1933; cfr. pags. 25 y 26.
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serie convergente

A ] ©
(1.15) B p——— N S (S S 1
. ¢ 1.t ;'i;iz,‘ m=0. vy, kT o
i=1

Ahora bien, se observa que la suma de esta serie es precisamente
1 1 1 ' 1
7 A R T [V R TV I DV R T

(1.16)

3

en donde el denominador de la dltima fraccién es la descomposicién factorial
del primer miembro de la ecuacién carvacteristica:

R e ? e
| - oy oy oy
i 5 2 n
I A Aoty o Ol

. 1 i 1 : v’\“._v i
(A M)A ) oo (A )]y |78 AT e

n =1

lo que nos d4 la siguiente forma simple de la traza (1.3) buscada:

5

! R —oq |
(1.17) L ; I % |
i no |
T
1+ Z okt § . o
4,d =1 l — Oy — Uy e LIRS

Hsta formula, cuya validez se ha establecido para valores de |of| sufi-
clentemente pequefios (1.5), se amplia para aquellos valores de o aleanzables
por prolongacidon analitica en los cuales el segundo miembro sea regular.
Adviertase, ademds, que el resultado final es independiente del orden de mul-
tiplicidad de las raices de la ecuacion caracteristica.

IT. — Supongamos finalmente que se trata de hallar la traza proyectiva de
1-n

una funciéon f(z) que depende de la forma bilineal z = zvaf.t,-tfh
)

Expresemos la funecién f(z) por medio de un producto simétrico de la
manera siguiente (8):

1-m ; A ’ 1
(1.18) 2 %Ml) =g Q1)
iy 1o gz ﬁgli{j H

(3) Escribimos el producto simétrico de dos funciones, colocando el simbolo ordi-
narie del cireulito, entre las dos funciones, y cnando pueda haber confusién se indi-
card debajo del mismo Ia letra o letras a las que se refiere el producto simétrico. Fsta
notacion es eémoda cuando las funciones de que se trate tengan una expresién complicada.
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para lo cual se habrd de suponer que los coeficientes o de la forma, son sufi-
cientemente pequefios para que la primera funcién del producto anterior sea
regular para los valores de z interiores a un circuito asociado a aquei en que
lo es f(z), ¥ que esto suceda para Jos valores de la t;t/ pertenecientes a dos

cilindros asociados_en los cuales. tenga. sentido la traza proyectiva -respeeto.. .-

de estas variables del primer factor.

El cédleulo de Ia traza proyectiva de la funcién f respecto de las variables
ti’ se reduce, por consiguiente al ya calculado en (1.17), y se ticne:
1-n

(1.19) T 2 f(z ot tl) -

| 1+ 2o el voy |1
A 1 ! vy 1 4 2o 7
== [ Ly 7 Q1) = : : S0 f®)
1—z z ot b B
<4 ET w1 kv

2. - Reduceion del cdleulo de varias trazas proyectivas respecto a dis-
tintos sistemas de variables, a una sola traza proyectiva respecto a
todas las variables.

Consideraremos, para simplificar, el caso de dos trazas proyectivas sucesivas.

Sea la funcion f(t,, t; &, 2; 1y, £2; 7., 7'} 72, T°) quUe es regular cuando las
variables t;, ¢ y las 7, 7¢ varian respeohv'unenfe en los cilindros asociados
siguientes :

i=1,2,3); |w|<d ¥ [#]< (=12

Wi

ey [ul<e v |¢]<

’Ofv—

(hemos supuesto tres pares de variables ¢,, ¢ y dos pares 7, 7, pero el razo-
namiento es general); se trata de caleular las dos trazas sucesivas de la funcién §
respecto de las variables ¢, t/ y ©;, 7'
La funcidn f desarrollada en serie tendrd la forma:
o , , .
(2.2) f= Z , a’ﬂ‘z’a‘léz t’l(tl)rl t’z"z(t?.)"z t;a(t"y“?: 1(.51)31.53)( 2)52 X

a8, 8" Trirgrass, 1
o

Considerando las 7,, 7* fijas, calculemos la traza respecto de las variables t,, t,
¥y resulta la serie

A 20 " ' ) ’ 7 4 ’
o rytrg LA rgrg¥1Sy 3 51,52 ¥
(2.3) Tf= zr,s,s' (— 1)1 (7._:; 7)]-: .y arir),;fls'llf, T;I(TI) 112)(»,;2) 2
0

. .
que es una funcién regular para los valores |7,|<p; vy |[7'|< = (i =1,2),
e
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ya que la serie

l‘l

"oy 5 \.) )) Fo 47 3 )'_r) 5 S, 3.2 h"
3513 t 1(11) 1{ 2(12)"2 £3(2%) TII(TI) 172 (7)™

FyPalgsyS,

< Tt

Py i
2y (DT
Lo,

converge absolutamente para todos los valores (2.1) y en particular al hacer

1
ti=g ¥ U=, (i=1,2,3)

2;

Caleulemos en (2.3) la traza respecto.de las variables 7;, =% y se tiene:

= e N Yy o Ve
i e pe g s rlrylg! sy!sy!

A D it
(2.4) TTf= Z,v .(_—1)’1“”'2 1y Syt Sy
t ot 0 8

(ry + 71y - 7'3)! (81 -+ Sa)! rlr',r.,s' s.’ !
que es una serie numérica convergente.

Por ser la funcion f regular para todos los valores de las variables indicados
en (2.1), existird Ia traza unica respecto de todas estas variables, que repre-

A
sentaremos per T, y es:
(tr)
< +
DK Hry g st
(25) T f=3 (1)t :
(1) 0

que es una serie numérica convergente.
Bseribamos la doble traza (2.4) en la forma

7! AR EREN s

(2.6) 1

a1
NHD

w0
== z _,.. ]
Pl (ry 4oy (s - 8g) ! 7! ’"1"'>"3“'1 ‘z

i

donde se ha puesto r =, -+ #, + 7y + 8 + 8,. Bsta expresion se puede con-
siderar como el producto simétrico de las dos funciones

d r! 2 ilh,'73 st syl o reses - s
— m m o= 7 e 1Y B0 ’-A 172035132 1,008 82
OE wii xty I+ m=r), zo s 1) = AR ol syt

La primera funcion es igual
© 1

(2.8) 2@+ y)r= T

r==0

v la segunda es la traza proyectiva unica respecto de las variables ¢;,t' y 7, 77,
de la funcion ‘

flwty, 115 @y, 125 mtg, 5 Y71, TV YTa, TF) .

La funcion (2.8) es convergente para todos los valores |# + y|<<1 y en
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cuanto a la segunda funcidn se puede, sin duda, asegurar la convergencia par:
los valores | 1,¥<] |y ]<<1l. Para que el producto simétrico esté definido
basta. que los campos de regularidad de una y otra funcién sean dos cilindros
asociados, cosa gue de momento no se puede asegurar. La funcion (2.8) es

‘ 1 o .
regular para todo. par de valores |w| <=, |y|< 55 sl ose pudiera asegurar

la regularidad de la funcién (2.7) para todo par de valores le] <2, ly|<2,
entonces se podria, sin mas, escribir la igualdad:

N A 3 1 j { A i
(2.9) T T -------- g 0 S T f(wty, 1Yy aty, 035 2ty 05 YTy, T YTe, T2
boeois oy \ ?.(17) T

Ahora bien, tambien se puede dar a esta formula un sentido que la haga vilida
en todo caso, cuando la funcién f dada sea 1'(32‘\11:1‘1' en los dos cilindros aso-

. : . Y i »
(sl;l,('lns (2 1). Consideremos Ia funcién f( t, Y - l,. t2; ~t LBy STy, T ST, r-),
«a G

p(na iodo valor | a|> 2 tiene sentido la for nm]a, (2.9), ya que

(tr)

) S I )
(2.10) T f(‘ fry B .“/ T2y Tz) e
@ (&

. g\ /per ¥ -\ 7 8 Sy
RS a\TL a2 Le\Ts (y\Sy far\ Sy
M1l % \ g a a @ o

es una serie convergente para todo par de valores de x e y tales que
|| <2,]y] <2, y por lo tanto se tienc

Y b v
) ; 1 f{; By b LT r-)% .

()

—
| &

N AA e ] |
A1 TTf(wtl,t‘;...;'—'cz,r”> S
. T X i (1

Tl segundo miembro de esta igualdad esta definido para todos los valores
deja|>1, en virtud de la convergencia de la serie (2.6); y siendo la traza
un funcional analitico, si hacemos tender a hacia 1, tendremos que el primer
miembro se reducird a la doble traza considerada de la funcién f primitiva,
y en cuanto al segundo nos dard el valor del producto simétrico (2.9) gene-
ralizado en el sentido que acabamos de indicar.

~ Aplicacion de la vegla de reduccion de varias trazas provectivas a
una traza uniea.

I. - Se trata de calcular la doble traza proyectiva de la funcién

(3.1) . flts, t) = '_1_4_____



relativisticamentc invariantes 223

donde una de las trazas se refiere a las variables ¢, t,, % t* vy la otra a las
ty, ta, 8, 1. Supondremos que los coeficientes o son de modulos suficientemente
pequefios de manera que la funcién f sea regular para los valores de las
raviables correspondientes a dos eilindros asociados. La aplicacién de la for-

mula (2.9) nos da:

s2) M7 ! L ol : !
(3.2 -12b 3 o T 40 Bk STy PR
2 b Doy oy 1 4 obtidiey b ol s
VS T T 3 e 2

i.d o= 1—4 P Y

v como en el denominador de la expresion anterior se presenta una forma
bilineai en Ias variables ¢#7, se podrd aplicar el vesultado (1.17), y se obtiene:

| ol 1 2, - 1, |»wl
! Yqiliy Uyilly Uty oita !
i
; i 1 2 E 3 E H
o« ;\1 ;A\1 . 1 - 1 Syt s, - 1 Lty o, ;
(8.3)  TLTf(t;, 17) = o ’ ' ‘ |
127 a4 1 N . 1 . . : |
. R U U Aty Uiy gty 1 2y :
i 5 "
1 1 2 3 1
i Tyl 29 Lyily P |

Se ve inmediatamente que en vez de multiplicar por z, las « de la primera
y segunda columna, se pueden realizar los productos andalogos en las filas
obteniendose el mismo resultado.

Bl producto simétrico (3.3) se puede expresar por medio de dos residuos,
yva que designando por A(wx,) el determinante que aparece en la formula,
se tiene

(3.4) AQwg)

donde los circulos ¢, y , tienen el centro en el origen y sus radios son
mayores que 2. En el conjunto cerrado | @, | <2, | @] <2, la funcidn 4" (w,z,)
se puede considerar siempre regular, ya que basta considerar los coeficientes ol
de mdédulo suficientemente pequeiio. '

faleculando el primer residuo en la formula (3.4) resulta:

1 2, 3. 1, —1
otyity ~— 1 Xy oyt a3y
T 1y 2 3. 1,
- \ oy oz, — 1 a3 alw -
3.5) 35 , (ty—1) . a7l s ot ; ! dv, .
T ki, N (ad — Ly, -1 adry
1 .
1. 2.0 3 4 e AL
[ o, o, Ly (o — 1)y 1

Tl determinante es un polinomio de cuarto grado, en el que se observa que
para valores muy pequefios de o) dos de las raices tienden hacia infinito,
mientras que las otras dos tienden hacia 1. El ciclo ¢, contendrd por lo tanto
estas dos raices y excluird las otras dos.
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II. — Un ecaso interesante en que la doble traza proyectiva calculada se
presenta en forma de eapresidn racional en los coeficientes, es cuando son
nulos todos los coeficientes of donde § ==1,2 ¢ 4 = 3,4y a la vez § = 3,4
e ¢ ==1,2 es decir, cuando la funcién f tiene la_forma siguiente: o

1

(3.6) fl(tii’j) e R i
b 3 it + 3 ol
1.7 7,9

En este caso el determinante de la formula (3.5) se reduce a un producto de
dos factores:

) A A .
3.7 T,T.@1) =

|~

. 1 2
KB = 1 L3y

= — | (2,—1)

jas2

&,

day,

by

1 2., 3. 4 "
%oilty gy - 1 gy {og — L)y 1

donde el ciclo (', contiene en su interior las raices que provienen de la anu-
lacién del segundo factor del denominador. El caleulo del residuo nos da:

88— I,1,
O 0 (8 00,1 — 2T, L L)1 ERYGSINNEY S

donde
2 2
ay -1 oy oy |
S | o1 2
0 = 1 2 ’ N e
o oy 1 %
y analogamente
I
g — | oty % oy
N | LA i e a8 4
(>~~ 3 1 H I,,-——~ 3 41 Il~——08+0€4
2y oy | | oy %y

Adviertase que el resultado (3.8) es simétrico respecto de los coeficientes
de las dos formas bilineales del denominador de f,(¢;, ¢7), v ademas es una
funcidon racional de los invariantes de ambas formas.

4. — Productos funcionales lorentzianos segun Fantappié ().
Dadas dos funciones f(x, Y2410 y ygla, y,21t) de punto en el cronotopo,

demos a las variables #, y, 2, ¢ los incrementos respectivos &,, £,, &, &, y con-
siderando fijos los valores de z, ¥, 2, %, tendremos dos funciones de estos incre-

(®) L. FANTAPPIR, Lug. cit. en (%),
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mentos que representaremos con la mismas letras:

(4.1) &y & 80y gl&sy &0y &2y &)

Fanrarpri define los productos lorentzianos de los distintos ordenes de la

siguiente manera:

10, — En la funcidn g(&,, &,, &, &) se substituyen las variables cronoid-
picas &, &,, &, & por las variables espinoriales, mediante Ias formulas siguientes:

L 5 / 1 5
S £ =5 (0, —8) \ & =5 @+
(4.2) ) ) |
g o 1 . s
( £y = l; ('19: + 0; )s ? &= 5 (l()j - Il)f) ,

resultando una funeién que designaremos por ¢,(9;).

20, — En la funcidn f(&,, &,, &, &) se substituyen las variables crono-
tépicas &., &,, &, &, por las variables espinoriales mediante las formulas
siguientes:

1 1 2 (. 1 1 2
g & =5 (0; — wy) \ £ = — 5 (wy -+ o)
(4.3) . ‘ :
£ o 1 “.’. e 1. %
( s == 57 () + wy) ’ §e = 5o (wy— o),

"
v st . T
resultando una funcion que designarvemos por fi(w;).

30, — Se consideran m espinores covariantes

Ty (k=1,2,.,m; r=1,2)
v : 5

y m espinores contravariantes
7%, (1==1,2...,m; s ==1,2)
K

y a partir de los mismos se forman los productos externos de los mismos

T, (kyj=1,2,..,m)
£

que dan lugar a m?® espinores con dos indices.
Tomada una matriz de m?® constantes

i
Ha s
se ignala cada una de las variables # de la funcién ¢, a la combinacién lineal
siguiente: '

m

95 M s ’ . i D)
(4.4) , A g"" h;g,} , (rys =1, 2).
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40, ~ Se consideran los m espinores contravariantes

T, (b ==1,2, . m; r=1,2)
k
y-los.m.espinores. covariantes
f - 9 MR 9
T: (J=1,2,...,m; 8 =1,2)
7

a partir de los cuales se forman los productos externos de los mismos
T, (by § ==1,2, ..., m)
ko .

que dan lugar a m?® espinores con dos indices.
Tomada una matriz de m? constantes

11,

se iguala cada una de las variables cu’sl de Ia funcién f, a la combinacién lineal
siguiente:
m

W, =3 b, (rys 1,2,
1

i kS

Tt
~—

(4.

5o, — Bl producto lorentziano de orden m de las dos funciones f y ¢ (de las
rariables &), en este orden, que se indica escribiendo [f, ¢],. os:

. o /.\7 JANRAN ,AY L\, ) ki,
(4'0) 11’~t e 17117‘1 SIRTRR AP fl(z /]T'Té).(ll(z llf,T’,‘ ’
12 no1%at m’ kik o J L

obtenido, como se ve, aplicando 2m trazas proyectivas al producto de las dos
funciones f, y ¢, después de haber introducido en vez de las variables espi-
noriales las combinaciones lineales (4.53) y (4.4) respectivamente, y aplicando

JAY .
cada una de las trazas 7. a las variables
* T

Ty, Te, TH, TP,

k - % 14

JaY L
y cada una de las trazas T. a las variables
J T

by )
71'-_{ s Ta T, T
H 3 E J

0.

Los productos funcionales lorentzianos son invariantes respecto a las trans-
formaciones de LORENTZ.
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5. - Calculo de la indicatriz proyectiva del producto lorentziano de
primer orden.

De acuerdo con la definicién dada en el parrafo anterior, el producto
lorentziano de primer orden de dos funciones f y g, es

JANAN .
5 1 . T | X
(3.1) [, gl = T, 7 fulhe'e)ga(hT 2 )
donde la primera traza se refiere a las variables
Tyy Tay Th, TF,
y la segunda a las ofras variables
5
Ty, Ty, T', T®.

1 2

Siendo ¢l producto lorentziano an funcional analitico bilineal, se obtendra
su indieatriz proyectiva aplicando la definicién de producto a dos funciones
tales que despuds de haber pasado a las variables espinoriales (10 y 20 apar-
tados del parrafo anterior) tengan la forma

1 . 1
5o ry B -
(5.2) o) = =g ) =
: 8 et i ar.ag
L 3 s 1b > Bt
donde o y pt designan constantes, que las supondremos de maédulo suficien-

temente pequeiio, de manera que la convergencia de las series que aparecen
en los desarrvollos posteriores quede asegurada.
Lia indicatriz proyectiva bilineal serd por consiguiente:

JAYAY
(5.3) piloy p) = T T:f(ht’t ) g (h'v,Ty) =
1‘} F: 1 1

Tl h(ed ey R od iy Sed iy 4 dd viry) 1 L1 (BTl fi i fryd 4 Bear?)

Calculemos efectivamente la funcién p{e, f) ya que su conocimiento nos
dard Ia estructura del funcional bilineal introducido.
La traza respecto de las variables 7 rvesulta inmediatamente, ya que la
funcion py(a, ) se puede escribir en la forma
1
(5.4) vlof) = T.1; — (

Tk a Ty + QaTy J ])17:'1 4 1)21‘3’
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donde se ha puesto:
‘ @ = (o}t + o tr?) : S by = 1Bt + Pits)

| @ = hait + olr?), [ by = W (Bhr, 4 Bizs)

y como la traza respecto de las variables © es Ia de un producto de dos fun-

ciones, una que contiene las variables con los indices inferiores, y la otra las

variables de los indices superiores, se reduce al producto proyectivo de dos

funciones, que en virtud de las propiedades de la indicatriz proyectiva es:
JAY 1 1 1

(5.6) 7. - . e, = .
Tl kT, 1 4- byl L Dyrk bbb, - asd,
i L 2%y 1 i 2 1 [0 N 2¥2

La expresion a,b, -~ a,b, desarrollada es:
Wby + ashy = L (1707, - P30T, + T YiTi)
donde se ha puesto
(5.7) v =y + oy, (8 = 1,2).

La indicatriz py(e, f) vendra dada, por consiguiente, por medio de la traza
unica respecto de las variables 7:

, A .
(5.8) pulo, f) =T

Ty -+ hh’(g/ir‘r‘ k. yir’rg -+ ;J;r"rl_ -+ yﬁrﬂ;._, )
Ahora bien, la traza indicada respecto de las variables 7, es del tipo estudiado
en § 1, y aplicando el resultado obtenido en (1.17) queda finalmente (1)
' | Rh'yl 1 Dy -1
(5.9) P ) = | s
Tl Ihlyy 1
0 bien

1
1 BT, + BB,

(5.10) Pales )

donde I, y I, son los dos invariantes de Ia matriz ||y |:

610 L= Bl + ol
)Y

: 2 i E i pl 2

(5.12) RS B S IR VY

S oY I IR

(1) Chrv. L. Faneabpik, Lug. cit. en (1), pig. 69.
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- Céleulo de la indicatriz proyectiva del producto lorentziano de
segundo ovden.

Seeun la. definicidn dada en §.4, el producto lorentziano de segundo. orden

de dos funciones f y ¢ es:

, : o
(6.1) [ gle= 1"

1 ND

tJ kil

A 2 i .
i I’ f1 (z ht'z, g,(zl hr,Tt),
1 j w1 ki

donde las dos primeras trazas se refieren a las variables

2
.

(6.2) Tyy Ty TH T5 ¥ 0 Ty Tay TH
11 11 2 2 2

oo

v las dos dltimas trazas se refieren a las otras variables

(6.3) Ty Tsy T, T° Y T, Ty, TH, TR
1 1 1 1 :

o
>
12

Para caleular la indicatriz de este funcional bilineal, se habrd de caleular
el producto lorentziano de segundo orden de dos funciones f y ¢, tales que
después de haber pasado de las variables espinoriales, tengan la forma (5.2).
La indicatriz proy ectiva buscada del producto lorentziano de segundo orden,
gera por consiguiente:

AAD D "1 ]
64) oy f) = TLLT 1 .
121727 z zh‘rr I*ZﬁrZhr,T‘
58 kgkikd 7,8 ki ki

JAY FAY .
Kl calculo de las dos trazas 7; y T; lo realizaremos aplicando la regla (2.9),
1 2
por la cual se reduce al cdleulo de una traza unica seguida de un producto
simétrico respecto de dos variables.
Ordenando los denominadores de la funciones f, y g, segtin las variables (6.3),
se tiene:

65 B8 oA 1 i
o) . . == . L T T P’ Py ¥ Y
(6.5) '111 . rfl'(]‘ ?r fr Vb dyrg Aoty + dgrp + ey 1R Bied 4 Byr? - Byl - Brd !
1 2 2 1 1 3 2
donde
/ -2 1-2 1-2
| Ai=Doalht", A, =Y olht", 1y = z wlhe, Ay =3 atht
\ I, k1K k.r klk kr RS ko k2 k
I
(6.6) {
’ ) 1-2 1 N 1-2 71 1-2 k2 1-2 k2
By =3 Bihr,, B, =3 Biht,, By =3 fiht,, B, = fih,,
: ; : : ko E Eor k
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A
¥ representando por T': la traza respecto de todas las variables (6.3) es:

A A { . ] \ JAY 1
T o
1 VEL Tk Ay b Ay Ay A PPty
1 1 2 2
: 4 ]
VBl Bad ¢ Byt - By |
1 1 2 2

que en virtud de las propiedades de la indicatriz provectiva se reduce a

1 1

¢ g e PR
—wy ety B e A By - Ay Bawy o+ Ay Bym, + A, B,

JAYA
©.7) T fugo= -

Se puede caleular con facilidad este producto simétrico por medio de dos
residuos, pero conviene dejar la expresién en la forma anterior, ya que el
denominador presenta gran simetria, por ser A,B,x; 4+ 4,B,, + A,Byz, +
+ A4B.», una forma bilineal en las variables (6.2), que escrita en forma ma-
tricial es

vy yiH nHY 4B} T

ol

‘ ol nHy wmHY HY L1,

6.8 Tigirie? . e DL
(6-5) TETT i moAm imy v

11 22 |

villy yilly yH: yiHE

o
o
w

donde se ha puesto

(6.9) Vo= ol olf, (rys =1,2)

12,

y
. ql a2
(6.10) HY = hha, 4 hha, , (g, p =1, 2).
71 P2
A JAY

7

El cdleulo de las dos trazas 7' y 7' aplicadas a la funcién
1 2

|
=
Ko o £/
I - Z yeHotT,
Do, T8 oy

lo realizaremos aplicando la misma regla (2.9), v asi se tiene:

FAWAY 1 1 val 1 o
(6.11)  T.T, — == o T, — -
vy S, Ly =y 7 e, {
R L'}'\[]p'rh'rr ¥ \ b4 Z ;};H;;I/UT*"T,.
P8 »a i Dars P q
mHy 1 Yy, 5y, YiHyy, |-l
1 7H LY, vl 1 mHiy, viH7y,

Pl mly  Rmly, i, 1 R,
| vl AL vaHay.  yaHiy,
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A este altimo determinante se le puede dar la siguiente forma mas sencilla
y expresiva, utilizando la notacidn matricial:

T'Hy,—E I'Hiy,

—
—
o
i

~
e

T'Hyy, Ay, -~ K

donde 1" es Ia matriz de (y;) v E la matriz unidad. Adviertase que el deter-
minante (6.12) puede considerarse como la generalizacion de la ecnacidn
caracteristica de una matriz.

Resumiendo, la indicatriz proyectiva del producto lorentziano de segundo
orden es:

] 1 PHy, B I'Hy -1
(6.13)  Palor, f) == oo I
Voo 1=y = Y 1 Pl iy, -1 |

donde dos de los residuos que aparecen en el cdleulo del doble producto si-
metrico anterior se ‘calculan inmediatamente, aungue la expresién anterior
tiene la ventaja de su gran simetria. .

Aun se puede simplificar el valor de pua, ) hallado en (6.13). Como el
determinante (6.12) es una funcién de @, ,, ¥, ¥, que depende de estas
variables por medio de los productos wy,, 2.9, ¥, @Y., resulta que el
desarrollo .de su inverso en serie de potencias, serda una serie cuyos terminos
tendran la forma

(6.14) k(o) (@192) (@ay) (2272)"
en cuyo termino; el grado respecto de 2 es.» 4 s 4t -+ w que es precisa-
mente el mismo que tiene respecto de y.

Por otra parte, considerando los desarrollos en serie de las dos primeras
funciones del doble producto simétrico (6.13) se tiene

(6.15) y (6.16)

y como el producto simétrico se obtiene como suma de los productos de los
coeficientes de terminos semejantes, al formar el producto simétrico de (6.14)
por (6.15) los finicos de este desarrollo que intervendran sevan los de (z; -+ ®.)"
cuando »n = -~ s - ¢ -+ u, y analogamente los Gnicos del desarrollo (6.16)
que intervendran en el producto simétrico de (6.14) por (6.16) seran los de
(y: -+ ¥.)* donde n tiene el mismo valor anterior, es deeciv, si v 8 ¢ 4+ u = 0,
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Se tiene en consecuencia:

Q0 k(Y1) (1Y) (0:91) (52y)* =

1“‘]"1 Py bomify =ty T

== (2 ) (Yoo Ya) 2 QO Bl ) ) (st ) ey o=

1
B O kwy5) (a0y4) (waivg) H(aeyq)¥,

Vo (o 4 wo)liwy 4 my) =

quedando reducido el doble producto simétrico a uno solo respecto de las
variables ®,, @,, s, @,.

Obtenemos, pues, finalmente como valor de la indicatriz del producto
Jorentziano de segundo orden la siguiente: '

(6.17) 8) 1 { Iile, — E T'Hie, -1
LT Pal == ! ;
Pal2y “ | 'y, IHyey,— B ’
0 bien
11 12 21 22 1
1 by, -+ hhy,) - B T(khy, + hhy,)
N 11 12 . 11 12
6.18) 4 2O = _
(6 ) ])_(O'ﬂ) oy Yoy — 9, ¥ 11 12 21 ! 4
(g -+ hliyy) I(hhy, - hh W) I
1 3 2 b ( . I3 4
2 22 2 i

obtenida haciendo en la formula anterior wmw, = y,, @y == Y., B8, = Yy,
Bally == Uy,

- La indicatriz proyectiva del producto loventziano de orden m.

La definicién de producto lorentziano de orden m (§ 4) aplicada a dos
funciones f y' g que después de haber pasado a las variables espinoriales tengan
Ja forma fi v g (5.2) nos dard la indicatriz proyectiva del funciona' bilineal
que define dicho productu lorentziano. Llamando p,(of) a la indicatriz pro-
yectiva se tiene:

mom AN 1 1

(71) W,,,(Ofﬂ ]7 ”T T 1-2 1-m 1 1-—-m ik °
mli=l ki Zv*zhrr lwzﬁ > b7
FEIk TR .l]u ik

Ordenemos los sumatorios de los denominadores de la siguiente forma:

H1E Forele (5 5hrele

k i gk i Jogki

S5 S (£ 5]
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Bl cdleulo de las frazas respecto de las variables 7 se realiza como en el
caso del producto lorentziano de segundo orden, y asi resulta:

LIAN

(7.2) 'k ]7 j’; fl.(/]’ m
1 1
= 1 m (7) Tom [[1-2 1-m 1-21~m ik 1-21-m - 21—m ik
L— >y 1+ z Kz > T’71)(Z > Irr,ﬁ’l:) +- (Z >h r’a?)( Z 2 7n',ﬂ )}
I i ik J ] r L E]

v realizadas las operaciones en el denominador reswta una forma bﬂmeal en
las wvariables

Tir?, T1 Ts (7,1 =1, ..., m)

en la cual el coeficiente de 77z, es
il

1-m

Z 7 h,halﬁ* lzlzora By | = Hiyt

donde se ha puesto

1em Ik :
(7.3) H =3 hha,, (hI=1,..,m)
kgl
y como en los parrafos anteriores
y Ll pt 3 pt PR
(7.4) vr = o, p + o 5 (ryt =1, 2).

Bl cdleulo de las trazas respecto de las variables ¢ aplicadas al segundo
factor del producto simétrico (7.2), se realiza aplicando la regla (2.9):

moA 1
(7:1) ]—[T = 1-21<m ==
Ih=1N ] L z z H]”TT ‘[l
r,f
. | I'Hy,~F THy, .. THYy, -1
1 | THay, rHy,—FE .. I'Hyy,
=UTTYIRTT 1/3 : .
I~ zi‘h

I'Hy,y, J’H;,, Y .. TH"y, -E
0 bien en forma mas breve
I 13
T Tiom O}FH/““IIW:[,
="
r

16 ~ Rivista di Matematica.
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donde I' es la matriz (y;) y E la matriz unidad; y advirtiendo que en Ja matriz
| I'H ||, cada uno de sus elementos es a su vez una matriz de segundo orden.

tesumiendo los calculos anteriores, obtenemos como valor final para la
indicatriz_proyectiva p,(«f) la siguiente:

i 1 1
(7.6) Pmlop) = " Q0| I'Hly, — B |-
; 4 ]_.A.IZ w1 -mlz Yi | ’ ™
T %

formula en la cual quedan por caleular 2m rvesiduos de los cuales dos son
inmediatos.



