SanvarorE CHERUBINO (%)

Sui periodi degli integrali multipli delle varieta algebriche. (**)

Introduzione.

Per una varietd algebrica V,, di dimensione »> 1, i periodi degli integrali
E-pli, 1< k<<r, di prima specie godono proprieta (*) analoghe a quelle dei
peviodi delle funzioni abeliane, ma costituiscono matrici pitt generali di qudle
formate da questi ultimi, cioe delle matrici di RIEMANN.

Volendo mettere in evidenza lutilitd di uno studio sistematico di simili
matrici (2), abbiamo fatto vedere come partendo da relazioni analoghe a quelle
di Hurwriz, che da G. ALBANESE (*) furono portate, per gl’integrali semplici,
dalle eurve alle superficie e alle varietd, relazioni che rappresentano, almeno
in questo caso, classi di corrispondenze algebriche, si riesce, mercé un ragio-
namento quasi identico a quello che abbiamo sviluppato altrove per le curve (%),
a dedurre alcune notevoli proprietd per i periodi e per gli integrali k-pli di
prima specie su V,. Nel caso delle curve e, almeno per k=1, sulle varieta
di dimensione superiore, queste proprietd hanno gia ricevuto importanti inter-
pretazioni geometriche (%) sicché & da aspettarsi che possano ricevere inter-
pretazioni &i rilevante interesse anche nel caso k> 1 (%). .

(*) Professore o. della Universitd di Pisa. Indirizzo: Via 8. Lorenzo, 22; Pisa (Itaha.)

(**) Lavoro ricevuto il 15-ITI-1951.

(1) Per queste proprietd vedasi: P. Sevewri, Relazioni tra i periodi degli integrali
multipli duna varietd algebrica, Mem. Acecad. Italia 9, 121-146 (1938). I simbholi g,;, By

~hanno qui gli stessi significati del n. 6 della Memoria citata. '

(?) Micanre SCE, con lavori in corso di stampa negli « Ann. Scuola Norm. 511pel
Pisa», studia matrici pit generali di quelle di cui sopra, ed anche di quelle studiate
dal Werr e dallALBERT.

(®) G. ALBANESE, Corrispondenze algebriche tra i punti di due swperficie algebriche
(Memoria seconda), Ann. Scuola Norm. Super. Pisa (2) 3, 149-182 (1934).

() S. CusrupiNo: a) Sul criterio di equivalenza,. Rend. Cire. Mat. Palermo 62,

- 369-376 (1938-39); b) Sugli inverianti aritmetici delle serie algebriche semplicemente
infinite, Rend. Cire. Mat. Palermo 63, 275-284 (1940-41). )

() Cfr. le mie due Note citate in (*) e la Memoria di G. ALBANESE citata in (%),

(*) Le proprietd avitmetiche esposte in queste pagine suggeriscono l'opportunita.
di introdurre il concetto di prodotto di un ciclo per un numero reale; il che non sarebbhe
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§ 1. - La tabella dei periodi degli integrali multipli.

1. - Sia V7, una varieta algebrica di dimensione » > ky By i1 suo ordine di

connessione-k-dimensionale;

(1.1) =y, .. 1‘,1,]()
un sistema di k-cicli indipendenti su essd,
(1.2) U = (uy, u,, ..., '"'vf;)

un sistema di p, integrali k-pli indipendenti di prima specie dai quali dipende
linearmente ogni altro integrale k-plo di prima specie di V,,

(1.3) o =|w., h=1,2, g v =1,2,..., R,

Ia tabella dei periodi degli integrali w, sui cicli I',. Sappiamo che esiste (almeno)
una matrice razionale, anzi intera, 4 di ordine Ry, non degenere, per la quale
si ha

I wdw. = 0.

Questa 4 ¢ simmetrica (4 = A4_,) se k @ pari, emisimmetrica ossia alter-
nata (4 =-—4_,) se k & dispari e puo supporsi primitive, cio¢ ad elementi
interi primi tra loro. Inoltre 4 & tale che Ia matrice (7)

(IT) A = ovlw,,

oppure questa moltiplicata per 'unita immaginaria i, secondo c¢he % sia pari
o dispari, & una matrice antisimmetrica che puo prendersi come matrice diseri-
minante di una forma hermitiana definita. I segno di questa forma pud fis-
sarsi ad arbitrio, scegliendo opportunamente quello di 4: quando occorr:
fissarlo lo supporremo negativo.

una novita: si confronti ad es. P. ALexANDROFF und H. Horr, Topologie (Springer,
Berlin 1935), cap. IV, § 9, e cap. V. La definizione di integrale algebrico multiplo, ¢he
sembra abbia bisogno ancora di migliore elaborazione, consentira di affermare o defi-
nire il valore di un integraie esteso al ciclo ol’, con « reale, quale prodotto di « per
il valore dell’integrale esteso a I'; in mancanza di meglio, la definizione di integrale alge-
brico multiplo potrd intendersi in senso un po’ pitt ristretto di quello desiderabile.
Doyo di cid, le proprieta ed il significato delle matriei di Rizmaxy ordinarie varranno
anche per le matrici aventi una matrice principale non degenere irrazionale, come
quelle dei periodi degli integrali algebrici multipli che qui abbiamo incontrati. E se ne
potra tentare la interpretazione geometrica nella teoria delle corrispondenze algebriche
considerate dal punto di vista trascendente o topologico-trascendente.

(") La sopralineatura indica il passaggio al numero complesso coniugato, l'indice
~1 il passaggio alla matrice trasposta,
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Allora & ¢ necessariamente di caratteristica massima, cioé p, e, per un
noto teorema, anche w ha caratteristica p,. Poiche, a causa della (1), si ha:

) (Zi]?,};,z 0

0 ‘wido. 1')

questa matrice & i caratteristica 2p;, ¢ segue che:

, . W\, .. . ; .
a) la matrice (m> ¢ di caratteristica equale al nwmero 2p,, delle sue righe

w

¢ la caratteristica di A ¢ non inferiore a 2p,; quindi
(I1T) R, >2p, .
Segue anche che:
b) un integrale k-plo di prima specie di V. non pud avere i periodi tutti
reali senza averli addiritture tutti zero e quindi ridurst a wuna costanie.
Infatti, avendosi necessariamente

con x un p,-complesso orizzontale opportuno, i periodi di » sui cicli 17 sono
dati dall’R,-complesso xzm, onde, se fossero tutti reali, si avrebbe

(1.4) rw = T

088ia

(| — 7) (f’ ) —0,

L
il che, essendo il secondo fattore a righe indipendenti, ¢ impossibile se non é
(:l“—w._’u) =0,

quindi 2 == 0 e v costante.

2. - Su ¥V, vi sono R,— g, >1 cicli indipendenti e non pin sui quali gli
integrali k-pli di prima specie hanno periodi tutti zero. Essendo essi omologhi
o pseudoomologhi a combinazioni lineari a coefficienti interi dei cicli I, tra
i periodi @ hanno luogo g, relazioni lineari omogenee indipendenti a coeffi-
cienti interi, eio®é vi & una matrice intera a, con R, — g, righe, B, colonne e
caratteristica massima, per la quale si ha:

(Iv) Wty =

Ordinando opportunamente i cicli I, ¢ quindi le colonne di w ed allo stesso
modo quelle di @, si potrd scrivere

(1.5) “, = <l> ,
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con d matrice non degenere di ordine R),-— or e indicando con 7 la matrice
delle prime p, colonne di w, si avra

(1.6) w=(t|7"4)
con
(1.7) —ray

Dopo di che, trasformando mediante la sostituzione di matrice

(1.8)

ove [,, I, sono due matrici identiche di ordini rispettivi g, ed R,— g,, In
matrice dei periodi degli integrali U/ diventa -

(1.9) wH ., = (1]0),

cioe il sistema I” di k-cicli vien sostituito dal sistema I'H., sempre di R, cicli
indipendenti nel quale figurano, agli ultimi R, — 0; posti, altrettanti cicli a
periodo tutti nulli (*). Poiché solo R, — g, cicli indipendenti sono a periodi
tutti nulli, la matrice ¢ non potrd soddisfare a nessuna relazione del tipo
della (IV) con « razionale, non nulla.

La relazione (IT) ci di allora:

(1.10) TBr_; =0

ove, avendo posto

(1.11)

con A, A, matrici intere degli ordini rispettivi g,, R, — o, visulta:
R B o= Ay + Ady + Ayh, + Add, .
Basta infa»tti osservare che la (I1) pud scriversi
(7] 0)H= LA H*(7 | 0)_, = 0

e che si ha:

, ‘B Dy 2y
1.1 H'AH-t = ) ,
( ‘,3) IR TTuT <xz|3+,44/:",; Ay

(8) 11 fatto che H & razionale, anziché intera, non impedisce di considerare come
cicli nel senso ordinario il sistema I'H_,, tutt’al pitt moltiplicando H per un fattore
scalare intero,
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con B razionale e simmetrica o antisimmetrica insieme ad 4.
Quindi & '

(1.14) wdw_y = 1Bt = 0.

Analogamente si trova che
{(1.15) wdw_, = BT,

e che percio anche il secondo membro di questa (1.15), moltiplicato per ¢ se k
¢ dispari, ¢ matrice discriminante di una forma hermitiana definita.

Se dunque ¢ g, = 2p,, v ¢ una matrice di RIEMANN propriamente detta.
Rileviamo subito che poiché, come sard osservato al n. 4, le ultime B, — 2p,
righe e colonne di A sono arbitrarie e possono quindi scegliersi nulle, si puod
supporre senz’altro B = 4,.

Si ha in ogni easo:

(1.16) 0r = 2Py

onde, se¢ vale il segno >, non si tratta proprio di una matrice di RIEMANN:
la diremo allora matrice di RIEMANN allungata.
Per accertarsi della (1.16) basta osservare che

£ T 0 BT
17 AT EAT (; YT
( ") ’ (r>1)<r>_ wBr., 0 >7

1 \

& di caratteristica 2p,, analogamente alla (I"), quindi la caratteristica di B
¢ necessariamente non minore di 2p,.
Ne segue, come per la b) del n. 1, che:
gli integrali k-pli d&i prime specie di V, aventi periodi reali sui primi
o cicli Iy (hanno periodi reali su tutti 1 cicli I, quindi) sono costanti.
Da ora in poi, quando non sia necessario od opportuno, U'indice ¥ verra
0messo.

3. - Poiche <::‘) & di caratteristica. 2p eguale al numero delle sue righe, solo
®

2p colonne -sono indipendenti cioé, ordinando queste opportunamente, ossia
ordinando i cicli [7;, si pud porre:

oun

— ]

on

} w o
(1.18) =] = (:
w g
. o ! o . .
con u matrice a 2p righe ed R-——2p colonne e {— | matrice non degenere, di
\ g

ordine 2p.
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Poiché w = (o | ou), ¢ ovviamente
ou == o

¢ 81 ha:

o(u—p) =0,
quindi anche
olu "‘ﬁ) =0,

onde:

(—;i) (—ji) =0,
e percid u—p =0, ossia u ¢ reale. Si ha dunque che:

a) R.— 2p, periodi degli integrali w, ¢ non piv sono combinazioni lineari
@ coefficienti reali dei rimanenti 2p,. Cioé (%):

b) fra i periodi dei p, integrali k-pli di prima specie di V,, &k <<r, sussi-
stono Ry 2p; relazioni lineari reali indipendenti ¢ non pit. Fra esse sono
manifestamente comprese quelle a coefficienti razionali dovute agli R,— O
cicli a periodi tutti zero, il che ei dd nuovamente or > 2p,. Il ragionamento
fatto ci dice anche in che modo queste relazioni si ottengono, data che sia la
matrice o dei periodi. '

Se 0, > 2p, si ha che: g,— 2p, delle relazioni lineari reali indipendenti di
cui sopra sono a coefficienti almeno in parte irrazionali precisamente solo 0r—2ps
colonne di 4 50no a elementi tubti razionali. Ordinando i cicli 77 supporremo
che queste colonne siano le ultime sicché esse costituiscono la matrice A di cui
al n. prec.: adottando una notazione del SeverI (), diremo che le rimanenti
colonne di u sono totalmente irrazionali.

Ponendo

0
(1.19) K — ( Lo ) .

quindi wl(., = (¢ 0) ed

con Af, A; matrici degli ordini 2p, K —2p, si ottiene

(1.20) wdw | =clo, =0,

(®) F. Bnvery, loc. ¢ib. in (1), efr. n. 6.
(1) Loe. cit. in (*), efr. n, 3,
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ove
¢ 7 {7’ A7 47
(1.21) C o= A, + pdy + Ay -+ A,

ed inoltre

(1.22) wdo =olc_,.

Poicheé, come si vedrd qui appresso, 4, = (4;)-, ed A; sono arbitrarie,
scegliendole nulle si ha € = A7, percid C & intera e ¢ & quindi una matrice
di RIEMANN propriamente detta.

Se in 4 le matriei 4, = (4;)-; ed 4, non si annullassero, ¢ risulterebbe
irrazionale, come u, e allora converrebbe dire che o & una matrice di RIBMANN
irrazionale.

13 poi ovvio che vale una proposizione del tutto analoga a quella che chiude
il n. 2, cioé che:

¢) gli integrali k-pli di prima specie di 'V, che hanno periodi reali sui primi
2p. eicli I' sono costanti. '

4., - Se g, > 2p, la velazione (IV) da luogo ad infinite relazioni come la (I).
Infatti, qualunque sia la matrice intera b a 2p righe ed R colonne, si ha
da detta relazione:

(1.23) Wt b =0

e quindi, posto

(1.24) by == M
matrice intera di ordine R, risulta

(1.25) ' oM _ o =0.

Ordinati i cieli I" in modo che « abbia la forma (1.5) con d non degenere,

¢ eb’ | eb™
M == ]l [ p— (w*_ .
M-, ((;) G0 =\ (Ib") '

VY "

si ha

e st potra avere che
db =dpb'| ")
sie wna matrice intera fissata ad arbitrio, di tipo (R— o, R).

Si puo scegliere b in modo che M risulti simmetrica. Bastera prendere b
tale che sia simmetrica db”, cioe

ay' =" d_,
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quindi

(1.26) V= d d

e poi prendere ¥’ in modo che

db' = (cb"),

ossia

» .)F ,M J-1 " N

(1.27) bl==d-%_c_, .
Dopo di che si ha:

(1.28) b == c(l“‘b/f_].rfw1

la quale, poiché dalla (1.26) segue che

t
L (l“lb’_] R
assicura che

eb = (eb')-, .

Analogamente se si vuole che I/ sia emisimmetrica.
Sommando Ia (I) con la (1.25) si ha ‘

(1") w(d -+ M), =0

la quale, stante Parbitrarieta di cui si & ora discorso, ci dice che:

a) nella (1) la matrice intera A pud sempre sostituirsi con un’altra, anch’essa
simmetrica o emisimmetrica ed intera nella quale R, -— g, righe opportune (¢
quindi le colommne corrispondenti) sono arbitrarie. ‘ N

Questo fatto puo, in certo senso, generalizzarsi osservando che dalla (1.28),
cloé sempre con opportuno ordinamento dei cicli I, e considerando la matrice
ad R righe ed R—2p colonne:

con I, matrice identica di ordine R—2p, si ha:
(1.29) w%.ff =0

qualungue sia la matrice g, di tipo (R-—2p, R). Percio, ragionando come
poco fa, si puo affermare che: _

b) nella (1) la matrice A pud sempre sostituirsi con un’altra anch’essa sim-
metrica od emisimmetrica, non perd necessariamente intera, ma reale, nella quale
R,.—2p,. vighe opportune (¢ quindi le colonne corrispondenti) sono arbitrarie.
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Altrettanto potrd dirsi anche se nella (T) la 4 non fosse simmetrica o
alternata. o

Adottando il linguaggio in uso per le matriei di RigMaNy impiegato dallo
Scorza, una relazione come la (I) la diremo forma riemanniana di o e, se
alternata o _simmetrica e tale che la (IT) sia definita, la. divemo forma vieman-

niana principale di o. Quel che precede ci permette allora di atfermare che:

¢) ad ogd forma riemanniana di o ne corrisponde una per v e una per o
e viceversa. In questa corrispondenza biunivoea a forme principali corrispondono
forme principali, a forme simmetriche o alternate corrispondono forme anch’esse
simmelriche o alternate.

Per la biunivocitd della corrispondenza, si osservi che essa va intesa a
meno dei quadranti che restano arbitrari, perché effettivamente ha luogo solo
tra le forme riemanniane delle matrici w, (z]0) e (¢]0), che sono tra loro
isomorfe ().

§ 2. — Relazioni di Horwiiz.

B, ~ Sia V¥ una seconda varietd algebrica di dimensione r; U*, I'*, w*,
pE, RE, o siano, per V7, gli enti che per V, sono stati indicati con queste
stesse lettere senz’asterisco. QQuando non vi sia luogo a confusione, sopprime-
remo Pindice k scrivendo p*, R*, p* E sia A* una forma riemanniana prin-
cipale per ¥, cioé una matrice intera simmetrica o alternata secondo che &
sia pari o dispari, per la quale si ha

w’

e w*Ad*p*, sia matrice diseriminante (dopo esser stata moltiplicata per 7 se &
¢ dispari) di una forma hermitiana definita. Con 7%, ¢*, B¥*, (% indicheremo
le matrici analoghe a quelle che nel § precedente abbiamo indicato con
7, 0, Be (. )

Supponiamo che tra o ed w* abbiano Iuogo le due relazioni

(2.1) am =,
(2.1%) aFw* = oy,

nelle quali 7 e #* sono matrici complesse rispettivamente di tipo (p* p) e
(p, p¥) mentre T' e T sono matrici intere di tipo rispettivo (R, B*) ed B, R).
& supponiamo ancora che queste due relazioni istituiscano lo stesso legame
bilineare fra o ed w¥*, cio¢ diano luogo a una stessa relazione oMw™, = 0.

(1Y) Per (z]0) e (o] 0) tre quadranti delle forme riemanniane sono arbitrari.

-
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Nel caso in cul w ed w* siano le matrici dei periodi di un sistema di inte-
grali semplici di prima specie di V,, V' calcolati su due sistemi completi e
primitivi di eicli lineari rispettivamente su V, e V¥, le relazioni (2.1) e (2.1%)
rappresentano (**) uua classe di corrispondenze algebriche tra le due varieta,

che nel verso.da V, a V7 indicheremo con < e nel. verso_opposto. indicheremo

con -t Benche, nel caso di integrali k-pli, k> 1, e di cicli k-dimensionali,
non si possa senz’altro affermare che dette relazioni sono legate a una classe
di corrispondenze algebriche, pure noi diremo, per brevitd di locuzione, che
esse rappresentano ancora una classe di corrispondenze algebriche, €T, -1
esistente tra V. ¢ V. Con cid vogliamo soltanto intendere che esse esprimono
un legame fra le due varieta, per ora non meglio precisabile, che equivale a
una relazione bilineare tra o ed w*.
Adoperando la matrice H data dalla (1.8) e la sua analoga

o
dalle (2.1) e (2.1%) si ottiene
(2.3) n(r]0) = (z*|O)(HTH*"),,
(2.3%) (T [ 0) = (7 | O)(H*T*H~1)., .
Posto:
(2.4) HTH* 1 = ( ;::i‘) .

] ey
(2.4%) s = (7 ),
75 | T5

con T,, T} matrici di tipo rispettivo, (g, o*) e (o*, g), si ha:
L)y =0 T(T::)-‘l =0,

le guali, poiché le colonne di 7 e v™ non possono essere legate da una stessa
relazione lineare a coefficienti razionali, e¢i dicono che ¢ necessariamente

(2.5) T, =0, % == 0.
Ne segue che le (2.3), (2.3%) si riducono alle

(2:6) ar =TTy,

(2.6%) et = (1] )~y

ove T, e 77 sono razionali.

(**) Nel caso delle curve si tratta delle ben note relazioni di Hurwrrz, che qui
seriviamo senza far riferimento a integrali e cicli normali. Nel caso delle superficie
(ueste relazioni, sempre con riferimento a integrali e cieli normali, sono state ritrovate
in modo perfettamente analogo, da G. ALBANESE, loc. cit. in (3), ofr. § 3.




delle varieté, algebriche -~ -~ 185

Analogamente, posto @* = (0% ] o*u*) e

(2.7) K5 (_u
(278) RTE#1
(2.8%) I -1

si ha:
o(T3)-y =0, 0¥ (L5 )y =0,
quindi anche, essendo (e p* matrici reali,

6Ty =0,  GHTH), =0,

#

- . \ O‘\v o .
()nde, pOl(the (»_—) 4] (“) S01no0 non degenem, segue che:
[2) Yo i

(2.9) B e T L

e percio:

(2.10) o =0 (1),
(2.10%) ot = o(13)-,

Perd le matrici 77, T, insieme agli altri quadranti non nulli ai secondi
membri delle (2.8) e (2.8*) non sono necessariamente razionali, hensi soltanto
reali (irrazionali). ’

6. - La relazione (1.23) e I’analoga per w* possono SOriversi: 3

2.11) - 0w =M, M*= ¥ a*,
1 1
(2.11%) Ow* = wlM_, M o=ba,

da cui; sommando ordinatamente con (2.1) e (2.1%), si ottiere

(2.19) cww =¥l A+ M),
(2.1 wFe® = o(T* + M), ,

le quali ¢i permettono di affermare che: e

a) nelle matrici intere T, T* wvi sono sempre B, — oy, mspettwamente
R — g, colonne opportune (le ultime col nostro ordmamento di cmh) i cut
elementi sono arbitrari.

13 ~ Rivista di Mlemaiica.
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Osserviamo che pud porsi:

(2.12) HMAH* — ( My A Ma 2, M, T
e .JI; T ’

(610388

(2.13) N = (M + ME2E,) — 2 (M7 4+ 2%,

dove M}, M}, MF, M¥ sono quadranti di A*, di cul il secondo e il qﬁarto
arbitrari.
Da (2.11) segue ovviamente

(2.11%) 0(r|0) = M

e analogamente .

(2.11%) 0(z*]0) = (| 0)M’,,

ove

(2121) M H*MH- = <ﬂf1 - 11[2/1._1‘ .1112 )
N | M, — 25 M,

con ;

(2.13%) N == (M, + MA_) — 2%, (M, + MyAy) .

Dalle (2.117) e (2.11%'), per ’indipendenza lineare razionale delle colonne
di 7, 7% si ottiene che: .

(2.14) N=0, N%*=0,

e poiche M,, M,, M}, M sono matrici intere arbitrarie, le (2.1), (2.1%) ci
permettono di affermare che: . . : ‘

b) nelle matrici razionali (2.4) e (2.4%) vi sono Rj— gy, rispettivamente
R — o5, colonne ad elementi arbitrari. Coll’ordinamento di cicli di cui avanti
queste colonne sono le ultime e inoltre si ha: T =0, T} =0.

Per 'indipendenza lineare reale delle colonne di ¢, 0, e ripetendo un ragio-

namento analogo al precedente che pud farsi partendo dalle (1.29), si ha che:

c) anche nelle matrici reali (2.8) e (2.8%) vi sono R,— 2p,, rispettivamente
R¥ —2p%, colonne arbitrarie. Queste, con il supposto ordinamento di cwh, s0n0
le ultime e inolire si ha T, =0, TF' =0.

7. - Dalle (2 117 e (2.11%), semple per l’mdxpendenm hnea»re 1az1ona1e
‘delle colonne di =, r‘*, oltre alle (2.14), si ha pure

(2.15) ' M, + ﬂm_l =0,  MF4 MEF =0
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sicché, sostituendo nelle (2.13) e (‘7 13%), segue che:
(2.16) My 4+ M, =0, MFE 4 MPEAE =0,

e pereid che

— Myhy
— M,

M, — M, L oMy
,,,,_W:‘_M,)’ M ::< AMohgy Mg ) ’

2.17 M:::(
(2.17) M, — MiA_,| M

nelle ‘quali i quadranti M, ed M, sono arbitrari. Tenendo presenti le (2.15)
si conclude col seguente risultato:

la classe di corrispondenze T ¢ caratterizzata della coppia di matrici razio-
nali Ty, Ty che figurano nelle (2.6) e (2.6%) e analogamente dalla coppia di matrici
reali Ty, T} che figurano nelle (2.10) e (2.10%). Queste due coppie di matrici
sono determinate da € a meno di un fattore scalare appartenente per la prima
al campo razionale, per la seconda al campo reale: moltiplicando = e z* pel
m.c. d. dei termini di 7Ty, 7} questa coppia diventa di matrici intere e pri-
mitive e riesce perfettamente determinata da <.

8. — Dalla (2.6) e (2.6%) si deducono le due relazioni

(2.18) atar = (1, T5 ),
(2.18%) ‘ AT == (TR,

che caratterizzano le ('Iasm di corrispondenze TT-! ¢ T rlspetmvamente
su V. e VF. i o ,

Dalle stesse (2.6) e (2.6%) tenendo presente la (1.14) e I’analoga relazione
cui soddisfa 7%, si ha

(2.19) ‘ T¥(T)-1Bry =0,
(2.19%) T(TF) B*r* =0,

le quali, essendo per ipotesi conseguenza della stessa relazione bilineare tra
T e ¥, cl assicurano che, dopo conveniente determinazione del fattore (intero)
scalare a meno del quale sono date le matrici B e B*, pud porsi:

(V) (T))B = & B*T} .
Tenendo conto di questa (V), le stesse (2.6) e (2.6%) ¢i danno:
(2.20) n+1BT.y = &+ v*B¥T¥ - 7¥,

la quale, poiche gli altri due fattori sono matrici non degeneri, ci assicura che:
a) e m* hawno la stessa caratieristica. B poiché si deduece anche che:

(2.21) 7 TBT-, = + wirE BT ¥
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e analogamente che:
(2.21%) ar® - TEBFTE = L arBrom.,

Da cui, osservando che i secondi membri sono di caratteristiche eguali rispet-

tivamente a quelle di =n* e di =, si ha che (%):
b) i prodottt w¥n e mm™ hanno la stessa caralieristica comune a m e 7*.
Dalla (2.21) si ha, identicamente rispetto ad u,

7T

©®

.22) : (¥ — ]y TBT | = = 7R’ o jlw;mBi_l

la quale, per una nota proprietd (M), ¢i assicura che:
¢) le radici caratteristiche diverse da zero di m*m e quindi anche quelle
di ™ sono tutte reali e dello stesso segno.
Dalle (2.18) si deduce immediatamente che:

(2.23) B =)E) =5

la quale, poiché le colonne di 7 sono razionalmente indipendenti, ci assicura che:
d) non pud aversi w¥m =0 senza avere anche T\ Ty = 0. Cosi per mm#

. I ’

e TFT.

Ponendo, come si pud (dopo aver moltiplicato per i se B ¢ emisimmetrica),

TBT_, =m-M_,,.

dal secondo membro della (2.21) si vede che le radici caratteristiche di n¥xn
coingidono con quelle di

Questa (sempre dopo eventuale moltiplicazione per 7) & una matrice anti-
simmeftriea, percid l'annullarsi di tutte le sue radiei carvatteristiche equivale
all’annullarsi della matrice; ed essendo 7*B*T*, (a meno del fattore scalare i,
se k & dispari) matrice discriminante di una forma hermitiana definita, questo
annullamento si ha allora e solo che

min® =0,

ossia quando m* ¢ nulla. Pereid, riunendo con ’analogo risultato che si ha
scambiando 7 con t¥, si deduce che:

(1%) Basta osservare che per B antisimmetrica pud porsi vBt., = m - m._,, con m
matrice non degenere e che il prodotto di due matrici trasposte comugate ha la carat-
teristica comune ai fattori.-

(") 8. Cusrusivo, Sw certe equagioni fondamentali e sul simbolismo delle matrici.
Rend. Sem. Matem. Univ. Roma (4) 1, 96-109 (1936), n. 4. '
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e) annullandosi il prodotto m*m si annulle anche quello mnm* insieme a
ciascun fattore, nonché ciascuno dei prodotti T, Ty ¢ TET, coi loro fattord.
Quest’ultimo fatto segue dalle (2.6) e (2.6%) per I’indipendenza razionale
delle colonne delle matricl 7 e 7%, ’ ’

woeInfinesy-a-eausa-della-e),-le-radici-in-questione-sono-tutte-zero-allora.e-solo
che lo & la loro somma, cioé la comune traccia di %z e mz*, quindi:

) se la traccia di m*mw o quella di az™ ¢ zero ¢ solo allora tutte le matrict
di cui alla proposizione e) si annullano contemporancamente.

Osserviamo infine che, poiché v e 7% sono a righe indipendenti, I’annul-
larsi del secondo membro delle relazioni (2.6) e (2.6%) dovuto all’annullarsi
di T, o di 7% porta di necessitd all’annullarsi di 7 e di #*. Allo Stesso modo,
dalle (2.18) e (2.18%) si ha che non pud annullarsi 7,77 o T7T, senza che
si annulli il prodotto m¥x o quello mzr*®, che & lo stesso. Possiamo dunque affer-
mare che:

@) se wno dei prodotti T,TF o TFT, si annulla, si annulle anche Ualtro
wmsieme ai loro fattori e alle matrict m ¢ ™. : '

9. - Sostituendo 7 e v¥ con ¢ e o%, quindi 7, e T} con T e T}, ossia
partendo dalle (2.10) e (2.10%), e percio sostituendo B e B* con ¢ e (%, tutte
le proprietd di cui al n. prec. valgono inalterate. In pin, poiche la (2.23)
diventa o ) '

(2.24) (1—7—~OM> (r) — (f-) (TITF).,

0 [ ata X

N AL AN . . S .
e poiche <ﬁ} ¢ una matrice di- ordine 2p non degenere, si ha che:
G /

a) la coppia di matrici

Hie3

» analogamente Ualtre coppia.

(T_’ﬂ 0 )’ TEQ
o i R )

¢ di matrici simili, quindi con le stesse radici caratleristiche, ‘mentre le radici
caratteristiche diverse da zero, necessariamente tutte dello stesso segno, sono comuni
a tuite le matrici delle due coppie.
Ne segue in particolare che:
b) la traccia comune dei prodotti ¥ ¢ mm™ ¢ meta di quella comune agli
altri due prodotti 1,17, TF' 1.




190 S. CHERUBINO: Sui periodi degli integrali multipli

Si pud quindi, in definitiva, affermare che:
¢) affinché una ¢ quindi. tutte le matrici

o ® ’
w, w*, Ty, T7, Ty,

-1

$i annullino ¢ necessario e su}‘ﬁczente che sia wero la tl accia di uno e quindi
entmmbz © prodotts T{TV', T*' T, ovvero mn*, m*n.

10. - La traccia del prodotto 7,7 (che ¢ la stessa di T"‘Tl) non gode la
stessa proprleta, 2 meno che non sia g, = 2p, ovvero g = 2p,, nel qual
caso si ha 7 =0, ovvero ¢* = ¢* Infatti, se o,> 2p,, si pud porre, con
conveniente ordinamento di cicli:

(2.25) 7 = (0| ov),

essendo » una matrice di tipo (2p, o — 2p) che si prova esser reale imitando
il ragionamento fatto per provare la rvealtdy di 78
Si possono quindi ripetere i ragionamenti fatti al n. 5 e si trova che, posto

' (L | o e (I8 |0
(2.26) L.u(m—.w—x----r), I ,_< g ),

Yo
con Iy, I,, I*, I} matrici identiche di ordini opportuni, si ha che 7L, = (g 0)
e che:

. T, T,
(2.27) L7 L% («1),
0Ty

~

in cul, per le osservazioni del n. 6, le ultime o —2p¥ colonne, cioé le matrici
Ty e Ty possono fissarsi ad arbitrio. Analogamente per L* L
Quindi si avra:

a1 . ryre | Vi N
(2.28) LT, 1 (.,,}},.,._3_1;_-”_13:) ,

ove il prodotto T,,T;; potrd fissarsi a piacere come T,,. La traccia di T,TF &
dungue variabile ad arbitrio e percid nessuna (~0nseguenzm invariantiva pud
trarsi dal che essa sia o non sia zero ;

Per la chiarezza, ¢ bene rilevare chc se uno dei due caratteri g, o, ad es. il

primo, eguagliasse 2p,, la (2.27) diventerebbe
LWL = (T, | T4y)

mentre si avrebbe
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e percio risulterebbe, almeno agli effetti della traccia,
LT, T =T, T

11 !

L:;:T;k TlL:;_l o T;E;TU .

Posgsiamo percio affermare che:
solo se il numero dei k-cicli indipendenti a pcnodz, now nullt eguaglia su
wna almeno delle variete V,, VF il doppio dei corrispondenti integrali k-pli indi-
pcndenm, lo annullarsi della traccia di uno e quindi di entrambi ¢ piodom T,TF
o TET, equivale all’annullarsi delle quatiro matrici Ty, T, m, 7*.

11. - Mostriamo infine come si stabilisce la rvelazione (V) con le altre
analoghe.
Dalle relazioni

(2.29) olo, =0,
(2.30) a¥ Mgy =0,

seguono le altre due:

(2.31) (-2-) ¢ <g>_1~(if;), o =oCs.,,
AT RATN R VA s o
ERERREERE

Moltiplicando a destra quest’ultima per la inversa della precedente, si ha:

o* . "o\l x| 0
2.35 = MU' | == ’I“ = ~
e (E) e[S (515), m e

cioe

(2.34) 7o = o (T])_y
ove

(2.35) T, = CM.,
e quindi

(2.36) M_y = C_,T,.

Analogamente, partendo dalle relazioni

o*C%*, =0, oMot =0,
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si ottiene

(2.36%) : Moy == (T%)_, 0%

da cui, poiché¢ supponiamo che M cioe la relazione-tra-—g-e-g#-gig- fissatay-gi-

ricava 1’analoga delle (V), cioé la:
(VI) . O T = (7)., 0%

“Orbene, la (2.27), come & consentito dall’arbitrarietd di 7, e Ty, i da:

§ 1y' 0
2. = LA %,
s T =1 (0 0 ) L
e analogamente:

- s . _’Pu ' 0 3
(2.37%) 7 =1 () 7

Cosi pure, Parbitravieta delle ultime ¢—2p righe (e colonne) di B, ¢i con-
sente di porre:

¢ analogamente:

B :-Lfl(a*l O)L*,

Dopo di che, la (V) pud scriversi:

o oy (17 o c*{o
0]*0—-100“”0fow1'6;o"
da cui, moltiplicando a sinistra per I ¢ a destra per L* si ha:
(V") BTy == (I]F)_,B*
In modo del tutto analogo si ottiene che:
(VII) AT = T* A%,

Il semplice calcolo qui effettuato ci ha fatto ottenere le (V'), (VI) e (VID)
senza alcuna indeterminazione di segno e senza ricorso a nogioni comple-
mentari, mentre nella teoria classica delle curve algebriche e delle varieta
abeliane si ricorre alle funzioni theta o a considerazioni topologiche.



delle varieta algebriche B 193

§ 3. — Invarianti. di Comessartri- CASTELNUOVO.

12, - Nel caso di due curve algebriche @ e €% le corvispondenze alge-

woee-priche- (o5 #)-danno-luogo-a-due-serie-algebriche-semplicemente-infinitey; Vi
di gruppi di punti le eni pitt importanti proprietd dipendono da certi inva-
rianti aritmetici-che furono considerati dal ComEsSATTI (%) nel 1913 e ritro-
vati dal CASTELNUOVO (%) nel 1921. Detti invarianti si esprimono mediante
gli elementi delle matrici z*z e mn* oppure I"7T*, T+ 7' che compaiono nelle
velazioni di Hurwirz. Bssi sono stati riottenuti nella mia Nota citata nella
annotazione (%), b), nel modo che qui sotto riportiamo brevemente, riferendoci
alle varieta V,, V7 senza con c¢id voler affermare che questi caratteri riflet-
tono senz’altro proprietd di serie di gruppi di punti esistenti su esse, salvo
nel caso ovvio di k =1 [ALBANESE, loc. cit. in (8)]. Detti caratteri sono i
coefficienti dell’equazione carvatteristica di zm*m:

(3.1) (7¥m—al) = (—1)2ar -} (— 1) Yxr=t - (— 1) 2,01 b | b o,

ovvero quelli dell’equazione caratteristica di mz™ che coincide con questa nei
coefficienti diversi da zero.

I namero delle radiei di questa equazione che non sono eguali a zero coin-
cide con la caratteristica comune di = ¢ % e dei due prodotti m*n e mm®.
Poiché queste radici son tutte dello stesso segno, se & e il loro numero i coeffi-
clenti 7, con indice superiove ad A son tutti zero, mentre gli altri son tutti
diversi da zero. Orbene, poiché il secondo membro della (2.21), moltiplicato
per ¢ se k & dispari, ¢ una matrice antisimmetrica o antiemisimmetrica, la sua
caratteristica coincide col numero delle radici caratteristiche che son diverse
da zero e questo numero, come risulta dalla (2.22) e dal ragionamento che c¢i

ha condotto alla proposizione e) del n. 8 & proprio 1o stesso delle radici carat-
teristiche diverse da zero di m*m. Ne viene senz’altro che:

a) il numero delle radici caratteristiche di m%n e di ww*® diverse da zero ¢
equale alla comune caratieristica delle matrict z, o*, 7% ¢ an* ¢ questa carat-
teristica ¢ h allora ¢ solo che & zero il coefficiente Tyt della (3.1) e sono quindi
zero tutti quelli di indice superiore. ;

b) se la comune caratieristica di 7w ¢ 7* é hy su V., e VI vi sono rispetti-
vamente p,— h e pf—h integrali k-pli di prima specie indipendenti che danno

(3*) A. Coymessarrr, Sulle serie algebriche semplicemente infiwile di gruppt di punii
appartenenti ad una curva algebrica, Rend. Cire. Mat. Pal. 36, 35-37 (1913).

(1) G. CastRINUOVO, Sulle funzioni abeliane. 1V: Applicazioni alle serie algebriche
di gruppi sopra una curva, Atti Accad. Naz, Lincei, Rend. Cl. Sei. Fis. Mat. Nat. (5)
30, 355-359 (1921).
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periodi zevo sugli By ed R cicli di V., V¥ ottenwti combinando linearmente quelli
fondamentali con gli mterz delle righe -della matrice T* o della matrice T.
Poicheé 1a (VI) puo scriversi:

(T;)ml(}' - Ci’i“lT:Rr ,

si ha
(L3170 = (1)) 0% 1
la quale ¢i dice che:
e) (I7T7")1C & una matrice simmetrica o emisimmetrica insiome « o,
Cost C* (TF'T)) ¢ simmetrica o emisimmetrica insieme a C.
Quindi, tenendo presente la a) del n.
d) per &k dispari

‘, — o (0 S
(3.2) [(rr:.,—ah), con Iy == jA‘T) ,
e

¢ una matrice emisimmetrice qualungue sia Dindeterminate = reale. Il suo
pfaffiano ¢:

(3.3) | ¥ — I | V] €

Se R, = 2p, (il che accade per k =1) e k & dispari, € & una matrice emi-
simmetrica intera, quindi, per un’opportuna H unimodulare, si ha (FROBENIUS):

dove ¢ & la matrice diagonale di ordine p, che ha per elementi principali i
divisori elementari e, e,, ..., ¢, di C. Percid il pfaffiano (3.3) diventa

(8.4) | wim—al |- |e],
mentre il determinante della (3.2) rvisulta

[(T7TF )y —al |- |el

Quindi, come segue dalle note proprietd dei pfaffiani, si ha che:
e) i coefficienti del polinomio in x: ‘

| 71:*75 —al l

moltiplicati per Vintero le| sono numeri interi funzioni razionali intere deg gli
clementi di T,T} :



