VITTORI0O EMANUELE GGALAFASST (%)

Superficie algebriche reali dotate di falde pari di prima speeie.

1. - Le questioni riguardanti le falde pari di prima specie {cio¢ contenenti
circuiti dispari) di una superficie algebrica reale sono state poste in rilievo
da una recente Nota della signora Prof. M. Prazzorra BELocH (1),

In tale Nota si utilizzano argomentazioni le quali anche conducono ad
affermare che, indicato con ¢ il numero delle falde pari di prima specie di una
superficie algebrica (irriducibile) reale la cui sezione piana generica abbia
un prefissato genere p, dev’essere:

1) ' dlp 1.

Basta invero osservare che ogni piano (generico reale) incontra una falda
pari di prima specie in almeno un cireuito, onde il numero & delle falde pari
di prima specie della superficie non pud superare quello dei circuiti di una sua
sezione piana generica, e quindi non pud superare p - 1, in virtt del clas-
sico teorema di HARNACK (?).

Nel presente lavoro si stabiliscono dapprima alcune circostanze che neces-
sariamente si presentano ove sia d = p -+ 1 (cfr. n. 2), e si risolvono i pro-
blemi esistenziali che in conseguenza si pongono (n. 3). Utilizzando i risultati
conseguiti ed altre considerazioni, si procede quindi (n. 4) ad un primo esame
del problema riguardante il massimo numero delle falde pari di prima specie
di una superficie algebrica generale reale di un assegnato ordine pari (3).

(*) Indirizzo: Via Volta, 9; Pavia (Italia).

(*) Cfr. M. Piazzorra Berocu, Sul numero delle falde delle superficie (zljeb)LoILe
Ann. Mat. Pura Appl. (4) 29, 121-123 (1949).

(2) Cfr. A. HARNACK, Uber die Vieltheiligkeit der ebenen algebraischen Curven, Math.
Ann. 10, 189-198 (1876).

() Una superficie algebrica reale priva di singolarita reali (per es. generale), d’ordine
dispari, non possiede alcuna falda pari di prima specie. Cfr. V. E. Gavarissi, I lactin-
varianti nella lopologia dello spazio proiettivo, Boll. Un. Mat. Ital:(3) 8, -18-25 (1948),
[efr. n. 2, a)] Cfr. anche lavoro mbato in (1). :
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2. — Si puod intanto osservare che una superficie algebrica reale Ia cui
sezione piana generica ¢ di genere p, se possiede & = p -~ 1 falde pari di
prima specie non possiede altre falde, ché diversamente la sezione della super-
ficie con un piano genericamente secante una ulteriove falda di essa darebbe

Inogo..ad una-sezione--di-genere-p-con-almeno-p---2-cireuiti;-in-contrasto-eol-—

teorema di HArNACK. In particolare non esisteranno fa«lde dispari e la super-
ficie sard pertanto d’ordine pari. ' '
Ma interesse maggiore riveste la encostanm che, ove sia 0 = P+ 1, la
superficie ¢ necessariamente rigata (vale a dire é una rigate di genere p).
Occorre invero che ogni piano reale tangente alla superficie intersechi questa
in una curva riducibile: diversamente la sezione di regola risulterebbe di genere
p~—1 e dotata di almeno p - 1 cirvcuiti, ancora in contrasto col teorema di
HarNAcK. Data Pindole della questione, ne viene che ogni piano (reale o
meno) tangente alla superficie, sega questa in una curva riducibile. La super-
ficie ¢ allora segata dai piani di un sistema oo® in curve riducibili, percid
(essendo la superficie irriducibile) & rigata oppure & Ia superficie di STEINER,
in virth del teorema di KRONECKER-CASTELNUOVO (f). Ma & senz’altro da
escludere la superficie di STEINER: invero per questa p = 0 e si ha una sola
falda pari perd di seconda specie perché notoriamente su tale falda non
esistono circuiti dispari (°). Non nasce invece contraddizione quando si sup-
pone che la superficie sia rigata: allora, invero, la sezione col piano tangente
generico-si spezza in una generatrice ed in una curva residua ancora di genere p.

3. - La trattazione precedente pone il quesito dall’esistenza di superficie
(algebriche, irriducibili, reali) con sezione piana generica di genere p, e, dotate
di p -+ 1 falde pari di prima specm Tali superficie, necessariamente rigate (n. 2),
le diremio superficie @, .-

B unmedla,m Pesistenza di superficie @, coniche: tali sono invero le super-

() Cir. G. CastELNUOVO, Sulle superficie algebricke che ammettono wn sislema dop:
piamente infinito di sezioni -piane riducibili, Atti Accad. Naz. Iincei. Rend. Cl. Sei.
Fis. Mat. Nat. (5) 8, 22-25 (1894), oppure Memorie scelle, Bologna 1927, (pp. 228-227).
Cfr. anche E. Boapraxi, Il teorema di KRONECKER-CASTELNUOVO, Boll. Un. Mat. Ital.
1, 51-52 (1922).

() & ben.noto che la superficie di STEINER ( enerica, . wale) possiede (una o tre)
rette reali doppie, ma ciascuna di esse nella topologia intrinseca dell’unica falda si
interpreta come un- unico cireuito pari costituito o dalla retta da: percorrersi due volte
in uno stesso verso quando i due punti uniplanari siano immaginario-coniugati, o in
un segmento (proiettivo) di essa avente per estremi i detti punti supposti reali e da
percorrersi due volte in versi opposti (ignorandosi qui i segmenti di punti isolati).

Simile interpretazione riproduce del resto, nel campo reale, quella che, nel campo
complesso, richiede la geometria sulla superficie.
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ficie coniche che si ottengono proiettando una curva piana (algebrica, irridu-
cibile, reale) di genere p, dotata di p -+ 1 ecircuiti, da un punto assunto fuori
dal piano della curva. Ciascuna delle p -~ 1 falde (pari di prima specie) del
cono cosi costruito presenta punto singolare nel vertice del cono stesso.

e Mac-amehe-eststono-superficie-Qy-non-conty-anzt-swperficic- @y prive-di-singo:
larita recli. .

Siccome la questione proposta pud ricondursi ad una riguardante lo spazio
rigato, potra giovare il ricorso all’immagine di questo fornita dalla quadrica
di KLEIN. Assunta su di essa una conica y, reale, anzi a punti reali, si intro-
ducano altre p coniche yp; (¢ ==1, 2, .., p) dello stesso tipo prive di mutue
intersezioni ed aventi ciascuna a comune con yp, una coppia (reale) di punti
immaginario-coniugati. Si ottiene cosi una curva connessa (reale) spezzata
nelle p -+ 1 coniche assunte, notoriamente attribuibile ad una famiglia di
curve irriducibili di genere p, ed avente per parte reale quella delle p 4+ 1
coniche; cioé p -+ 1 circuiti pari privi di singolaritd e di mutue intersezioni.
Sottoponendo (sulla quadrica di KLEIN) la curva connessa a piccola varia-
zione (%), si perviene ad una curva 2 irriducibile (reale) di genere p econ p 4-1
circuiti pari.

La rigata dello S; che ha per immagine 1, ¢ una @,.

Invero si tratta manifestamente di una rigata (irriducibile, reale) di ge-
nere p dotata di p -+ 1 falde, e ciascuna di queste & pari (e quindi di prima
specie, in quanto rigata) perché il corrispondente circuito della curva 1 sulla
quadrica di KLEIN ¢ pari, o, se si vuole, perché deducibile per piccola varia-
zione in §; dalla parte reale di una quadrvica a punti iperboliei, rispondendo
tale piccola vaviaziome in §; a quella mediante la gquale, sulla quadrica di
KLr1x, dalla parte reale di una conica vy, si deduce un circuito della curva A.

Essendo 1 priva di punti multipli, la corrispondente rigata di S, sard
priva di generatrici multiple: ma di pit, disciplinando convenientemente il
processo utilizzato, & possibile pervenire ad un modello sicuramente privo
anche di punti multipli reali.

Per cid basta che le coniche y, (¢ =0,1,.., p) introdotte sulla quadrica
di Kumix rispondano a quadriche (a punti iperbolici) I'; dello S, assunte in

(®) L’interpretazione della piccola variazione di una curva connessa come appros-
simazione di essa entro la famiglia di eurve irridueibili a cui si attribuisce, pud farsi
risalire a F. SEVERI, Sulla classificazione delle curve algebriche e sul leorema di RIEMANN,
Atti Accad. Naz. Lincei. Rend. CL Sci. Fis. Mat. Nat. (5) 24, 877-888, 1011-1020 (1915);
Nuovi contributi alla teoria dei sistemi continui di curve appartenenti ad wuna swperficie
algebrica, ibidem (5) 25, 459-471, 551-562 (1916), [cfr. pag. 556].

Per citazioni ed effettive applicazioni di tale criterio (L. Brusorri, B. Brer)
cfr. V. BE. Gavarassy, Indirizei e metodi in « questioni di realitd », Rend. Sem: Torino
9, 77-93 (1949-50), [cfr. pag. 92].
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modo che le I';, con i == 0, abbiano mutue intersezioni prive di punti reali,
ed abbiano a comune con Iy due generatrici (dello stesso regolo) immaginario-
-coniugate, ma nessun punto reale.

E si accerta facilmente la possibilith. di introdurre nello S, quadriche [;

soddistacenti-alle-condizioni-sopra-precisate. Tivero, assunta I, e, in un regolo
di questa, p distinte coppie di generatrici Uiy §: (1 =1, 2, ...y P) immaginario-
-coniugate, si introducano p rette r; reali fra loro mutuamente sghembe e
ciascuna rispettivamente appoggiata (con punti di appogegio necessariamente
immaginario-coningati) alle rette ¢,, g,. Si considerino quindi le p quadriche
veali I'{ rispettivamente spezzate nei piani 7:i¢:, 7. le quali hanno come parte
reale rispettivamente le rette 7, (doppie isolate). Da ciascuna quadrica 7,
per piceola variazione di segno opportuno entro il fascio individuato da Ile Iy,
si deduca una quadrica [y dotata di punti iperbolici. le p quadriche I'; cosi
ottenute, assieme a [}, soddistano le condizioni richieste (7).

I cosi assodata Desistenza-di_superficie @, prive di punti mmltipli reali.

4. - Un problema analogo a quello trattato nei nn. precedenti ¢ quello
di stabilive il massimo numero d, di falde pari di prima specie per una superticie
(algebrica, reale) priva di singolarita, cioé generale nell’assegnato ordine pari 2n.

‘Siccome il genere della sezione piana generica di una superficie generale
dlordine 25, vale {(2n—1)(n—1), subito risulta:

(2) O < (2n-—1)n—1) + 1.

Per n == 1, notoriamente vale nella (2) il segno di eguaglianza (0, == 1),
ma appena si supponga x> 2 alla (2) va sostituita la

(3) - IR 0, < 2n—1)(n-=-1).

Invero (n. 2) una superficie (algebrica, irridncibile, reale) la cui sezione

) Ciacuna I; ({#0). come ciascuna I/, ha con Iy & comune, oltre alle genera-
triei ¢;, ¢;, due altre generahici (pure immaginario-coniugate). Quest’ultime perd non
appartengono al regolo di I (o di I%) che contiene le ¢;, ,, ciod al regolo a cul si
assimila la quadrica quando se ne introduce I'immagine sulla quadrica di Kreix; vale
a dire le wtime generatrici comuni a I’y e I'; non danno luogo a punti di connessione
fra le coniche y, ¢ v, corrispondenti rispettivamente a I, ed a I’y (nel senso ormai
precisato) sulla quadrica di Kreix.

I pure immediato che il modello di superficie @, eul si perviene & una rigata del-
Pordine 2p -+ 2, con curva doppia (veale, ma priva di punti reali) d’ordine

] .
5 (2p + 2—1)(Ep + 2 —2) —p = 2p
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generica abbia genere p, se possiede p + 1 falde pari di prima specie ¢ rigata
mentre la superficie generale nefl’ordine 2» > 2 non ¢ rigata (3).

Ma ¢ subito da notare come nemmeno potrd alfermarsi che, per qualun-
que 7, sia accettabile nella (3) il segno di eguaglianza. Ad es., non ¢ accetta-

s pile-per-g-==-2-in—quanto-sussiste-la--proposizione:

Una superficie del quart’ ordine priva di singolarita recli, se possiede due falde
part di prime specie, non possiede altre falde.

Si osservi dapprima che, assunti due circuiti dispari w,, ., da ogni
punto P dello spazio sempre escono refte appoggiate ad entrambi.

Cido & manifesto quando P si assuma sopra unc dei due circuiti. Sup-
posto P fuori da entrambi, da P si proiettino w; ed w, sopra un piano, otte-
nendo in gquesto due cireuiti i quali, in quanto dispari, hanno almeno un’
gpunto comune A: la retta P4 ¢ allora una refta uscente da P ed appoggiata
ad entrambi 1 civcuiti w,, s- . ]

Signo ora X, X, due falde pari di prima specie di una superficie del quartior-.
dine priva di singolaritd reali, e si supponga esista un punto reale P della
superficie fuori dalle due falde. Assunti su X, ¢ X, rispettivamente due cireuiti
dispari w; ed w.,, ogni retta condotta per P a secare w, ed w, taglierebbe cia-
scuna falda 2, X, almeno in due punti e quindi la superficie in almeno cingue
(quindi sei) punti, senza giacere sulla superficie.- ;

L’assurdo cui si perviene dimostra la proposizione (°). -

D’altra parte la trattazione del n. 3 (ove si ponga p = n—1) stabilisce
Pesistenza di superficie rigate d’ordine 2n, prive di singolarita reali, e dotate

() Basterebbe, del resto, osservare che la sezione di una superficie generale d’or-
dine 2n con un pianc tangente reale possiede un punto doppio (nel punto di contatto)
e percid la sua parte reale, supposto »n >2, possiede in ogni caso un numero di c¢ireuiti
minore di 2n-—{n—1) + 1, pelche questo massimo pud solo raggiungersi con
curve prive di singolarita. Il numero delle falde pari di prima specie della superficie
non pud superare quello dei circuiti di una gualunque sua sezione piana, e quindi non
pud superare (2n — 1)(n — 1), come appunto afferma la (3).

Conviene in proposito osservare come il procedimento di piccola variazione che
nella Nota citata in (1) induce ad affermare Yesistenza di superficie algebriche generali

d’ordine 2n e dotate di (2n — 1)(n — 1) - 1 falde pari di prima specie, pud condurre
@1 tipo richiesto solo se m = 1, perché non pit di una fra le falde (pari) della super-
ficie dedotta per piccola variaziove dalla superficie cilindrica, pud risultare di prima
specie. Basti ad es. osservare che delle regioni determinate nello spazio dalla parle
reale della superficie cilindriea, una sola possiede circuiti dispari (e la base del faseio,
entro cui opera la piccola variazione, ¢ priva di punti reali).

() B presumibile che una proposizione analoga valga anche per % > 2, ma a c¢id
si dovrebbe pervenire con metodi che non siano un’estensione (almeno immediata)
di quello seguito per n = 2. Potrebbe forse giovare un approfondimento della topo-
logia delle falde immerse nello spazio proiettivo, o la discussione sotto 1’aspetto delle
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di n falde pari di prima specie. Da queste superficie immediatamente si dedo-
cono superficie generali con parte reale dello stesso tipo: & quindi

7(4-) Oy 220,

In partieolare (cloé per n == 2) risulta percido &, == 2.

E del resto agevole procurarsi altrimenti modelli di superficie generali
reali d’ordine 2n dotate di » falde pari, di prima specie, ma pin giova rilevare
come alla (4) possa sostituirsi

) 0 > (m—1)2

cioé una limitazione per » > 2 pin significativa.
. Sussiste invero la seguente proposizione: ,

Bsistono superficie algebriche generali reali i un qualungue ordine pari 2n
dotate di (n—1)% -1 falde pari di prima specie.

Indichiamo con F?* una superﬁue algebrica generale reale d’ordine 2n e
dotata di (n—1)2 -1 falde pari di prima. specie, una delle quali, che di-
remo 2, intersechi una quadrica a punti iperbolici P in 2n rette mutua-
mente sghembe (ed in nessun altro punto fuori di queste). Tali 22 rette ripar-
tiranno la parte reale di Fy, che notoriamente consta di una falda X, pari di
prima specie, in altrettante «striscie », cioé in 2n regioni ciascuna delle quali
¢ omeomorfa ad una «corona circolare » ed ha come «orli » due delle 2n rette:
simile comportamento abbianc le 2% rette colla falda X, di 2. Anzile 2n rette
siano «egualmente ordinabili» su Xy e X,: vale a dire disponibili in ordine
ciclico in modo che due rette (in tale ordine) consecutive siano orli di una
stessa striscia di 2, e di una stessa striscia di X, . :

Gid posto, basterd dimostrare, per ogni valore di n, esistenza di super-
ficie F*r. Ma siccome, fissata comunque F;, esistono senz’altro superficie F?
(come tale potendosi assumere una qualunque quadrica passante per due pre-
fissate generatrici reali di uno stesso regolo di F; e per due prefissate gene-
ratrici immaginario-coniugate dell’altro regolo di ¥j), basterd, procedendo per
induzione, dimostrare che esistono F* se esistono "F2(n—1), i

A tale scopo si introduca una superficie (algebrica, reale) @2» d’ordine 2n
passante per 2n generatrici reali del regolo di Fj§ che gia contiene le 2(n—1)

questioni di realita di un noto risultato di B. SmerE, con utilizzazione del contorno
apparente, di cui, per le superficie del -quart’ordine, gia altrimenti si era valso K. Roux.
Cir. B. Sucers, Sulla caraiterizzazione delle curve di diramazione dei piani multaph qevze-
rali, Mem. Accad. Italia (Classe Secienze) 1 (1930), Matematica: N. 4, pp. 35-31;
K. Roux, Die Mazimalzahl und Anordnung der Ovale bei der ebenen Kurve 6. ()rdnunq
und bei der Fliche 4. Ordnung, Math. Ann. 78, 177-229 (19]‘3)
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rette che con la loro parte reale forniscono I'intersezione di X colla falda X, ,
di una prefissata F*(*~1), assumendo pilt precisamente le 2n rette di cui sopra
in una stessa delle 2(n—1) striscie introdotte su X, dalle altrettante rette
comuni a 2,—;. Ancora si imponga (con’é lecito) che G2 passi per 2n gene-

ratriei,.a-coppie-immaginario-coniugate, -dell’altro-regolo- di- I

La superficie dedotta per piccola variazione di segno opportuno dalla super-
ficie spezzata nella prefissata F("~1 ¢ nella F? entro il fascio individuato dalla.
detta superficie spezzata e dalla G2=, ¢ una F2.

Invero la parte reale della superficie (algebrica generale reale d’ordine 2n)
cosi ottenuta consta delle (n— 2)? falde pari di prima specie provenienti (per
piccola variazione topologica) dalle altrettante falde di Fx=1 digtinte dalla
21 ed inoltre delle 2(n—1) falde provenienti dalle altrettante coppie di
striscie di 2., e X rispettivamente, aventi gli stessi orli. Ed anche quest’nl-
time falde sono pari (in quanto falde di una superficie generale d’ordine pari)
e di prima specie (in quanto contenenti i circuiti dispari che provengono-
ad ‘es. da rette di X,). Si hanno pertanto ' :

n—2¥2+20—1) =n—1) =1

falde pari di prima specie, come appunto occorre.

Fra queste ¢ in particolare da considerare la falda che proviene dalla.
coppia di striscie di 2., e X rispettivamente, essendo la striscia di X, quella
che contiene le 2n rette (reali) per le quali anche passa la G2*. Su tale falda
e su X, le 2n rette sono egualmente ordinabili, siccheé tale falda assume ufficio
di falda 2. ‘

Con cio é provata la proposizione e di consegunenza la limitazione (5).







