CARLO BIRINDELLI (%)

Nuova trattazione di problemi al contorno di uno strato,
per l'equazione di PoIssoxN in tre variabili. (+%)

Parte I.

Introduzione. In questo lavoro si applica il « metodo della trasformata
i LAPLACE ad intervallo di integrazione finito » (1) del Prcone al problema
al contorno di uno strato illimitato e relativamente alla equazione di Porssow
Asw(a, 4y, 2) == f(x, y, 2), quando lungo le due facce dello strato sono imposte

ou

due combinazioni lineari a coefficienti costanti nelle u, e 81 mette soprat-
tutto in evidenza come il detto metodo sia atto a stabilire il teorema di esi-
stenza e di unicitd sotto condizioni estremamente larghe per quel che ha
riferimento coi dati al contorno e ¢ioé in casi non risolti con gli ordinari
metodi.

Il lavoro complessivo & diviso in tre parti, sopratutto per ragioni di stampa.

1. - Nello spazio 8¢ ordinario sia.assegnato lo strato illimitato compreso
tra i due piani 2 =0, 2 = @, a > 0, strato che indicheremo col simbolo 7.
8i pensi assegnata in 7' una funzione f(z, y, 2) continua in 7 + FI' e hdélde-
riana in ogni dominio limitato di 7, e due funzioni y.(®, ¥), y.(®, y) definite,
rispettivamente, sulle due parti 2 =0, 2 = a di FT ed ivi continue.

Per armonizzare quanto precede coi procedimenti che dovremo seguire,
pud essere conveniente presentare il complesso delle ipotesi di cui sopra nel
seguente modo.

Sia P(x, y) un punto dello spazio euclideo S, a due dimensioni, di ori-

(*) Indirizzo: Via Parenzo, 8; Roma (Italia).

(**) Lavoro eseguito presso I'Istituto Nazionale per le Applicazioni del Calcolo.
Ricevuto il 7-VI-1950.
: (Y) Vedere, a proposito di questo metodo, I'applicazione fattane da D. Carico,
Sul problema di Dirichlet per Uiperstrato, Atti Accad. Naz. Lincel. Rend. Cl. Sei.
Tis. Mat. Nat. (8) 1, 534-539 (1946).
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gine 03 w(0) la circonferenza unitaria di centro 0; @ il punto, di w(0), che si
trova sulla semivetta OP; g la distanza di P da O; 2z una variabile reale del-
I'intervallo (0, a); 7' lo strato dello spazio (w, ¥,2) a 2 4+ 1 dimensioni, defi-
nito dalle condizioni: P in Sg) e # nell’intervallo (0, «).

Siano. moltle,wj -2 == Q- 0y-2) 0N A Lunzione-—contiraa—in - P s L e
'}"o( P) = (@, 0), Yo P) = ya(Q, 0) due assegnate funzioni continue sulh fron-
tiera FT di .T, w(P, 2) = w(Q, o, 2), soluzione dell’ equazione di PoIssoN
: % 2% D%

o e e e = (P 2)
M G T T = P2,
continua in 7' + FI' assieme alla derivata parziale prima rispetto a 2 e avente,
nell’interno di T continue le due rimanenti derivate prime e le seconde che.
compaiono nella (1), essendo inoltre prescritte alla % le condizioni (indicando
con oy, f’,,, %, f quattro assegnate costanti tali che of + f2 =1, o + f2 =1)

i

7

@ - (wnepE) =, (an 55 =wap),
u‘((g' Qs "')

uniformemente -al variave di ¢ su w(0) e di z in (0, a).

La funzione @(P)> 0 sard ricercata in maniera da assicurare la validita
del teorema di uniciti. _

Le quattro costanti oy, By, o, B, reali, sono qui supposte tutte diverse -da zero.
Volendo considerare il caso che interessa la Fisica matematica, dovremo sup-
porre o, < 0, af > 0, risultando -cosi oflo—oof F= 0, e ¢i si potra ridurre
sempre’ al caso in cui af,— «,f > 0.

In questo lavoro ricercheremo la soluzione u del problema sopra indicato,
‘e seguiremo il noto procedimento, dovuto al PICONE, della trasformata parziale
di TAPLACE ad intervallo di integrazione finito: sard cosi risolto tale problema-
in- condizioni-estremamente generali. -

2. - Al sohto, per il fatto di non sapere quale possa essere il comporta-
- ou - %u 2% 2%
mento delle 1oy e T oy lungo FT, conviene lavorare nello strato T,
o o? oy*’ o2
compreso tra i due piani 2 =g, ¢ =a—g¢, con a«—2¢> 0, per poi passare
al limite per. & — 0. :

Inizieremo col cercare le funzioni w = w(z, ¢) autosoluzioni dell’equazione

) S Ot hw =0 S

dz?
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con le condizioni ai limiti

/ L dw dw
(5) ((aow e By e ) t:: 0, (ocw - ﬁﬁ-z—):xa . = 0.

Col. procedimento svolto.in_un_precedentelavoro (), mantenendo.qui-iL
simbolismo ivi adottato, si trova, dopo aver fatto tendere ¢ a zero, che il
sistema ortonormalizzato delle w,(2) = w,(2, 0), con b =0,1,2, 3, ..., & espri--
nmibile mediante le espressioni che seguono

(6) 10i(2) = oul— BoV7r c08 (V1,2) + otp5en (V/1,2)] =

= gl sen (VA,(a—2)) + pv/A, cos (Vi (a—2)], h=0,1,23,..

.y

ove le costanti ,, g, g, $ono quelle indicate a pag. 161 del sopra richiamato-
nmio lavoro. Ricorderemo solamente che questi autovalori A, relativi alle autoso-
luzioni w,(2), sono positivi e vanno assumendo valori via via crescenti man ma-
no che illoro numero d’ordine % cresce e la successione V4, & monotona nel senso
della crescenza come 'altra hzr/a in modo tale che la differenza &, = 1/2, — hat/a-
¢ infinitesima, definitivamente monotona, e positiva, nel senso della decre-
scenza, e lordine suo di infinitesimo & quello di 1/(hn).
1

a
Le o, Q; sono, a loro volta, infinitesime come :/*7:, cioé come T3 tenendo-
'h 27

poi conto delle considerazioni relative a pag. 167 di loe. eit. in (%), risulta Hmi-
tata la classe dei numeri p,V/A,, 0,V/%,, cosicché la classe numerica di tutte-
le ,(2) risulta limitata quando 0 <z<a e quando h =0,1, 2, ....

3. — Cid premesso, si considerino le « trasformate » della soluzione u:

1 [ - h=0,1,2, ..,
(7.) '“f;if%(@) — ;A/wh(z) dz./ u(Q, g, 2) cos (It) - dt, 3 1-0,1,2,..,
0 o '
® 1 [ o h=012..,
(7,) u, (0) = p wi(2) dz | u(Q, g, ) sen (It) - dt, ; l=1,2,.
| g 0. { » El

In riferimento allo strato T,, con & tale che 0 < g << a2, porremo, corri--
spondentemente alle precedenti,

a—¢ . 2t

(70) (o) = %fw'h‘(z, &) dz / w(@Q, o, 2) cos (It) - dt, 3

& 0

h =0,
1 =0

NON BIRINDELLI,v Nuova tratidzione di problemi al contorno di wna striscia per-
equazione di LAPLACE im due wariabili. Ann. Mat. Pura Appl. (4) 25, 156-162 (1946)..
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; v T , b=, 1,2
(75 o) = == / wy(z, &) dz / w(Q, g, z) sen (It) - dt ! L s
£ 0 )
. o 1 {I N [ S S N 1 N
: (1] et T Lo, EY eosTydr, .
() o=, [ eras [0 g mywos Gy ar, | T
0
) 1 - h=0,1,2,
(") o0 = [ 0as [ 110, 0 sen @ ar, |10
s 0

Per la continuitd, di w(P, 2) in T, siha

(8) Hm ol () = u{(e), lim v,ffz(g) = u")(9) .

&0 £—=>0
Dalla (1), che deve valere entro 7, si ha, applicando le trasformazioni (7 N, (1"

/ L TG
( e indicando con A,u l'espressione P + M—),

8y®
a-¢ 1 i { 2 “
/ 7071(27 (‘/) dz ;; / A‘_ A Py cOS (lt) ~dt = thfl(Q) )
: JL )
/ 1w,(2, & daﬂf[ }sen () - dt = (D,(:g(g) .

=

) . 2% o%u 0% 1 0%
Rammentando che nel piano ¢ Ay = — + . = — + —
i ox*® oy? oy ' p* ot

I
iy

e}
[~
D
(-]
-

Ove ¥ = pcos f, ¥ = psent, si ha

a-& 27
) 1dfle) | 11 ( 2*u(Q), o, 2) _
(87) — 4 P P E;,/ wi(2, &) dzv o 08 (@) - dat +
& 0
a-—-& ‘az l ax . (c)
+ [ wnte 0 |25 1~ [ 4@, 0,2) cos(lt)‘dté dz = OUp) ,
: ; -
. 2s(8) 5) ?—-e 2:t 5
gy Lo lduie) 11 / (2, &) dz / Q’og’_ sen (If) - dt -+
i de? o do o*n .
& 0
G—& 2 ) .
2 1 " } R
+ [witer o [gz—§; [ (@, 0,2) sen @1 -dq]dz — oo -

& 0
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‘Osservazione.

2

azu(Q’ o '4)
( PR cos (It) - At =

ot
@

Aau’(Q: 2, Z)

81

Con due successive. integrazioni per-parti si ha:

27

cos (lt)} -+

]

—? / u(Q, g, 2) cos (It) -

< analogamente

Cosippure si ha

a-—-& 2

_/.u,,(,., €) l;zgi / u(Q), o, 2)

[(]
X 2
| 0
= [w,(2, &) %

2 [
i

1 dwh(a — g, &)

314

/ [wila— &, e)u(Q. 0, a—

2.7

_:15 / [, £)u:(Q, g, &) —w](e,

0,

per la (4).

6 — Rivisla di Matematica.

cos (It)
sen (It)

cos (It) dt )
sen () |

_ sen (It)

[0, 0

At =1. [w(Q, g, 2) sen (It)]"—

2

A = 12 / W@, 0, #) cos (i) - At

0

2T

Al = — T / uQ, o, 2) sen () - dt.

[

dt”dz -

Coa~E

la—e 1 /d’w,,(z,' £) /:"du(Q, 0, #) cos (i)
—_— dz
e 7 dz ) bk

Tau«e &#]  cos ()
=Esen ()]

cos (It
( )dt — Wy( e, s)

2

cos (lt) .
n (It)

1 dwy(e, ¢)
-+ ;Hl‘d—zi/ @, o, &)

.0

cos (It)

sen (lf) b+

I

cos (If).

&) —wy(a—e, )u(@), o, a—¢)] sen (It)

e blt/ ‘ (c)
e)u(@, o, &)] z: zlt; dt— A, ?);.,z(z)
b

sen (If)

dt —
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11 Timite di questa ultima espressione ¢, per & — 0, tenendo conto delle

(2), (6),

2.1

1 cos ()
- / o8V u(Q, 0. @) + gV Tu(Q, o, 0)] o (10 dt —
0
- cos (It) ufe) (o)
] [ Qnﬂo\/}»hu (@, 0,0)— Dh“o\/}»h“ Q, o, 0)] n (1) At — 4, L’(le(g)
,o
R o cos (it) cos () wYe)
= ;9"\/)”"_,/ 7€) oy 9’”/’1 I 7l Q) oy B Py =
[} 0
1, - cos (It) wiel(p)
= =/ + — Dy ST
nw#@m@kuy@mwmﬁthm@
; :
Si noti infine che &, per la continuitd di « in T,
a—- 27
. 17 " 22u(Q, g, 2) cos (It)
im - |- 2 8
:.1)13 7 (2, &) dz j a2 sen (It)
‘ a 2
1 cos (It) 1 ufed(o)
=2 2 = e .
=—1 jwa,,( )dz‘/ (@, 0, 2) sen (1) ds nnu,(f?(e)
[} 0

Per la supposta continuitd di f(P,2) se 0 <z <a, si ha inoltre

a

lim @ (g) = = f wy(2) dz f (@, e, #) cos (1) dt = P{)(g) ,

£>0

a

lim gbm(g) = / wy(2) dz]f @, 0, ) sen (i) dt = Yfﬁfg(g) .
&0 0

Cid premesso e tornando alle (8,), (8.), si hanno, dopo avere fatto ten-
dere & a zero, le due seguenti equazioni diiferenziali ordinarie del secondo
ordine nelle %{")(g), u")(0), funzioni mcogmte nella, variabile indipendente 0y
con 0 < g << co;

29, () 1 dule 12
) S O (E ) e =
0 e do

:;/&"‘ [ lonye(@; 0) + 0;74(Q: @)1 cos (i) At + i) (o)
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b dz"’lg?}(g) s 1 dul(:l)(g) (’2 1 \ a7 {8} ——
(8,) d® o do  \g® lh) tile) =
Y 1@ 0) - oyl @, )] sen (1) dt -+ P (o)
= 0ryo(Qs 0) + 0,7.(Q, 0)] se ai\@) -
-0 .

Jol cambiamento della variabile indipendente e della funzione incognita
o=V, »0) = &,ﬁcl’(g), nella (87); e col cambiamento o = g7,

v(0) = u’l(g), nella (8;); le (8), (8)) si possono scrivere nelle due forme
seguenti:

, @) dv9(o)
o -+ g

w (]2 L s2)yfe) —
(8) e o (I + a*, o)

LN

a

_e (@ -7 ) a0~V (A0, =% s Vi) s | eos @y -
=52 1= Vaom 0 ) = e =) < (e T ) as [ cos iy
- 0

i

2,(5) p(s)
(SZ/) (72 (I_LZLJ_(U) Lo dlhfl(({)“ (12 _% 0'3) (9)( ) —

do? ) do

2

g1

= / g - \/th
Ay 5T,

0

1Yo <Q7 \/7;) + o (Q’ \/7»;)

Per queste due equazioni del tipo di BESSEL, essendo ! intero, una coppia di
integrali indipendenti, per la equazione omogenea associata, & data dalle due
funzioni di BEssEL (di prima e di seconda specie, rispettivamente)

h

/ ]‘(Q, T a) wy(s) ds %spn () das.

( a)‘ +on '
o 5 ,.”I
mefj“”@

) =% i uTH)

. . . s —1 .
Si verifica subito che il loro wronskiano & = infatti I’espressione del

wronskiano &

o0

KM~EM/7%ﬁ4:

z() - 1 1
)f 0 W oy~ 9 | g ==

[¢2

I(0) I} (0) — Ki(o)I}(0) = I)(o)

Si ha dunque che

I(0)K(0) — Ky(o)}(a)
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e, di conseguenza, gli integrali generali delle (8)), (8!), sono ddtl nspethVﬂ-
mente, dalle seguenti espressioni: : :

(9.) (C)(G) A(c)[( ) + B K (o) +
RN ST m «/z (Q )+ (Q
T }m?ﬁj H 1 1 J h Qn)’o y '\/— Qh)/a y '\/71»
+ / i (Q ;7‘%, s) w,(s) ds | cos (it) dt] e |

) »Ple) = A¥I(0) + BYK (o) +

-+ Aiﬂ:_’; (o) K &) =K o) l ’T"‘ \//’{h [Oh}/o (Q: '\/”) I‘Qn’)"o( Q, \/lhﬂ -+
. /“f (Q, \7%, ) wi(s) ds € sen (It) dt] dé,

ove ¢ inteso che le A, B, AL), Bf) rappresentano, per ora, costdnti reali

arbitrarie.

A 4, - Da quanto precede si conclude che alle trasformate (7.), (75) della
soluzione della (1} si possono dare le seguenti espressioni: ’ :

9)  wlo) = AT (oV'7) + BEK (ov ) +

| & UV~ eV T ] [ [}~ tomia, €+

0

e

e

-+ 0,74 (6, £)] /f(Q, &, shwy(s) ds f cos (It) dt} de ;

0
(9:) u(s)(g) — 41\3)1 Q\/):h B,E 2]{ (0\/274) +

o 2T

+2 [ & MeVREE/ R KoV EVE | | ; i Leel @) -

o

a

+0,7a(@y )1 + /fQ 5,5‘1«,, S)dss.sen (li)dt]d&

0
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. Osservazione. Rammentiamo che [(z) ¢ trascendente intera infinite-
sima d’ordine 1 per @ =0 e, per ¥ positivo, ¢ sempre positiva e crescente,
con derivate tutte positive, e, con essa, crescenti all’infinito, d’ordine comunque
elevato, per @ — co. ~ Ky(®), & sua volta, ¢ infinitamente grande per @ 0, e

—precisamente-d’ordine-f-per--z15-¢ Jlogaritmicamente-per-l-==.0..K(z),-ch’é
sempre positiva, riesce, per w,-» oo, mﬁmtemma d’ordme oomunqua elevato,
K {x) ha inoltre derivata negativa pel ' ' :

. N
-1
%11+ 0 (-)] .
\x P

Aggiungiamo le relazioni asintotiche
ST )
i &X
5. — Se u verifica la (1) col secondo membro eguale - a AGIO e se: le condi-
zioni al contorno (2) hanno esse pure i secondi membn eguali a zero, le
espressioni (97), (9;) delle trasform&te si ridueono alle seguenti:

B ()~ 6-/7(2a

(i) ~ ¢5(2m) ™

>zz,$t'3(e>~—;ki;£fz11<g«/ah + BEE (oVh)
uei(e) = 4, TulevV'h) + BOK oV,

Queste si mantengono finite per g —>0 solo se B = B{®) =: 0.
In riferimento alla condizione (3), se si prende ¢(@, 0) = g2V °o7Y essendo

\

I ’ 1 . :
I(oV2)~ e"““ (27eV2,) " {1 4 0( -V‘;)}, se imponiamo la condizione 3y
. L . Y h N .

allora, ricordandole (7,), (7.), deve esseve lim u“,(o)oe“"" = lim u(’)( )oe~ ~eVia—

o= o>

umformemente per Q- in w(0), deve ciod essere per ogni h>0:
A(‘" lim {I, g\/l,,)e“"”"g} = AL Him { I(eV/7a) e=elieg) — ’
[acdal O 0
X VL . i VT e
= AC) tim { ot VT g(2mov/ 1)~ % ) = AL Tim {2 Va0 2mov/Ra)” B} =0,

o> o>

umformementc al “variare dx @ in w(0); questa condizione & evidentemente
soddisfatta per h >0 solo se A(“’ = A" = 0. Cid permette ‘di concludere
wi?(g) = u\*)(g) = 0 per ogni k' o ogni L. Ta soluzione di (1) & dunque unica

se nella (3) la ¢ Q, ) = e]""‘o"1 Vale dunque il seguente

Teorema di u mel’oa Se per la funzione w ¢é

(10) R lim 4®e? 4

o> 00 eV ot

unz;fmmemmzte pm Q in w(0) e 2z tale che 0 <2< a_,hc'ollo'rq la soluzione del pro-
blema proposto, se. eszsta, e cermmente unica. ' - ’ o
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6. — Cio premesso, determiniamo le A2, BE), A BE in maniera tale
da soddisfare la condizione (10) d’unicitd della soluzione u# del nostro pro-
blema al contorno. :

Poniamo anzitutto

27

J0 1@ 0) = ;lr [ E(&VI)E. [ f ; — Tl @, &) -

1]

+ 0l7al@, E)] -+ [ 1@, & syunts) as | cos (1) - dt] a
L f T 0
JI&?,Q(@? o) = = I(EVA,)E. [] % _\/Th[Qh%(Q; &) +

7T
s 0

a

+ 0.74(Q, &)1 + / (@, &, s)wy(s) ds é cos (i) - dtJ dé |

0

e ) (2, 0), I (8, o) siano, rispettivamente, le espressioni ricavate da queste

con la sola sostituzione di sen (if) al posto di cos (i¢). Le (97), (9)) diventano

107w (e) = I(eVAIAL} + T (@, 0)] + K(oVABE) — 7 (3, )],

(10D wh(e) = LleVZNAL) + TG, 0)] + EdoVIBL, —J¢) (5, 0)] .

T R,2

Fatto cid poniamo la condizione che yo(Q, o), y4(Q, o), 1(Q, g, 2) sinno asse-

gnati in modo tale che esistano tre costanti positive ¥, M, B (con B<<7y)
tali da essere '

(1) [70(@ o) | < MeT=P2, | (@, o) | < MeVo=Me, | (@, g, 2) | < NoVia-Pe

Mostriamo che sotto queste condizioni (11) ¢ possibile determinare le costanti
A, B, A%, B in modo tale che le (10;), (10]) si mantengano finite per
¢ —> 0 e che la soluzione (@, g, 2) verifichi la condizione:

lim %22 _

(11,) =0 per 0<y<p<Vy,

o oVEa-pe
uniformemente al variare di @ in w(0) e di 2 in (0, @), e quindi le condizione (10)
di unicitd indietro stabilita.

Si cominei con osservare che al n. 2 si ¢ giav detto essere le quantitd o,\/7;,
0V 2, wa(s) totalmente limitate per il complesso di tutti i valori h — 0,1,2, ..
ed s con 0 <s < a. Ne segue che si pud assegnare una costanté positiva L tale
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da risultare

a7 a

s (It .
M«/ahm,,y (@ &) — gyalQ: &)1 + /ﬂo, £ o) as | < <

0 0

s 84

?3:*—*

|
"( ] 1 h) i
i

2L {20 = Na} e(%-p] = 2L {2M + Na} e o=hs,

b= I ]

Tenendo conto di questa e ricordando il contenuto della Osservazione del

n. 4 si ha, poiche K, (EvV7,)~ e~ Vin/m - (263/75)7 % |1 —«O(&\/ ), che per
I

h = O, 1, 2; ey l . o 1 J(c) - (s) (= " lt} " ] .

=012 gli integrali J,% (g, @), J; 11(0, 0) risultano entrambi conver-

genti qu'mdo g — oo,
Cosippure, per essere I,(gV/,) infinitesima d’ordine I per ¢ — 0 [per I = 0

& invece Him I,(pV/4,) _.1], gli integrali J,f‘,’“(g, 0), J1%) (g, o) risultano con-
o> -

h=0,1,2 ..,
1=01,2,.

tamente grande per g -0 e p1emsamente d’ordine I—1, se 1> 1, (e invece
logaritmicamente la K, (ov/4,) per 1 =0), e I,(¢V/4,) infinitesima d’ordine I
[per I = 0 & invece, come si & detto, lim I,(ov/%,) = 1], si ha, procedendo col

00

vergenti per p — 0, quando Per essere poi oK,(oV'4,) infini-

teorema di I’HOSPITAL, se | > 1,

u

miev/Rpen-nsag
lim | Z,(ev/A) / K&V T)E00T-p¢ dE = lim & —

o—>0 = o—>0 _._}
2 Iz(Q\/Zz)
) Vel Ble 1 — o I(en/5Y
— 1im K@V A )ee! —=— —— Hm II VANE 0V - e -Me 2LV
R —I(e\/%, ) Vi \/7‘7: ool LoV ) Ki(ovi)e Ti(ov/7,)
[Ty

¢ questo limite & zero.
Risulta dunque, per [>>1 (e per h=0,1, 2,..),

11’ lim { I,(oVZ)J{%) (0, 0) } = lim { T(eVZ)I) (0, 0) } = 0.

o—>0 o—>0

Per 1 =0 si pud invece dire che hanno significato Ji9 (g, 0), J, (g, 0)

come valori finiti di lim J{9 (g, o), lim Jf% (g, 0). Sempre tenendo presente
>0 =30
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la Osservazione del n. 4, si ha poi (se 0> 3), per o — co,

e VD2 (/1) [ T @y 0) | < e Voo (V2002 {20 ~ Na}-

¢

| LEVA)E PR g < 2L (200 - Na} K(ov/A) L (0v/ AN ot -

[2]

. 0—(1//’»—0—7)9+("Z;fﬂ)9 ~2L{2M + Na }-‘U~91”ZZ\/J§(27[9\/Z‘;)~ % .

. 69"7'—7:(2759\/32)"1/’920(7*5)” =2L{2M + Na} ?‘:_ elr=Pe .
= 2'\/Ah
L ou L Na} eli~Pe 0,
Vi, o
e l'ultima espressione & infinitesima quando ¢ — co (per essere y < B).
Si ha di conseguenza che valgono le due seguenti relazioni (la -seconda si
giustifica con lo stesso calcolo con cui si & sopra giustificata la prima):
( <lim {KZ(Q\/Z,)J;’CZQ(@, Q)e_(l';.o—;'):zi} =0,

o> 00 '

(117) ‘ B e
v ( Jim { K (V)T (5, @)™ MhomPey =0
2->00 S
~ Cid premesso, se si vuole che per g — 0 le u(0), u")(e) si mantengano
finite, n‘el senso che esista finito il limite, siccome si & visto che gli integrali
J9.(0, o), I (@, @), sono convergenti per @ =0 e che valgono le (11') ¢ che
tutto il primo addendo del 20 membro della (10;), (10]) convergono a zero per
00 e che K,(9v/%,) & infinitamente grande per 0 — 0, necessita scegliere
Bl e BJ) in maniera tale che
BY—I8@0,  BY I o

hsl,2

risultino infinitesime per ¢ —0. Poiché per 00 gli integrali g3 (8, 0}

J I »(@, 0) sono, come si & detto, convergenti, necessita dunque porre:

i c ) - ) s) (=

(1) Bl =Jd0.@0), B =J9(5,0).

 Fatto cid, risulta, ad esempio, applicando il teorema di L/HOSPITAL,

7328, 0) — J() (3. 0)
T

KI(Q\/E)

Um {10V AT (8, 0) — I (3, 0)] } = lim
o> o0

. — Ki(e+/7, e 1 S .
= lim | i K“ZQV\/%) EeVII(eVie [ | =vElom(@ o +
o->0 | s Sl h T g - .

o

a

+ gl 01 + [ 1@, 0, 900s) s | cos i) -t
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limite certamente finito, e altrettanto avviene per

lim { K, (oVA)[JI) (8, 0) — I (8, 01}

C R
o—>0

come si vede per la stessa via; tutto.cido per ! = 0,1, 2, .... Se si vuole infine

che le u{")(g)e” (VZa-7de uN)e~-1e  convergano a zero per g — oo, sic-
come i é visto che oh integrali J ) 11(0; 0) h,l,1(97 o) sono convergenti per
p — co e che valgono le (11"), cioé che i prodotti di e~ V%72 per ciascuno
dei secondi addendi dei secondi membri delle (10)), (10]) convergano a zero

per g —>oco [tenendo presente che I(ov7Z;)e” =7 ¢ infinitamente grande
per p > oo: infatti si ha

Ao ey Tt VTV e
(12 bis) I (pVi)e - (Via=pe ~ eV (2500 Ay) Yo~ Vo Re o gW—Vaot Do (2750 /7,) - %

ove questa ultima espressione diverge quando ¢ — co e ¢id per. .ogni
h = 0,1, 2,...] necessita porre :

(_ ©0) ,

(_12/) A(c) e J e (h oo) , 4(3) s e J U8

Ryl Ryt,1 k1,1

se s1 vuole che esista il limite (nullo) delle espressioni

(435 + T2 ooV Tia-ne, (A8 + T8 (@, M eVA)e Ve,

per g — oo, nelle quali il prodotto del secondo e del terzo fattore ¢ infinita-
mente grande per p — oco. Deve appunto necessariamente rendersi infinite-
simo il primo fattore, e affinché cid sia devonsi scegliere le costanti A,f“{, A(”
nel modo indicato nelle (12').

Resta naturalmente da vedere ancora se le due ultime esplessmm, prodotti
di tre fattori, siano allora effettivamente infinitesime per g — oco.

Procedendo infatti col teorema di L’HoSPITAL si ha [ad es. per la prima
di quelle due espressioni, tenendo presente la (12 bis)]:

lnn [J¢) ( (0, 0) — J ) (o, oo)]I Q\/Zn)ew(] Ta-1lo

hsl,l I
- K,(s\/;,h)s e VAlem @) T eru @)+ | Qs ds {os (i) dz) ag
" ? 0
L ) P Su—— : ““"O =1 v ‘0 R =
0= 0O @moy/Iy) % - o~ Vin=Visria
_,.1/,,\/7( oV~ / ; Vi L0x70(@50) -+ 077a(Q,0) 1+ / 79, 0,8)w,(s) ds 2 cos(It) dé
1 : ‘ v
= - lim 0

Ty J— — _ N /: o
£ /T s 2o/ B Qon/ A= ATy - /By - )| e i
\ ‘ - .
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€ siccome il module di questa frazione si pud maggiorare nel modo seguente,
per (11,),
2La(2M + Na)

(L —200/7, — /3 + 7] ]

e (]/};;;—"/;i»[;-;-ﬁ)i) +( /,I—V}:-‘“ e

€ questa espressione tende a zero quando g — co, per essere v << f, allora &
pure infinitesima espressione di cui sopra. Sostituendo i valori trovati di (12)
e (12') per le costanti A8, B9, A2, BE), nelle (107), (107), si hanno per le
trasformate «{(), (o), della soluzione u, le seguenti espressioni defi-
nitive : '

o 27

130 W) ~— &evi L [ 1ievie. [ [ bV a0, &) -

+ 0@, 1+ [ 1@, & shou(s) as { cos (1) (14 & —

0

—IoV'2) - / K&V 2,)€ - [ /

|
(

1 —
;z, — \/)'-h [tho((l)-s &) + Q;,Vn(Qr ‘Eﬂ -+

o o

«

- , H(Q. & she,(s)ds ; cos (It) - dt}df T

]

s 5 A 1 ; e i /n” &
{13,) u,(,fi(g) = »~~_[f,(g\/ﬁl,); / L(&V7,)E . [ / ‘g‘_\/)vh[gh'yﬂ((‘)a &+
2 ;
4 oalQ, £ -+ / A0, & yey(s)ds | sen (1) - 1| ag —
B '
. e 1 ':ﬁ_ = :,1 5 . ’ - -
—L(eVE) - | Kieve } / D VB0, - a0, O] -
s o
< [ 10 & wnets) as { sen 10 - at j d
/ ! ;

-ove, per le cose dette, i vari integrali sono tutti convergenti e le trasformate
’w,gfz(g), u,ffi(g), della soluzione #, soddisfano le relazioni

(14) lim { uf?g)e™Th-ney — lim { uf:,’(,g)e“”"“;‘)f’ } =0

D> H— 0
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per 0 < y</’)’<\/2-0, e quindi, di conseguenza, le relazioni

(15) Hm { u)(g)e-Vheg b ==1lim { {ull(@)e-Vhep } =0

o~ OO pir OO

-G()rrispo;}denti alle (10).

7. — Dopo quanto siamo venuti dicendo nei precedenti nn. possiamo con-
-cludere che se Z(H, o, 2), ove H ¢ il punto di S, di modulo 1 e argomento
t = w, ¢ il punto generico dello strato T, alla eventuale soluzione (unica se
esiste) u(H, p, 2) di (1), che verifica le equazioni al contorno (2) e la (3), com-
pete lo sviluppo, per ora almeno formale,

0,%
(A)  w(H, g,2) L 3 w,(2) 3 :1 () z (u"’) cos (lw) + u")(g) sen (Iw))
¢ di questo sviluppo in serie, se del caso opportunamente trasformato, ricer-
cheremo qui la convergenza puntuale in 7, e nella parte II e parte TIT di
questo lavoro stabiliremo DVesistenza delle derivate parziali della som-
ma w(H, g,2), allo scopo di mostrare che tale w(H, g, 2) & eftettiva solu-
zione (umica, per quanto si ¢ visto) del nostro problema-al contorno.
Osservazione I. 8i ricordi che () per I >-—1/2 ¢

(m\ l
— T

I(0) = — i / e"%50 gen® 6 A0 .

Considerato lintegrale / e"®5%sen* § dh, ponendo cosf = 5, si ha
0

1
# = arccos 6, df = —dd, e
'\/] -— 2
2 :
[ e%c059 gen § 46 = / e (1— 82" ds.
0 -1

Ne risulta, se z e 2’ sono due valori arbitravi positivi con 0<<ax<<a#', essendo

T 1 1 .’f
[eoososen® 9 < [ e2(1 —62)1ds, [ o1 — 02148 < [ 6730 son ),

< -1 -1 0

(®) G. N. Watsox, Theory of BESSEL functions, Vol. II, Cambridge 1922, (cfr. pag. 204,
n. 7.25).
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che ¢

ot 1
/ €% €056 sen2! g « 19 / e (1 — 0%)1-1q9
(0) 0<® s o 2 ,
/ €¥'e05 0 gen?! § - 4 [ e (1 —s2)1as
J ",

- Per valutare il comportamento del rapporto ultimo di questa diseguaglianza,
s : T oo . 1

per I = oo, conviene intanto sviluppare gli integrali del tipo/ (1 — 8% dé.

-1
Per cose note si ha -
ek O - e ) ac k!
} . '8 pl et

Ponendo allora § == —t segue

1 w L)
/ 81’«5521‘ do = / e ;7;’tt2r at — / emx’ttar dt =
0 -1 o
o 20(2r — 1}(—1)*—2 (27r) !] (2r)!
=€ R T T e YT a;fg?.;'lj - 7/7'2‘,1‘,_1 *
0 1
C . T ! (1 2 2r(2r — 1) (2r})
=0 Sap J— , B Ego — n e ; L TN T o\
/ ok (1(3 == / 4 t2r df = .;" T e o + e 23 Toees T pleri) 7
-1 0 ’ :

Ne risulta che ¢
-

[ 000 ds = e

0

P21y 0 (— )R oy
w2 pr 0 {0

0
. 0.2r gk é

&0 Sar e \ o -
/ PO dS = ¢ el ? e z;.-k!

-1

Se eon 5’ indichiamo il minimo intero per cui 27 supera @’ allora quando
AR P A ‘
21" la successioné di numeri positivi G risulta monotona nel senso

: 27 L 5)!

della decrescenza e infinitesima guando s —> co. Ne segue che per ogni » mag-
R | 02 (—a)k
giore ‘od eguale ‘al nuinero 7" 1’éspressione 'Z T e®' b s mantiene
(3 C.
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ml 2r4-1

sempre positiva ed ammette come espressione maggiorante @i e per
’ S - H

espressione minorante

pl2r+l i z
1 —
) (27‘—{—1)!\_ 2r 4+ 2
Similmente, essendo @' positivo, risulta che, sempre per ogni + maggiore

0,21 /&

ex z/: 76_' \

1
o ressi ggiorante ’altra 2(r +1)p'2r+1 —
ammette come espressione maggior ? altra 2(r+1)» (2r 4+ 1)(20) [ 2(r - 1)—a"]

plor+l

od eguale al numero 7', 'altra espressione sempre positiva

e, ad es., come espressione minorante la seguente altra [2(r 1) +2'] B
BN

Al crescere di r la parte principale di queste espressioni maggioranti e mino-

. . e . @
ranti (che sono mﬁmtesnne) é B
Si noti che d’altra parte &
1 1 1™
’ ’ %0 2\ g 20 (1 1)roer S (Zy 1 [ o 82r g
(0" ]c (1—82dd = / oy (‘T/)‘(“. ) dé = E, 7) (—1) / e dd =
-0 0 ) . i ’ 0
p 0.1 ’ 1 (2r)1 (oBr (— m'y® oy
= 2,0 () (S =
el 0! (2r)! e G L

e anajogamente

0

(PI/) {c:c’é(l — 63)l dé =

-1

e~ 0l (1Y (2r)! C0Er gtk
CDE
B2 Lo g0l (] ) ] i (3

[ 02 (. Y
Per # —» oo, (r >+'), la parte principale dell’infinitesimo 321‘(77) - — %

e+l

si & detto essere ——
o : (@r + 1)!

e per » > anche il primo di questi due infinite-
P q .

! W+l

gimi si mantiene sempre positivo. Sostituendo il secondo infinitesimo or )
o . - .t .

: . ] N . . -
all’altro i zk ~—— — ¢~%' { nella espressione che in (0') moltiplica e*'l!/z'21+1 si
. 0, (— 1Yyr(2r)! " ' 2rl 0,1 1 g'er gleti—r) ‘
ottiene 1’altra (—Lren)! e SN S (—1)r
ret(l—r)! (2r + IN v 2r 41 rt (I—)!
quest’ultima pud interpretarsi come il termine di posto I + 1, con a fattore
comune (2'?)% nella serie di potenze, di 2’2, prodotto formale secondo CAUCHY
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»
"t an 0,2 .02n

iy t x . . .
delle due serie > (=1 )"l =dt, 3 - le cul somme sono, rispetti ‘amente,.
n ] n! n nl

0

; =n (2n Iy

\ . N . . a3 . N
del prodotto formale delle due serie di potenze in #'2 ¢ 2! i gicehd &
1 1 (20 )1
e A D) 1
(_.._Z_ < (— 1)r (2n): p2lt-n I I e
W/ 2 L —r)! (2r + D! R L 1)1 (21 4+ pi

e 1) 21,204 (!

I e e @ AT

5 e™ per | — oo come facilmente si vede a mezzo della nota for-
V

.. . rERn ! . . -
mula di WALLIS /7 = lim —-—«-—{)w” . Si ha cosiche di tale comportamento
L 00 (&b T L
'1
¢, per 1 -» oo, I"infinitesimo , N1 — §2)1ds. Svolgendo il medesimo ragiona-

0
]

mento per Paltro infinitesimo | ¢**(1 — §2)¢d4, se ne conclude che si puod asse-
H

-1
gnare tale costante positiva M opportunamente grande affinché i due rapporti

della (0) siano maggiorabili mediante espressioni del tipo seguente

L 20— Dy
6 ——

MMMM n-1

- M

@+

vale a dire che per I >1 il primo dei rapporti della (0) sia, quando 0 << z < 'y
maggiorabile mediante espressione del tipo Mex—=',

Osservazione II. Se g(t) & funzione continua in qualsiasi intervallo e
periodica con periodo 27

Qualora esista la derivata ¢'(x) a variazione limitata in (0, 2z7), allora,
detta V la variazione totale della g'(®) in (0, 27), si ha, integrando per parti
e tenendo conto che g(0) = g(27), pei coefficienti di FOURIER della g(z),

54 2 2T
1 -1 1
@y =~ / g(®) cos ne - de = — / g'(®) sen nx - da, b, = - [ g(x) sen nx- do =
T nw ) 7T
0 [} o
27

1

= — / g'(z) cos na - dw, sicché chiamando con J l’estremo superiore del mo-
nw

0

\ 0-1”2._N,,_S,i,_ha._di,.q,uimahe.iLt;m:mineﬂi»p@stmlﬂ—#l;»- S



di uno strato, per Vequazione di Poisson in tre variabili a95-

dulo di g'(x) in (0, 2x) risaulta allora

S 4 (7D

nl n?

=

(16) f quando n > 1 .
I

=

Condigioni. D... . In relazione-a-gquanto-si-é-or-ora-dettossi-pensi-di imporre

alle funzioni (@, &), y.(Q, &), (Q, & s) la nuova condizione d’essere, lungo le
circonferenze di raggio £ concentriche a quelle »(0), derivabili rispetto I'argo-
mento ¢, 0 <?<2x, con derivata prima assolutamente continua e derivata
seconda continua a variazione limitata [per la (@, &, ) cid avvenga per ogni
valore della costante s tale che 0 < s < a] in modo tale che le variazioni totali
delle rispettive derivate prime e gli estremi superiori dei moduli di queste
- derivate prime verifichino le stesse condizioni (11) ‘cul gidy devono soddisfare,
per ipotesi, le (@, &), y.(Q, &), £Q, &, §). Per il seguito indicheremo con la.
dicitura Condizioni D quelle ora imposte alle Yo, Yay f. Da esse si ha che, per
il noto comportamento delle 0V s 0,V 2, scegliendo una costante ¢ > 0
opportunamente grande, &

27
I

I - L C yiipe
- | / %—«\/Zh[ghyo(Q, §) + 0ya(@, )]} cos (Ut —w)) - dt | < 5 oMBoPE

0

per I >1. Per quel che si riferisce alla f(@, & 8) si ha, poiché la classe dei
numeri | w,(s) | & limitata al variare comunque di & ed s, se la C si sceglie op-- -
bortunamente grande,

: /23 ff((), 5,8)-10,,(3)(18€ cos (Ut — ) - dt | =

A=

1 ¢ - L0
=2 | o] [[160. &9 cos @t —an - aeas | < 0o |
0 0 b

per I > 1. Se ne conclude, considerando I’espressione complessiva, che se con ¢

indichiamo wuna costante positiva opportunamente grande si ha, sotto le-
Condizioni D,

9

0

gmm[ghyo«g, £) + 0pa(Q, &) -

¢
+ [ 1@, & shw,(s)ds § eos (It — w)) - dt <3 eVh=ps
J P
8

per 1 >1.
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Dimostrazione della convergenza puntuale della serie (A).

8. — Cominciamo collo serivere per disteso 'espressione (A) di w(H, g, 2): o

0,00 (1. — 1 d — H - ) '

® o) a3, w3 E(VE) L [ SV | [{-VElenla. -+
1] 0

a
1,9

+ eip@ 91+ [ 10, & o) as | afag + 3 KoV L [ eneviy-

1
0

27

. [ | 1= VElom@ & ~ oivui@, 1+ f 79, & 5) wa(s) s | cos (it — cu))'dtJ dé% -

o an

=5, @) | 5 WevA) 2 [ EeVE) | [ |—VElenl@, & + oinie, o1 +
¢ 'y
+ / 1@, &, s)wa(s) ds % dt} s + gll(g\/i;);[ [EKAE\/)T,,)-
. [ | b=V lowe(@, &) + ojya(@, 6] + / Q& s)wn(s) s | cos (l(t—w)dt] a !

Fin d’ora va qui inteso che, a seconda delle opportunita, di questo sviluppo
in serie, come pure delle derivate formali, ricercheremo la convergenza som-
mando le serie doppie per linee, nel senso chiaramente indicato dalla forma
scritta dello sviluppo, o in generale nel senso delle serie multiple.

9, — Tenendo presente l’esp;'essione di I,(c)indicata nella Osservazione I
4
del n. 7 e che K,(o) = I;(0) f —I%), nonché il risultato finale della stessa
miy .

Osservazione e la (11%), si ha, indicando con €” una costante positiva oppor-
tunamente grande, che nel secondo termine del secondo membro di (B) &, A
quando 1 >1, B

i

[ ooV EvE) { [ b= VElomn(@, &) + oiya(@, 61 +

4 0

1
7
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u

‘ 1 A\
. . ; o g - i (‘2' Q'\/ }"h)
L l (@, & 8) - w,(8) ds cos (Ut — w)) - di) dE ‘< 7 , Who=rie A7 .

‘ o | ] J: X
6 ! v r l e _‘2) F(§)

- \

[ 89.‘.’}{"( cos HS(‘H"ZO (10 \ I A _ [ / G‘E]'i/'._,,‘ €08 ¥ gan2i g de} .

. | x1 I\
- R 1 1 121 i T e |
ol 3) 7ls)| v o [

/ Xl d& = = } g(‘iﬂ—ﬁ)ifgzé—zzlll .

J vl o .
S (5 ;c> [ ¢ %en2 g df)} e
_ 2 L i
-:Y T
“ o / el cos 656021 § - A6 /65"71: cos6gen?l § - 46
B 5
} e = du | de
Vi, , ¢! “°S Ogen21 g - [ €08 Ogen2 § - A6
i 6 0
& 1 Q 1 .
¢ notando che g\/)»,, L8N, < W, sicché - < - < == , e quindi
" ’\/}Iz I '\/A»'h
LEl ]

P \/7 se ne conclude che 'ultima espressione risulta, con ¢" >0
» it »

opportunamente grande,

= o

c” o1 e 5 F T o c” 1 e |
< lo Vl / oVio- ﬁ)ﬁ{ /691"""'"‘“1"11_""(1# dé—= = \/_}f ol'%,, L,(l/h+ho pE e‘z-“d,a. dg-=
h L A h W oo N
Vi, e Vi,

1 Gu/ i /‘ o P . ’ 1 mo /00

— oV — ViS4 (Vi +Vie— B . oVi (Vi—p-1Vipe

== e | e 13 13 df = - —=e%"" | ¢ ‘s dg
2 Z'“'\/)-h o 2 62'\/]%

Iy

e questo ultimo membro, per essere VA,— (vV2,—f) >0 quando k>0, &
uguale a

E__g" (1/,+];u B-Vi)e _ 1 _ ::_C':' G(Uo—ﬁ)e
2PV, Vi — V=B 2 P — Wi Bl

‘Se ne conclude che tutta 'espressione integrale originaria & maggiorabile me-
diante la seguente espressione Ce''%=P2/{[v/7, — (/1 — WL}, quando
h>0,1>1, se C>0 & costante positiva opportunamente grande. Resta da

7 — Riwista di Matematica.
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far Panalisi per il caso vestante di ! == 0. Per le sohte relazioni, valide per
2 — 0o, si ha I(x)~ e*2nz) %, K,(5)~ e-*/7(22)"

Tenendo presente che al crescere di & & 4/1, monotona divergente positi-
vamente, se ne deduce che in corrispondenza di un qualsiasi prescelto ¢ > 0O
- 81 pud assegnare una quantitdh K >1, dipendente da o, scelta opportuna-

nente-grande-in~modo~tale che per ogm Eeon &> sial (0\//1 VKV <
< K@ty 2mov/ ) ~%o~Vih/m (26v4,)"%. Quando per ¢ si assumono valori.
via via sempre pitt grandi la K@ ¢ suscettlblle se si vuole, di valori sempre-
pitt prossimi al valore 1.
Se poi assieme al prescelto g positivo arbitrario si pensa di assegnare pure
un arbitrario positivo e, si potrd sempre, in corrispondenza, trovare una quan-
titd positiva abbastanza grande Q@ tale che per ogni & con &> g, risulti

]/E < Q(o S)eaE

Al crescere di g Ja quantitdh Q@ & suscettibile, se si vuole, di valori via.
via decrescenti, mentre o diverge positivamente.

Per le solite proprietd di w,(s) si pud assegnare una cosbtante positiva tale:
che, per tutti gli s di (0, @) e per tutti gli A, risulti 2 | wn(s) | << O".

Si noti infine che per la (11,) risulta essere

u'(

/} VEem(@, & + ol @, O +

T

0

+ff(Q, £, 8)w,(s) dsé dt! <AL{2M + Na} ¢Vi-ps _

Dopo quanto precede, scegliendo & in modo che 0< g< f— 1y essendo
<y <<V,

2

;IZI j LoV AVEEVE) | [ §=vhlord@, & + onie. 1+

+ [ 1@, &, s)un(s) ds dt} df}<K<°> o f £6 n(2g\/ 1)~ -

o /R(28/ ) B2 L {20 + Na}em,, mrge —

E@C"L{2M + Na} eevﬁ/‘@ e0T-pE-Vink g
; /=

Y
_ B@0ed0"L{ Na + 2M} o' f eTo-pre- T qe
s '\/}»h i
e

1
VRV, — ¢+ B— /1)~

::.IE(Q)_Q(Q,E)d/// (oM +Na} Le(l/l—o—/fH)e
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. Rammentando che per & — co & vV sempre positiva e monotona nel senso
della’ créscenza ¢ divergente come hr/a, si conclude, mediante il raffronto con

. . . 1
la serie doppla armonica generalizzata ’zh zz'}',"z'i'é che.

I

b 2/ BTy &+ B — \/AO]

E@Qt *’C”’{?.M—L Va} L ¢Vho-+are Z

0,% 1,w 1
O (VAo B+o — - - . oy
+0e 2 2 VaVE, — (V= B

¢ assolutamente convergente. Risulta di conseguenza pur tale la serie doppia
secondo addendo del secondo membro della (B) e moltiplicando la somma

della serie per e Via=Pie j] prodotto ¢ un infinitesimo quando ¢ — oo, essendo
0<y<B<+i.

Se ne conclude che la somma della serie doppia secondo addendo del se-
condo membro di (B) & funzione continua in 7' + F7, almeno quando o> 0,

- 1 oo .
e moltiplicandola per ((;)——) = e‘““’g il prodotto converge uniformemente
nYs e

a zero, rispetto agli z di (0, @), quando g — oo. -
Facciamo  ora la corrispondente analisi relativa al coriportamento del

primo termine del secondo membro di (B) Con le stesse aloomentazmm di-

prima si ha, quando I>1,
o o : 27

oA o - ) ’
EHEMMKMVEﬂﬁVh)/g—VLMM@£M+mn@JH+

7T

o . R
* +J 1@, & syas) de | cos 60 —w) aifag [ < 5 [ o0bomeg.

]

o) e s aa] | [ e+ 5) (g

N e° pe
1 \2t
(Z + ) ( ) oViy u (5 ,u) [/e“cosesenme dﬂ]
. . R . o B
1 \? '
: (5 EVM) I
- | 67 semet 6 - 6] ag—
r (2
;nG+QF®° S
. = ;
o o /‘(39‘l % cos € gen?! § - A9 [ Ewhcosgsenzm .d6
(o4 5 15,
— Vao-p)& | o : K
_Z—Z/e 8 EgiElt f e i du |dE
' ° oV ‘ € °°%8 sen2ig . 49 fe” €05 fgen2t g - A9

o 0
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e questo ultimo membro (si osservi che per essere 0 << &V 2,< oV, <pu si

& 1 1)

& 0 R . .
haZ<l —w, = <L, e quindi &% —— A << —=| & minore di
VA \/ el 08 e S
st 2 o * - " e ] n] ;’
O l_ / 6(1’;.u~/¥)5 / egl/),,, ]/’L'E"du, & = gr_«l__ P [em,,mo mee th _
B\, v CRV/
0 oy

0" 1 oV VaneVi-po 1

B vVn 2 b+ i B

c V N ha=pe
Y I MOV OV | | T

Se ne conclude che Pespressione integrale originaria ¢ maggiorabile mediante
la seguente, quando 71 >0, 11, (ove al solito sia € > 0 opportunamente
1 o
[V + Vi — BIVEE

Consideriamo per wultimo il caso di I = 0. 8i cominci con I’osservare
che lim Iyx)=1 (e lim I, x)=0sel>1), mentrech¢ per x —> co risulta

£—-0 ]

I(x) ~ e*(2mm)1/2,

grande) Ce(l%-Ae

Siccome la successione delle v/, diverge positivamente per h —> oo, allora,
considerando la costante o > 0, arbitrariamente prefissata, la K,(oV/1,) risulta
infinitesima  per /& — oo, sicché quando k — oo possiamo servirei di
Kl(g\/z;,)w ()A.u])h\/n; 2@\/4) 1/n

Tn corvispondenza della scelta del g > 0 possiame allora assegnare una
quantiti - positiva opportunamente grande H® tale che, per ogni # e per
0< £ < g, visulti K(oVA) (V7)) <H@e " m/m(20v/Z) 212 - ¢V (2mey/ 2) 112,
Si ha, dopo cio, che

g ’r

! / Ewy(z Q\/}vh)lo(f\//w [ % \/}E[Qh'}/o(Q: &+ Q;?’a(QJ &+

0

§|;—-

» [ 1@, £, syrs) ds § di] a |,

0
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essendo £/p < 1, risulta minore di

Ho" /"
2V .
0

T 1 T ) . - T oavs
gomoVin o gV (2 M - Na) VPR s <

) Vo

HDC"L{ 20 + Na}

S A € 0.
_ H@C"L{2M + Na}
T VAW A B

(5”"}';“/)))9 — e“{']lrfh } <

I 1
< HOO'L{2M + Nay oMo o

per essere f<<V4A,. ‘

Ripetendo allora le argomentazioni del precedente caso, se ne deduce che
& pure assolutamente convergente la serie doppia primo addendo del secondo
membro della (B). Siccome, qualora si facesse divergere p positivamente, la
H@ gsarebbe suscettibile di valori il eui insieme potrebbe essere mantenuto
limitato, la somma della serie doppia quando venga moltiplicata per ¢~ Who-ne
da, come risultato del prodotto, un infinitesimo per g — oo, essendo y<< <V,

Se ne conclude che la somma. della serie doppia primo addendo del secondo
membro di (B) é funzione continua in 7 + FT, almeno quando o > 0, e molti-

1

= 0‘1":"1’9 converge uniformemente a zero, rispetto

plicata per la solita --

(@, o)
agli z di (0, a), quando p si fa divergere positivamente.

Riassumendo quanto siamo venuti dicendo in questo n., possiamo con-
cludere che la

w(H, 0, 2) = u(g cos w, g sen w, &) = u(x, ¥, 2),

esprimente la somma delle due serie doppie (assolutamente convergenti in
T +~FT, ove almeno ¢ o > 0) del secondo membro di (B), ¢ funzione con-
tinua in T + FT, almeno quando ¢ > 0, poiché quelle due serie doppie sono
uniformemente convergenti in ogni dominio limitato di 7' -+ FT, almeno per
quelli cui non appartengono punti dell’asse z (pei quali ¢ appunto g = 0).

Per giustificare la definizione di « anche pei punti di 7' appartenenti
all’asse z, nonché la continuitd di « nei punti stessi, limitiamoci ad osservare
che per lo strato T la posizione dell’asse z ¢ del tutto arbitraria, sicche fatta
una qualsiasi traslazione dell’asse stesso si otterrebbe una corrispondente
espressione (B’) per la « e in tali condizioni per i punti per cui nel riferimento
iniziale era ¢ = 0 si avrebbe invece nel nuovo riferimento ¢ > 0, cosicche
in queste condizioni espressione (B’) di « sarebbe ancora definita e continua.

.




102 C. BIRINDELLI: Nuovd trattazione di problemi al contorno ecc.

La funzione w(x, vy, 2) = u(H, o, 2) continua in T -~ FI'" ¢ inoltre. tale, per
) 1 @y )
quanto si ¢ visto, da soddisfare la relazione

uniformemente vispetto agli z di (0, a), soddisfa cioé la condizione (10) relativa
al teorema di unicitd trovato, per il problema al contorno che ¢i occupa.
Infatti la (10) ¢ conseguenza del Jatto, sopra verificato, d’essere

— : S . ]
lim i(—(—7:—9-~2:O, con 0 <y < B <V,

o> 6” do=y)o " -

untformemente ol variare di H lungo w(0) ¢ di z in (0, a). R ,
. Inoltre per. le tras ormate. ul’) usii(0), della w, come ¢i ¢ gid noto, indi-

@) 9)y % ’
pendentemente dalle risulianze di- questo n., sono valide le relazioni corvispon-
denti ‘ ‘ '

. Y ; VR
Hm { 4§} (0)e~ (V"f')ﬁ} = lim {ug)(g)e~ Ve-12y — ¢,

o= To>
e quindi, di conseguenza,

Lm { ) (0)e 15251 — lim S (o)e~ MoV =0
J\Q Oy 4 e

o> o= o—> &

Vale dungue il seguente

Teorema I. Se le funzioni 'yO(Q, 0)y (@, 0), O, o, 2), socld-isfano le
condizioni indicate al n. 1 (essere cioé le prime due continue in tutto Spy e la
terza in T -+ FT), nonché Valtra d’esistere tre costanti positive N, M, B con
B<V'o, tali che le | y,(Q, o) s [74(@; @) | siano minori di MeVa=Br ¢ Palirg
| (@, 0, 2) | minore di NeWVh-pe, ¢ se inoltre queste funzioni yo, v,, f soddisfano
anche le « Condizioni D », allora Vespressione, somma di duc serie doppie con-
vef'gcqzti assolutamente in T - FT, del secondo membro déZZa (B) ¢ convergente in
senso puntuale in tuito T - FT ¢ la somma u(H, Q, 2) esprime una funzione
continua in T - FT. ' o - B
. Questa funzione w(H, o, 2), continua in T + BT, soddisfacente a tutto il com-
fplesso di proprietd ¢ condizioni sopra indicate, esprime Punica effettiva soluzione
per il nostro problema al contorno poiché ammette le derivate parziali e, olire a
.s:'oddisfare 16 imposte equazioni al éoniorﬂo, verifica. Vequazione Ay =f di
P»OISSON in T, come vedremo nelle successi&‘)e“,'?a ¢ 3% parte di questo lavoro com-
ﬁlqs@vo. ) T A PR .



