ANTONIO MAMBRIANI (%).

Su le funzioni wronskiane.

1. — Introduzione.

1.1. — Poniamo anzitutto la seguente definizione:
« Una funzione univoca { f(z), (@ ... b) } (*) si dird una funzione wronskiona
quando: :
10) Bssa & derivabile, con derivata {f'(®), (¢...b)} continua.
20) Hgiste una seconda funzione univoca {o(z), (& ... b)} derivabile, con
derivata {¢'(¢), (¢...b)} continua, tale che sia

flw) o) i =0 per ogni # di (a...0).» (3

@n - W@, @l =00 o)

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universitd, Parma (Italia). .

(*) Con ung serittura della forma {f(x), (a... b} } intendo indicare una funzione,
di una variabile reale @, definita per tutti gli @ di un intervallo (g ...d).

(3) Piu precisamente, questa funzione si chiamerd funzione wronskiana di primo
ordine, mentre si dird funzione wronskiana di ordine n (essendo n un intero > 2) una
funzione { f(z), (4 ... b) } quando: )

1°) Essa & univoca e derivabile fino all’ordine m, con derivate tutte continue.
- 20) Esistono = funzioni {¢(), (@...b)}, ..., {cpn(w), {(@..b)}, tutte derivabili

fino all’ordine = e con derivate tutte continue, tali che sia

; @) | el@) e @u@) |
WIH), @4(®); +vrr Qulw)] = f (a;.) _ .c?l(_w) o fp”(.#) ] | 4 0 pet ogni & di (@..b).
@) oM@ .. oM(x) { '

Dato che in questa Nota si considerano solo funzioni wronskiane di primo ordine
non pud fare equivoco la soppressione della precisazione « di primo ordine »
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1.2. — Consideriamo ora una equazione differenziale, lineare, omogenea, di
secondo ordine, della forma

d? d
(1.2) @) 5+ gy — 0
sa;e (@...b),

con < {p(®), (a..b)} e {qa), (a..b)}
?funzioni univoche e continue.

Si nota subito che tutte le soluzioni {y(z), (a...b)} di (1.2), ad eccezione
di y(x) = 0, sono funzioni wronskiane. Invero, se {yl(m), (#...5)} & una solu-
zione, e consideriamo un’altra soluzione { y,(@), (a... b)} linearmente indipen-
dente dalla precedente (e, comne si sa, una tale solunone esiste sempre), risulta,
essendo ¢, una costante non nulla,

Wlys(m), ya(2)] = ¢ - expk (— /.p(t) dt)# 0 per ofrm z di (a...bh).

Tali soluzioni sono perd, nel campo reale, delle funzioni wronskiane alquanio
particolari, perché hanno le derivate seconde e inoltre queste derivate seconde
sono continue, cid che non richiede la definizione sopra posta. In onore allo
studio che ne fatto lo STurM, queste particolari funzioni monskmne si diranno
funzioni di Sturm.

1.3. — Beco P'oggetto della presente Nota:
10) Porre in evidenza quanto sia esteso l’insieme delle funzmm wron-
skiane (spazio wronskiano).
© 2°0) Mostrare che numerose delle notevoli e ben note plopueta di cui
godono le funzioni di STURM appartengono piu estesamente a tutte le fun-
zioni wronskiane.

2. — Funzioni wronskiane coniugate.

Dalla precedente definizione di funzione wronskiana risulta subito che
anche la funzione {¢(x), (a ... b) }, considerata in tale definizione, ¢ una fun-
zione wronskiana. Diremo che le due funzioni

{f@), (@...D)}, {o@),(a..0)}

di detta definizione sono funzioni wronskiane coniugate, e inoltre che wuna di
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esse & coniugata dell’altra. In particolare, si parlera di funzioni di Sturm co-
niugate. ;

Abbiamo dunque che « una funzione wronskiana { f(#), (a ... b) } ha sempre,
per la sua stessa definizione, una coniugata {¢(x), (a... b) } »; conviene anzi

osservare.che «una-funzione wronskiana { f(z), (a...b)} ha infinite coniugate,

almeno tutte le funzioni { cop(e), (@ ... b) } con ¢ costante qualsiasi non nulla ».

Esempi. Le funzioni {cos, (a...b)} e {senw, (a...b)}, per le quali
& Wiecos @, sen 2] =1, sono wronskiane coniugate qualunque sia l’intervallo
(@... b). Le funzioni {z, (a...b)} e { % (e¢...D) }, per le quali & W[z, #*] = a*
sono wronsgkiane coniugate in ogni intervallo (a ... b) non contenente 1’origine.
Le funzioni { €%, (¢ ... b) } e { &%, (a ... b) }, per le quali & W[es, 2*] = »(2 — x)e*,
sono Wronskiane coniugate in ogni intervallo (a...5) non contenente x =0
e x=2. Gli esemp1 ora dati sono anche esempi di funzioni di STURM, invece
le funzioni

1 1
‘ 1-+asen— per =0, z 4+ a*cos— per x =0,
H@) = < @ ol@) = @
( 1 per x =20, 0 per x =0,
sono certamente coniugate in un intorno convenientemente piccolo della ori-
gine, ma non sono certo funzioni di STURM in tale intorno (esse, 1nfatt1, non

hanno derivate seconde per x = 0).

. - Classi di funzioni wronskiane.

8.1. — Anzitutto, come si & osservato nella introduzione, sono funzioni
wronskiane tutle le funzioni di Sturm.

In particolare, una costante now -nulle; una qualunque funzione razionale
intera di primo grado sono delle funzioni di STURM [in quanto soluzioni della
equazione y"(z) = 0] e sono quindi anche delle funzioni wronskiane.

3.2. — Una funzione (univoca) {f(x), (a...b)} derivabile con derivata con-
tinua, per la quale esistano due costanti ¢, ¢ ¢, tali che lo funzione

{af@) + af (), (@... )}

3

sia mai nulla, é una funzione wronskiana. ,
In particolare, facendo ¢, =1 e ¢, =0, oppure ¢, =0 e ¢, =1, si ha:’
Una funzione { (&), (@ ... b) } derivabile con derivata continua, se ¢ mai nulla
oppure se ha la derivata mai nulla, é una funzione wronskiand.
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Per dimostrare, anzitutto, la prima di queste due ultime affermazioni,
basta osservare che ¢ :

Wif(@), of(@)] = f(@)*.

Per-concludere;-poi;-con-la-proposizione-generale-enunciata“in-principio; basta
osservare ancora che, essendo ¢, == 0, si ha :

W(@), —6e = 1=e * [ef(x) + ef ()] .

Come applicazione, possiamo affermare:

Le funzioni del tipo { e, (a...d)}, dove { u(w), (@...b)} /é una qualunque
funzione derivabile con derivata continua, sono tutte wronskiane. Percid, le solu-
zioni delle equazioni differenziali, Uneari, omogenee, di primo ordine,

y' (@) -+ playyley =0, con {p@®), (@..Db)} continua,

sono tutte funzioni wronskiane; avendosi qui
w(w) = ——-/ pEydt + e, con ¢ costante. -
d
Abbiamo ancora che le potenze, con espowente costante, di wuna funzione
wronskiana mai nulla, sono funzioni wronskiane. Invero tali potenze sono pure
funzioni mai nulle, derivabili e con derivate continue.

3.3. — Se {f(@), (@...b)} e {g(®), (a...b)} sono funzioni wronskiane e una
di esse non ¢ mai nulla, anche il prodotto { f(w)g(x), (@ ... b)} é una funzione
wronskiana. Invero, se supponiamo { g(x), (@ ... b) } mai nulla e { ¢(z), (¢... b) }
& una coniugata di {f(x), (... b)}, abbiamo

Wlf(@)g(@), o(z)g(w)] = g(@)* - WIf(®), o(2)].

In particolare, moltiplicando una funzione wronskiana per una costante non
nulla, si ottiene una funzione wronskiane. Dalla dimostrazione precedente ri-
sulta che moltiplicando due funzioni wronskiane coniugate per una stessa fun-
zione wronskiana mai nulla, si ottengono altre due funzioni wronskiane coniugate.

3.4. — Se {f(2), (@...0) } e { b(®), («... B) } sono funzioni wronskiane, se la
seconda funzione ha valori apparienenti tutti ad (a...d) e inoltre ha derivata
mat nulla, allora anche la funzione di funzione { f(Y(z)), (... B)} ¢ una fun-
zione wronskiang. :

Invero, se {o(#), (a...b)} & coniugata di {f(=), (¢...D)}, si ha

WIH@), e(b@)] = ¢'(@) - { WD), 6]}, o pio) -
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3.5. — Se {f(@), (a...b)} ¢ {o@), (a...b)} sono funzioni- wronskiane co-
niugate, sono pure funziont wronskiane tutte le funzioni

{ cf(@) + no(@), (@... D) },

e gssenlo¢; %~ costanti -qualsiasi-non-contemporancamente-nulle:
Invero, supposto ad esempio ¢ == 0, abbiamo

Wief(@) + xo(@), o(x)] = Wlcf(#), o(@)] = OW{f(mj, o@)] -

4. — Prime proprieta delle funzioni wronskiane.

4.1. - Siano {f(#), (¢...b)} e {o(@), (a...d)} funzioni wronskiane coniu-
gate. Dalla diseguaglianza alla quale soddisfano, per definizione, queste fun-
zioni, cioé da

(4.1) W), o(x)] = [f@) o)

@) g TO perogmiod (a..b),

discendono facilmente le importanti proprietd seguenti.

4.2. - Una funzione wronskiana ha gl zeri (se ne possiede) tutti semplici (cioé,
di primo ordine). Invero, se o fosse uno zero almeno doppio della funzione
wronskiana { f(z), (@ ... b) } si avrebbe f(a) = f'(a) = 0 e ne seguirebbe che il
wronskiano W[f(@), o(x)] si annullerebbe pér @ = «, contrariamente a (4.1).

4.3. — Una funzione wronskiana in ogni intervallo limitato ha sempre um
numero finito di zeri (in particolare, nessun zero). Infatti, se # = & fosse un va-
lore (finito) di accumulazione di zeri della funzione wronskiana { f(z), (a ... b) s
dovrebbe aversi f(£) = 0 ed anche f'(£) = 0, ¢id che non ¢ possibilé per (4.1).

4.4. — Due funzioni wronskiane coniugate non PosSono avere uno siesso zero.
Invero, se le due funzioni wronskiane coniugate del n. 4.1 si annullassero
insieme in un punto « appartenente ad (a ... b), cioé fosse f(a) = @(«a) =0, il
wronskiano W[f(z), ¢(»)] sarebbe nullo per # = «, contrariamente a (4.1).

4.5. — Le derivate (prime) di due funzioni wronskiane coniugate non possono
avere uno stesso zero. Invero, se per le due funzioni wronskiane coniugate del
n. 4.1 si avesse, in uno stesso punto « di (a...b), f'(«) = g'(o) = 0, il wron-
skiano W{f(z), o(x)] sarebbe nullo per z = «, contrariamente a (4.1).

Ne dsegue che due funzioni wronskiane coniugate non PosSONO Gvere UNO
stesso estremante. ’ '
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4.6. ~ Due fumzioni wronskiane coniugate nei punti dove hanno valori (non
nullt) eguali hanno sempre derivate diseguali, e analogamenie nei pfwnti' dove le
derivate (non nulle) sono eguali hanno sempre valori diseguali. Altrimenti la
{(4¢.1) non potrebbe valere. »

5. — Rapporto di due funzioni wronskiane coniugate
e zeri di due simili funzioni.

5.1. — Siano {‘f(w), (¢...0)} e {o@), (¢..b)} due funzioni wronskiane
coniugate, e consideriamo il rapporto

‘ o(x)
R(@) = |
= o)
Questo rapporto risulta definito in tutto (a...b) ad eccezione degli eventuali
zeri del denominatore, nei quali ha degli infiniti del primo ordine, poiché in
essi il numeratore non si annulla (efr. n. 4.2). Questo rapporto dove & defi-
nito & derivabile e si ha

s B d o) 1 , :
Ri(a) = 3. 0 = o WIF@), o(@)] + 0,
onde il rapporto R(x) sard o crescente o decrescente. ;

Se ¢ W[f(x), o(®)] > 0, il rapporto RE(x) risulta crescente, e se o ¢ uno
zero del denominatore si ha

Roe—0) = + co, R + 0) = —c0

[intendendo, supposto & <b, che se & o = & si considererd solo R(x + 0), se
& o = b si considererd solo R(o— 0)]. In tale caso, richiamandoci alla fun-
zione tg z, diremo che il rapporto R(x) ha aendamenio tangenziale. Se invece
& W[f(»), o(@)]<< 0, il rapporto risulta decrescente, e se o & uno zero del
denominatore si ha

R(ot—0) = — co, Rl +0) = + oo

[si intende, essendo sempre a < b, che se & o = a si considererd solo R(x -+ 0),
se & o = b si considerer® solo R(x— 0)]. Diremo ora, richiamandoci alla fun-
zione ctg z, che il rapporto R(z) ha andamento cotangenziale.

Dunque: Il rapporto di due funzioni wronskiane contugate ¢, nel suo campo
di definizione, una funzione o crescente o decrescente; pits precisamente, é, rispet-
tivamente, una funzione ad andamento tangenziale o ad andamento cotangenziale.
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5.2. — Se, quindi, nel rapporto R(x) il denominatore ha i due zeri conse-
cutivi o, o;, con a<«,, i due numeri

R(e 4 0),  R(ay—0)

~-sono-entrambi-infiniti-e-di-segno-opposto;-e-il-rapporto-varia-assumendo;-nel-— i

Vintervallo o << @ << oy, tutti i valori reali e biascunq una sola volta. Onde,
fissato un numero %k qualsiasi (reale), esiste nel detto intervallo un @, e uno
solo tale che sia '

(P(%)

o) =k, ossia o) = kf(z).

Considerando, in particolare, il easo k = 0 possiamo concludere:

Fra due zeri consecutivi di una funzione wronskiana vi & uno zero e uno solo
di una qualungue sua funzione coniugata. Pertanto, gli zeri di due funzioni
wronskiane coniugate i separano mutualmente.

Possiamo dire ancora: Una funzione wronskiana osctllante lungo Vasse delle
ha le sue coniugate pure tuite oscillanii lungo Vasse delle x. '

~ Una limitazione inferiore delle distanze di due zeri consecutivi
di una funzione wronskiana.

Siano {f(#), (@...0)} e {o@®), (¢... )} due funzioni wronskiane coniugate,
siano « e o, (eon o <C&,) due zeri consecutivi della prima funzione e $ lo zero
(unico) della seconda funzione internamente all’intervallo (« ... o) (cfr. n. 5.2).

Abbiamo :

I
| 35 U@t o = @l = o,

[}

ossia
[ {F@o@) + f@e'@) }dz =0
od anche ’
I
(6.1) | 1@ do = — f H@)e' (@) da .
Ne segue

# . # o I3 N
(6.2) [ Witt@), sas =2 [ fo)'@ o = —2 [ @) do.

a
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Quindi, poiché W{f(x), ()] non muta segno in (e«... B),

s Cp
(6.3) J1WiH@), o) | dz <2 [ | f(e)e'(2) | de

«

Indichiamo ora con M, e M . rispettivamente i massimi di |f'| e |¢’]
in (@...b), e ancora diciamo myy il minimo di | Wif(@), o@)] |in (a...b). Da

(6.3) abbiamo allora

A ;
(6.4) | 1 W), o@) | do <23, [| ) | da.

Ma, pel teorema del valor medio e per x in (or... B), ©
fl@) — fla) = f'(@1) - (8 — )
essendo #, un valore conveniente di (x... ), ossia

@) =fl@) @—a), |[f@)]=]|f@)]| @—a)< M,,[

onde
B

j[f(m | de << M, - f(a:——oc)dfv_M'I,l

[+

Sogtituendo questo risultato in (6.4), abbiamo

B
(6.5) / | Wf(@), o(@)]| dz < MM, - (B —a)?.

E poiché si ha ancora
B

My, - (B — ) < | | W [1(@), o(@)] | do,

tenendo presente (6.5) otteniamo

My (B—) < My My - (B—a)?,
da cul _

) wy

6.6) —0
( , SIS R

B—o) oc)*"

(@ —a),

dove va notato che, per la continuitdh di W[f(%), p(®@)] in (a..,b) risulta
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In modo completamente analogo si prova che ¢

My

= MM

ipti

oy — B

la quale sommata con (6.6) c¢i d& la formula

6.7 . Uy — o > L
©-0 YT MM,
formula che da una valutazione inferiore della distanza di due zeri comsecutivi di
une funzione wronskiana.

Ad esempio, nel caso particolare f(z) = cos#, assumendo o(x) = sen =,
la (6.7) c¢i dd o; — « > 2, mentre sappiamo che ¢ o, —o = 7.

7. = Concetto di famiglia completa di funzioni wronskiane.

Nel n. 3.5 abbiamo osservato che se {f(z), (¢...0)} e {o(®), (« ... b} } sono
funzioni wronskiane coniugate, sono pure wronskiane tutte le funzioni

(V) {y@) = cf(@) + »o(@), (¢... D)},

essendo ¢ e x costanti qualsiasi non contemporaneamente nulle.
Notiamo ora che, fissata nella famiglia (@) di funzioni una qualungue
funzione .

(@) = (@) + %0(@), (... b) },

esiste sempre nella famiglia stessa una coniugata di tale funzione. Invero,
basta fissare due costanti ¢,, x, tali che sia ¢t — e%; == 0, poiché allora la
funzione

{1 Y:(2) = e.f(w) oG (), (@...0) }

¢ coniugata di {y(®), (¢...d)} in quanto si ha

Ly (@) yal) | _ lef(w) + 0@ ef(@) 4 wo@)
?/{(“’) ?/;(,m) | jeu (@) -+ %0 (@) eof () ¥,0" ()

gzcl xl{f(‘l') () !
! :

oy -
o wl @ o@]
Dunque, la famiglia (V) di funzioni wronskiane ¢ tale che ogni sua fun-
zione ha nella famiglic stessa una sua coniugata (anzi infinite coniugate).
Esprimeremo cid brevemente dicendo che la famiglia (@) di funzioni
wronskiane & una famiglia completa di funzioni wronskiane.

32 « Rivista di Malematicn
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8. — Aleuni teoremi su le famiglie complete di funzioni wrenskiane.

Teovema 1°. In wna famiglia completa di funzioni wronskiane

{y(x) = cf(x) -+ xp(@), («...b)}
{con ¢, = costantt qualsiasi non contemporaneamente nulle) esiste sempre wna cd-
una sola funzione soddisfacente alle condizioni (iniziali)

CY(@) = Ry Y (@) = Ay,

essendo kg, Xy due costanti qualungue non contemporaneamente nulle ed xy, un
valore comunque scelto it (a ... b).
Invero, basta notare che le due eguaglianze

of(@o) + no(a,) = 1y, .l?fl(mn) + v (@) = Iy
‘costitujscono un sistema lineare, normale, e non omogeneo, nelle costanti ¢ e x.
Teorema 2°. In una famiglia completa di funzioni wronskiane
{y(@) = ef(x) + »o(@), (¢... D)}

(con ¢, » costanti qualsiasi non contemporancamente nulle) esistc una ed una
sola fungione soddisfacente alle condizioni (ai limiti)

Y@) =, yw) = ke,

essendo ;e K, due costanti qualsiasi non contemporancamente nulle ed essendo
@y e 2, sceltt in modo che nell’intervallo (x, ... x,) non vi siano zert di almeno una
funzione della famiglia.

Invero, basta notare che le due eguaglianze

of(@y) + %p(®) = 2y, - cf () — nop(y) = I

costituiscono un sistema lineare, normale, ¢ non omogeneo, nelle costanti ¢ e »
in quanto e proprio

f@)e(@s) — f(@.)o(2,) ==0

per il particolare modo come sono scelti #, e »,. Infatti, se

{ y(@) = ¢f(z) + xo(x), (¢...5)}

¢ una funzione della famiglia priva di zeri nell’intervallo (z, ... 2.), conside-
riamo nella famiglia (efr. n. 7) una funzione :

{o(@) = af(@) -+ xpl@), (... 1))
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coningata di { y(z), («...b)}. Poiche il rapporto ye(x):y(®) ¢ una funzione
crescente o decrescente nell’intervallo (2, ... x,) (efr. n. 5.1), sara

o ) ) — Yol
f{gi?)__ﬁ ’/u’ﬂ &) 40, ossin Yol2)ylem;) — Yol )y (s 41: 0,

(@) () ) Yy (w,) ‘

ed anche
. D el T
D '"i/( oty 0.
J( Za)  Yolia) | _
Ma e
eflwy) + noln)  efl@) + nol) | e % ' fla)  olay)

1) g = _ e : )
Deflay) 4 xolw)  epf(r) + w@l) © (6 e ) @le)

e quindi
fle)e(@.) — fle)ole,) 5= 0.

Teorema 3°. Si abbia una famiglia completa di funzioni wronskione

@) Aulx) = ef(r) - uole), (@ b)) .
Sono equivalenti le quattro affermazioni seguenti:

10} Nella famiglia (Q) esistono delle funzioni prive di zeri.
20y Nella famiglia (U) le funzioni hanno uno zero al pii.

30} Nella famiglia (V) esiste wna ¢ una sola funzione tale che sia

per ogni coppia £, o di punti di (a...b) ¢ per ogni coppia M, N di valori pre-
fissati non entrambi nulli.
40) Risulta
| fE)p(n) — fln)o(Z) =+ 0

per ogni coppia &, n di punti di (a...b).

Dimostrazione. o) La equivalenza di 3°) e 4°) si prova immediata-
mente (si tenga presente il teorema 2° precedente).
8) Proviamo ora 1 equivalenza di 1°) e 4°). Esista nella famiglia
() una funzione {y (@) = ¢,f(®) + wolz), (a...b)} priva di zeri, e sia
{ylx) = ef(@) + »0(®), (... b) } una sua qualunque coniugata in questa
p

famiglia, per il che sard necessario e sufficiente che sia (n. 7) ¢ — €y == 0.
Allora il rapporto y,(x) . y,(x) risulta definito in tutto (a ... b) e ivi o crescente
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oppure decrescente (n. 5.1), onde sard

yaln)  Ye@)
RG]

== 0 per ogni coppia &, 7 di punti di («...0).

Ma essendo

a7 312(‘&)‘__(’1/0 %!(‘C.) e

n @ nEune i em

si conclude proprio con la diseguaglianza da provare.

Viceversa, se vale la diseguaglianza di 4°), poiché f(Z), o(€) non possono
essere contemporaneamente nulli e cosi pure dicasi per f(n), ¢(7), la-disegua-
glianza di 4°) si puod scrivere nella forma

?@ ) yer ogni coppia £,  di punti di (e...b)
[E) T jiny DOV ot coPPIA S G PUREL QL AG . 07

intendendo di attribuirve a ciaseuno dei due rapporti seritti valore infinito qualora
il suo denominatore sia nullo (e se questa attribuzione vale per uno dei rap-
porti, non pud valere contemporaneamente per I’altro rapporto). La prece-
dente diseguaglianza equivale ad affermare che il rapporto

o(x)
fl@)’
assume valori (finiti 0 no) tutti diversi. A questa affermazione va poi associata
Paltra (n. 6.1) che questo rapporto, in ogni intervallo ove risulta finito, &
sempre crescente oppure sempre decrescente.

Intanto { f(@), ..b)} non pud avere due zeri [e tanto meno di pit], in
quanto se avesse. duc zeri la diseguaglianza di 4°) non sarebbe pilt valida
prendendo per £ e v tali zeri. Distinguerd allora tre casi possibili:

La { f(), (@...b)} non ha zeri. In tale caso questa funzione ¢ gia una di
quelle di cui si vuole dimostrare lesistenza.

La {f(@), (¢...b)} ha uno zero in uno dei punti a, b (e sia @< b); per
fissare le idee supponiamo in b. Sard R(b — 0) = -+ oo oppure B(b — 0) == — oo,
a seconda che R(») ¢ crescente o decrescente. Supponiamo sia precisamente
R{b —0) = -+ co. Risultera

R(a) < R(z) << + o0 per a<x<b.

R(z) = (a...b)

Detto allora ¢, un qualunque valore minore di R(a), abbiamo

Comcjf—g)l == 0 in tutto (¢...D),

ossia

egf(e) — ola) F 0 in tutto («¢...b),

cioe una funzione cercata della famiglia ¢ { ¢f(w) —o(®), (a ... b) }.
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‘La {f(#).(¢..d)} ha uno zero interno ad (a... b). Dovendo aversi
R(a) == R(b), supporremo, per fissare le idee, R(a)> E(b) (analogamente si
ragionerebbe in caso opposto). Allora il rapporto R(z) dovrd essere crescente,
perche, se fosse decrescente, i valori di R(z) in (e ... b) non potrebbero essere

(‘(‘lt‘lnlente tutti distinti. Ne segue che tale TapPorto now pud assunere aleumn

valore dell’intervallo (R(b) ... R(a)). Pertanto, detto ¢, uno di questi valori,
si ha
() s . _
(;D——ﬁ;}; = 0 in tutto (@...b), ossia cf(® ) == 0 in tutto (¢...b),

vioé tuna funzione cercata & { ¢f(®) — o(x), (a... D) }.

v) Per concludere con il teorema enunciato, basterd provare ancora la
equivalenza fra le affermazioni 1°) e 2°) del teorema. Se nella famiglia (V)
esistono funzioni prive di zeri, necessariamente le funzioni di tale famiglia
hanno uno zero al pit. Poiché se vi fosse nella famiglia una funzione
{9:(®) = erf(®) + %0®), (@...b)} con due zeri @, @, detta {y.(z) = e;f(w) +
4 w0{@), (¢ ... b) } una funzione coniugata alla precedente (e per questo ba-
sterd sia s — Gy == 0), si avrebbe ’

t erf(mg) + %10 (o) exf (@) -+ %o (o) — 0

» ! ef(@y) + '/-1(P(‘Ul) Cof(ry) + no0(25) ,
d’altra parte qui il pnm() membro si pud scrivere

/( Ty) ("Jo)
) o) |

dove il primo fattore non ¢ nullo e il secondo fattore ¢ pure non nullo per
quanto si & provato a $): dunque un assurdo.

Se le funzioni della famiglia () hanno uno zero al pin, esistono neces-
sarrifxmente in (CZ)) delle funzioni prive di zeri. Invero (¢), diciamo ora
{ (@), b)} e {y(@), (¢...b)} due funzioni della famiglia tali che sia
i (a) =0, yg(b) = 0 (e una coppia di simili funzioni esiste sempre). Per I'ipo-
tesi fatta dovrd aversi ¥,(0) &= 0, #.{a) == 0. Prendiamo allora due costanti
qualsiasi 1> 0, m > 0 e consideriamo la funzione della famiglia data da

1
Bole) = T ) @)y (D),

per la quale si ha yy(a) =1>0, yo(b) = m > 0. Se questa funzione avesse
uno zero, avrebbe necessariamente due zeri, e ¢id in contrasto con le ipotesi;
pertanto essa non ha zeri.

(3) Seguo qui un ragionamento che figura in G. SaNsoxg, Hquazioni differenziali
nel campo reale, Parte I, 2 ediz., Zanichelli, Bologna 1948, [p. 196, ¢)].



