Mario MORETTI (%)

Una-formula-e-sua-applicazione-alla-risoluzione
di una classe di equazioni differenziali lineari. (*-

In questa breve Nota dimostro dapprima il seguente teorema:

Dato wn polinomio P,(x), intero nella z, di grado n, ¢ dala una funzione f()
che nel suo campo di definizione sia derivabile fino all’ordine n, esiste un sistema
(ed uno- solo) di M cOSIANtE (ygy Gy eees @np tale che sia
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Applico poi la formula (1) alla risoluzione di una generica equazione dif-
ferenziale ordinaria, lineare, d’ordine =, della forma

P P P”
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indicando con P, = P,(x) un dato polinomio intero in x, di grado =, e con
P, P/, .., P le successive derivate di tale polinomio, ed inoltre indicando
con y = y(«) una funzione incognita e con y’, ¥, ..., " le successive derivate.

1. - Prova della (1).

Ragiono per induzione. La formola (1) & vera per n = 1. Invero, posto
Pi(x) = 4;,0 + 4,7,
con Ao, A, date costanti, il primo membro di (1) si serive

(Aro + Ay a0)f(@) + Ay of (1) = Ay of (@) + Ay {&f(@) + (@)},

' T d
ed essendo, posto D = —,
: dx
(*) Indirizzo: Via E. Tazzoli, 30 "—Mantova (Italia).
(**) Lavoro eseguito nell’ Istituto di Matematica dell’ Umvelslta di Parma. Rlcevuto

il 2.I1I-1950.
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(3) ‘ af(z) + (@) = e /"D { &= %(x) },

1a (1) resta provata per n =1, e si ¢ trovato a,q, = 4,4, a1, = A;,;:
Suppongo ora che la (1) wvalga per un certo numero naturale » e provo

che la (1) vale allora anche per il nuimero naturale n -1, ossia &

n+l 1 n+1
) 2 5 B (@) = et X @, D {07 12f(@) }
=0 10 =

Invero, qui il secondo membro si pud spezzare cosi:

Bt of (@) 4 €F/2D D) @y, D { 52 f(0) } =

r=0

= an+1.0f(97) + e~ 12De 12 - [’9—352/2 2 Gy 2D { 3932(2]‘(37) }] ’

r=9
e poiché la (1) & supposta vera per I'intero » considerato, esiste un polinomio
P.(x), di grado n, tale che I'ultima espressione precedente si possa scrivere

2 . e = 1 o 7
Ui of (@) + Do 3 = PO(@)f (@) ,

~ remg | *

ed essendo
=D { &' 2P ()] (@) } = a P (@) (@) + PP (@) (@) + P@)f " (@),

si trova che il secondo membro di (4), ordinato secondo le derivate di ordini
crescenti di f(z), ¢ uguale a ' ’
7+l 1‘ dr - o
,Zo = 357 { Gasro + 9P,(@) + Py@) } - [ (@)
dove la quantita fra graffe & proprio un polinomio P, {x) di grado »n + 1.
Cosi la (4) & conclusa, e la (1) resta stabilita. '

2. - Osservazioni.

I coefficienti a,.4, @1, ..., @, della formula (1) risultano determinati uni-
vocamente dalla (1) stessa e si determineranno, nei vari casi particolari, se-
guendo il metodo dei coefficienti indeterminati. Si pud dare un’espressione
generale di questi coefficienti ¢, , a mezzo dei coefficienti del polinomio P, (x),
ma su cid e su altre formule, in legame principalmente con i polinomi di
HERMITE, mi propongo di tornare in altro lavoro. k

Dalla precedente (3) risulta la seguente eguaglianza fra operatori

(5 = 1Det 1 = g - D,
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dove la sottolineatura & messa affinché si interpreti il primo membro in senso
operatorio (I’operazione si compone delle seguenti operazioni parziali succes-
sive: moltiplicazione per ¢*/2, derivazione rispetto ad @, moltiplicazione per
e~<12), In virtd di (5) la formula (1) si pud scrivere nella forma

1

o1 : 5 ,
an >, 5 DrPy(@) - Df(w) = X @+ (¢ + Dyfl),

=0

dove (a; -+ D}f & la potenza r-esima di iterazione dell’operazione x - D.

3. - Risoluzione dell’equazione differenziale (2).

L’equazione differenziale (2) equivale, applicando la formula (1), alla se-
guente

L3 d" .
2" 2 tn,r g (€09) =0,

dove le costanti a, , si determineranno, come & detto al n. 2, applicando il
metodo dei coefficienti indeterminati. Questa equazione nella funzione inco-
gnita ¥ = ¢/2y & lineare e a coefficienti costanti, e se l'integrale generale &

Y=10¢Y, + Y, + .. +¢,Y,,
con ¢;, G, ..., ¢, costanti arbitrarie, 'integrale generale di (2) & allora -

¥y =(aY, + Y, + .. + cnyn)e—-”ﬁ/2 .






