LErrterio ToscANO (%)

Una classe di polinomi della Matematica atfuariale. (+

1. — In Matematica attuariale, nello studio della funzione di sopravvivenza
di MAXEHAM, si presentano i polinomi:

K@) =1,

N w) =0 —a,

GS() = o — (20 + L)z + a2,

Gl (@) = o — (302 + B + V)@ + 3(o -+ 1)a*— a?,

. . . \ sa{l—et) = i . . .
la. cui funzione generatrice & e*'**(=¢Y in quanto vale lo sviluppo in serie

atea(l-e?) WY U ey,
= 27 G @) .

4

Le prime proprieth fondamentali di questi polinomi sono state assegnate

da-J. F. STEFFENSEN (}). E qualcuna di esse era stata trovata prima, stu-
diando la serie (2)

la cui somma & *G<Y(— ).

In questo lavoro mi propongo di approfondire lo studio dei polinomi G,ﬁ“’ (@).
Li introduco diversamente, con una operazione differenziale: ritrovo i risul-
tati noti [formule (2), (3), (4), (8), (9), (10), (12), (15)] e ne aggiungo altri.
Successivamente, e questo ¢ lo scopo principale del lavoro, stabilisco dei
legami tra i polinomi G{*(z) e quelli di LAGUERRE generalizzati, legami che con:

(*) Indirizzo: Via Placida, 85 - Messina (Italia).

(**) Lavoro ricevuto il 6-II-1950.

(1) J. P. STEFFENSEN, On a class of polynomials and their application to. actuarial
problems, Skand. Aktuarietidskr., 75-97 (1928); The poweroid, and extension of the
mathematical nolion of power, Acta Math. 78, 333-366 (1941). Cir. pure E. T. Brrr,
Fxponential polynomials, Ann. of Math. (2) 85, 258-277 (1394).

(*) E. T. Wmirtaxgr and G. N. Warsox, MHodern dAnalysis, Cambridge 1935,
p. 336).
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ducono a nuove rappresentazioni, relazioni integrali, e formule limiti sui poli-
nomi G{*(x). Interessante ¢ una relazione limite che conduce ai polinomi di
HERMITE.

2. ~ Sia D, ;.0 brevemente--D,-simbolo-di-derivata-rispetto-a-o-B-intyg-—7 =

duciamo i polinomi
) G)z) = v (@D ) e .

Dalla mia velazione (*) sullo sviluppo della potenza dell’operatore zD,

(D) Y A

mz‘ +a Di,v—a

R4+ 1.7
con )
’ ) A U“
n4yl,0+1 = —_:[!w H
si ha subito
(2) G(“) f]. >j k(u) x

n+l, 1—-—1

Se invece si sviluppa (@D)"2%~” con la relazione

n

(@Dyae = 3, (" | @D)ie - (@D)rra,

0

si ha

3) Gl g) = “(’;) GO (@) - ol .

s 0t
0

Pertanto i polinomi G sono di grado » tanto in x quanto in o.
Dalla (2), poiche

< - . N S (@)
N i7.(a) Pl N Z n __ R pad g
}o_,i (=) ks, = [;i ¥ Aa} % = l T
segue
(4) G,(,“)(w) :_c—rllaan.

Per brevitd, nel seguito denoteremo A, con A.
Alla (1), essendo

Dx)r = oY (aD)=x

(®) L. Toscano, Sulla iterazione dell’ operatore D, Rend. Mat. (5) 8, 337-350 (1949).
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x~%"(Da)a’e " = x~“"t"(@D)ra e ",

si pud associare 1’altra

~(5) e @i gy =te(Da) e =2

3. — @) Un primo legame tra i polinomi @ si ottiene con P’applicazione delle
relazioni

(Day = Z (3) @ore,

n

Dy = S iy(2) oy

B si ha
(6) Gl gy = > (?j) G ),
(7) (@) = 2 (—1)""@ G (@)

b) Successivamente, essendo

(@D~ %e*f(x) = &~ “¢*(x — o -+ xD)f(x),
si ha
(¢ — @ + aD) a~"¢® f(x) = @~ "¢ (#D) f(=),

x %X (@D)" e = (. — x -+ 2D) - x~ % (@D)"z% ",

quindi per la (1)

(8) GO (@) = (o — @ + D)),
‘OVVeI‘O
(8" G (@) = (0 — 2)F (@) + (@D)G(w) .

¢) Calcoliamo la differenza G*+Y(z) — G{(z) = AG(z).
Basta applicare alla (1) U'operatore A, e si ha

( L . AH—IOC" . 1; e @ )
AG"“)(CU) == Zoh. (“1)1 il - @ == }_J‘- (_—' 1)1<7’ e 1)kn+1,i+2w1 =
: Y
“ﬁ o — Géa)(w)

= (Da) >, (—1)E?D, ., 0 = (Do) = —DGYz) .
Cioé

(9) AGP(z) = — DG (),
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ovvero

d
(@) W) _ Ga) — 6 (a) |

E associando questa alla (8") si ottiene

(10), G, (0) = 0G(2) — 2 (@) .

n+1

4. - La funzione generatrice dei polinomi G si pud ottenere ricordando
dal n. 1 che

11 S (o e TP g
(11) 20“(0('7 i) _‘_e G () .
Allora
" e # i ] 2. . (—.fo)’ it (___m)i had t"(o!. _‘_7')1'
Y (a) Wl - W e o Wl N .
2.1, (7’ Ziwexz.ﬁ(“ ! -/’)z 21 meﬁ}.)j 1 Zi 1 -
—dig ! k. S . gl = 7! 2!
_ - (=) Ha+i) __ at+z S (—wet)? at+e(l-el)
= 5 G e o B s,
cioe
12 grete-el) NV T gla gy
(12) 25 60 @)

Da questo sviluppo in serie e facile ricavare una formula di addizione.
Si ha ' ‘

211% ‘ G("‘)( @) .. 5‘7 i G(“’)(ﬂ‘ ) = elontotadtr (b, ra) (1—ct) _
-
= DG ey
1]
E per ¢ =n si conclude
(13) Gl v (o ) = E!T G (@) ... GO () }

ca ey« - - . . . H
con 4y, ..., t, interi positivi, o nulli, tali che 4 + .... -~ %, = n.
Alla stessa formula di addizione si pud pervenire tenendo presente che per
Poperatore D vale la relazione :

@D hifa e fr = i‘“‘“ (&D)", ... (@D)f,

con 4y, ..., i, interi positivi, o nulli, tali che 4, + ... + 4, = n.
Infatti, posto f, = (@@)"e™"%, ..., f, = (2,2)"e % osservato che

(@D) M (wy@) e~ = (@D, ) (@,0) e ™" = (w,2)"e™ "G (w.x) {2



della Matematica attuariale 163

e che

(@D () e ™™ ... (@,8) e T =

(@ e @) 3D T e @a] o (e

— ((Elfl})a‘ (:TUT(U)“'G—m1+“"+IT)2G£("+»"'+“")[(«’1)1 e f’)r)a)],

segue per @ = 1 la formula di addizione gil trovata.

In particolare, per v == 2, @, = &, o =0, o, = 0, oy + % =B, 81 ha

(14) @) = 3, (1) (6 — 06 @).

5. — T polinomi G, considerati rispetto ad «, sono della classe di APPELL.
= ot
Premettiamo che a ogni funzione a(t) sviluppabile in serie Ziui = si puo far
[ .
0
corrispondere una successione di polinomi, in «,
Agy Agla), ooy Au(a),

definiti dallo sviluppo
Essi sono espressi da

e soddisfano la proprietd fondamentale

a4, (o)
det

=nd,_ ().
Nel caso nostro, posto
a(t) = ¢,
si ha

a; = G (z) Al = G ()

?

[in coincidenzd con Pespressione (3)], e vale la condizione di APPELL

" A6 (1)
(15) S Gl ()
do
Per @ = — 1 si conclude che appartengono alla classe di APPELL i polinomi

(w’u) : y ()L) (Y(O) ]) g
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I coefficienti G!”(—1) sono dati da

G{O)( ; ) K(O) 0] N 71(0)

n+1,1 1 n4+1,2 ilklnkl

= kn,l _%“ kn.z __'}_ oo "TL kn,n)

con k, ; numeri di STIRLING di seconda specie, e sono stati gia studiati (4).

6. — Passiamo ora a stabilive dei legami tra i polinomi & e quelli di La-
GUERRE generalizzati

p - Qpd

L(n) . :l:’_ﬁ Dnmn—rrx()-—a
n (0’/’) - n! ¢
La relazione su operatori differenziali

. f g Ty
(#D)? = } kL 2t DT

n+1,i 41
si pud facilmente presentare nella forma

n
(Da)r = 3\ kY, o7+ Dz
(1]

741,17+ 1

E vale ancora la relazione analoga

n
(@D)» = ¥ (— 1)k, e Dl
- .

@

Applicando queste alla funzione a%~* si ottengono i due sviluppi

n
(16) (Y(rx+]) T Zl ’l/' 7‘7(11;-;1:+1L§u—r—1')(w) ,
0
n
Ivd Wl e (1~ -}
(17 C @) =, (— 1)L EAY D)
: 0
E poiché
(0) T 1) - I
kﬂ+lz+1 - kn,i? kr(u-l i+1 7“n+1,i+1 s

per v = 3_(1) dalla (16) e per v = 3(1) dalla (17) si deducono gli sviluppi

particolari
(18) G @) = il &, L (@)
1
(19) G (@) = 3,4 kgL (@)
. ]

(*) L. F. EPSTEIN, A function related to the series fm et’“ J. Math. Physics 18, 153-
173 (1939).
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(20) G “q = }“ )il k,, LV ()
(21) G @) = D (1) ey L ()

Viceversa i polinomi di LAGUERRE si possono esprimere con i G{z), e
basta applicare opportune relazioni differenziali (5). In forma simbolica, val-
gono i risultati

@2 wlLE) = GO@)E D @) —1] . [G (@) —n 17,

(23) ! L (@) = (6D (w) =16 @) — 2] .. (6D (@) — 0],
(24) n! L(@) = ¢ V(@)@ V(@) + 1] ... [ V) + n—1],
25 0! L (@) = [69() + 1[6“@) + 2] ... [6“w) + n].

E il simbolismo va inteso nel senso che la potenza s-esima di ¢ deve tra-
dursi con G,. ’

Tra i tanti altri sviluppi che si possono stabilire con i polinomi @ ed L,
meritano di esserne riportati due in cui intervengono dei coefficienti numerici
studiati da EULERO

Apg=A4A,,=1,

4471,:‘ = (n_'i + 1)An~1.i'—1 + ifin——l.i:
soddisfacenti alla relazione di simmetria

A4~n,i = An,1z—z‘+1 .

Essi sono
(26) G () = ‘>’ I A (O
@10 ‘ Gl (g >’.A,,,,-L,€"“'“) (@) .

I si ottengono, analogamente ai precedenti, dalle mie relazioni su operatori
differenziali (%)

n
nl(@D)? = Ei A, jpr—ittDugpi-t ,
1

n
D) = Zl A, i iDrgn—i1 |
1

(®) L. Toscaxo, Operatori lineari e numeri di Stmlsz generalizzati. Ann. Mat. Pura
Appl. (4) 14, 287-297 (1935-36).

(%) L. Toscawo, Sulla somma di alcune serie, Boll. Un. Mat. Ital. 16, 144-149 (1937);
Su gli operatori lineari associati, Atti R.Ist. Veneto 96 (parte seconda), 457-473 (1936-37).
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7. — La (21) si presta bene per stabilire nuovi risultati sui polinomi G.
E incominciamo con Dassegnare per essi nuove rappresentazioni.
Prendiamo le mosse dalle

0! L) = (¢ F 1)~ D™t F 1), _,,

! L (@) = (¢t F @) DUe™ F 2", _,

note per o = 0 (7). Sostituendo la prima nella (21) si ha

T n

G(z) — lim (@ F 1) (= 1) ik DI T 1) 24 F 1) =

) V’;'“
=lim (¢ F 1)7°[(t F 1)D J"e™"" F 1)*,
cioé e
(28) G = lim (¢t TF 1)@ F 1)D Jre=t@ 5= 1)*.
>0

E sostituendo la seconda si ha analogamente

(29) “ Gw) = lim (¢t F &)~ [(t F 2)D J"e™'(t F @)

50

I reciproci dei polinomi di LAGUERRE si possono rappresentare con (3)

S) apntaes /T e8I
n

an LM (

@€

n! Vs yntn !

Ed essendo
[ L (__1)nmn+1D‘"”;n—l
- : i e H
si ha pure
8. 1\ y—s far
L s — (ww_ll. pntatlpsie)n (____!_
©on! = gnetl

Sostituendo guesta nella (21) si ha

) N . Jese ) " e—sfe
GL@) = (— 1) e | N k,,,.;*l,i.;ﬂw'D*} —5 = (- 1)+ et (Di)» —
) < : ;
ciod
s e—six
. fala) e CES SETETS A PN
(30) G ( ;3) = (— 1 e Day C

T polinomi di LAGUERRE, considerati rispetto ad «, si possono ancora rap-

(") A. A. N1Jpaxm, Over een bejzondere soort van geheele functién, J. Van Boekhoven,
Utreeht 1896. .

(%) 1. Toscaxo, Suw i polinomi ipergeomelrici, Boll. Un. Mat. Ital. (2) 1, 224-229 .
(1939).
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presentare con (°)
(=1 e+ n +1) An an

n!x* (@ +1)°

L) =

Sostituendo nella (21) si ha

1)"I‘

G’('a)(w) Zt kn*rl zf—l '%“ ]) Z)Al
0

D’altra parte ¢ noto che (%)

szHMa+1w = (Aw)" ,
e quindi
(31) GOy = BT (N
Inoltre ¢ noto che () ‘
[ + 1)A]" = }_:, (— 1) (f;‘) (Aa)
e per la precedente segue

P(oc + 1)

[+ Ar =1 (1) 6.

F( + 1)
Per la (6) il secondo membro risulta uguale a (—1)"Gy*Y(z), e pertanto
si conclude che

32 (ast)y,, e + 1) . ™
#2 0l a) = T o DAY

8. - Facendo sempre ricorso alla (21) e a relazioni integrali su polinomi

di LAGUERRE, & facile ricavare le corrispondenti pe1 i polinomi G. Le pil espres-
sive sono :

o0

. ' 1)l —uli k
(33) [ e~ P T (24/um) G () da = = ))\ZT;;“” G G)’
i : oA
(34) [e==2227 (2+/0m) 3P @)dw = (— 1)'uel2e~"G~F+D(u),

6

(") L. Toscaxo, I polinomi ipergeometrici nel calcolo delle differenze finite, Boll.
Un. Mat. Ital. (3) 4, 398-409 (1949); Sviluppi in serie della funzione ipergeometrica
di Kummer, Atti Accad. Naz. Lincei. Rend. Cl. Sci. Fis. Mat. Nat. (8) 8, 590-597 (1949).

(1% L. Toscano, Operatori permutabili di secondo ordine, Atti Accad. Naz. Lincei.
Rend. Cl. Seci. Fis. Mat. Nat. (6) 23, 309-312 (1936).

(*1) Cfr. loc. cit. in (19).

— Rivista di Matematica
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el i 27
o (— 1)fwt® . . Lo -
con J (@) >6'“ 5 T e 21 = 1) funzione di BESSEL d; prima specie;
(35) /e‘mw“G,ﬁ")(m),Lf,’:’(m) de = (— 1) D(e + M 4 Dkoia mrs
At min{m,mn) :
(36) /e—%“Gf,?(w)G,‘.“’(m) dr = (— 1) S, D b b D, et o1 -
[}

1]
1
Le (33) e (34) si possono specializzare per o = - 5 La (33) corrisponde
alla relazione integrale di L Roy sui polinomi di LAGUERRE (%), la (34)
alla (1%)
/ e~ T 2V ua) L (z) dow = (—1)"u* e~ LI~ F=" ()
0

le (35) e (36) alle condizioni di ortogonalita.

9. — Passiamo infine alla ricerea di formule limiti. B noto c¢he (1)

1 — g)?
lim oL (o) = d—ar
a3 OO 7L'
B sostituendo nella (21) si trova
(37) o lim et @Y (aw) = (1 — @) .

[Rrdiee]

Questo risultato si pud pure ottenere direttamente dalla (2). Si ha

It i
o N or) = ), (— 1)F ———m"+;_j1 @i
ad o

Ma (15)

. n
() NY 1 7. o
7"]“:u1 el }_J,-’ ”"n.r (-r___,i ’
r \

VB }’ g DT a D
- .....Jr Vo, r (’I‘ — ’L) gt ?

(**y L. Toscaxo, Trasformata di Laplace di prodotti di funzioni di Bessel e polinomi
di Laguerre, Comment. Pont. Acad. Sei. 5, 471-500° (1941).

(¥) E. FeLpHEIM, Développements en série de polynomes d’Hermite et de Laguerre
& Vaide des transformations de Gauss et de Hankel, 1, Proe. Koninklijke Nederlandsche
Akad. van Wetenschappen 48, 224-239 (1940).

(%) G. Szre0, Orthogonal polynomials, New Jork 1939, (p. 372).

(*%) Cir. (). '
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da cui
N k1(1(:-)1 P41 V(2
tim 2 = (7).

R QA

E.risalendo.. .

lim o« "G (ax) = 2 (—1)i (;") @t = (1 — ).

a—»o 0

Dalla precedente espressione di 1%, ;.. si ha ancora

ARy S T et LR I A"
=3 .

n* ~r @ (i) 7! NETNG — 7

Draltra parte

Hm N]_L_'_______ =1 Lim gi_—"l‘)' nr -
N—>R ('n - ’L) I m? ’ > n!
e ()
1
Hm 2T e
n—=o0 nr rl2r
Allora ’
(a) .
. . 1
Hm Atbmeddl T
Hmr o nt 31927
Inoltre
(a) .
(— n2a)"G*(n2x) = S by vin-ier (— 1Y
v " & no x
e, per n —- oo,
38 Hm (— n2x)~rG P (n2p) = e-1/(22)
n
n—>0

Per ultima formula limite troviamo la corrispondente della ()

2 1 - 1 "
. n a"Lﬁ.lla +¢) <f + _2> = Ll— H,(x),
a0 @ @ n!
con
H,(®) = (— 1)re=2Dne—='l2

polinomio di HERMITE e ¢ costante.

(18) C. JorDAN, Calculus of finite differences, Budapest 1939, (p. 175).

(17) G. Pavamd, Sulla soluzione polinomiale della (a,x + ag)y” -+ (b + bo)y” —
—nby = 0, Boll. Un. Mat. Ital. (2) 1, 337-339 (1939); L. Toscaxo, Relazioni itra ¢
polinomi di Laguerre ¢ di Hermife, Boll. Un. Mat. Ital. (2) 2, 460-466 (1940).
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Sostituendo nella (21) si ha

. 1 7 . x 1!
ngy(1/a+c) :_I_) — — |\ g —in 1 Jo . nT.(a*+c) — —
w0 4 L) = B, 1 et G+
P LR e Ye L
& \iu.luux
e 1
(39) Hm @G+ {2 ) e (— 1) H () .
a->0 K a a® .

Ma si pud operare direttamente a partire dalla (1).
Si ha ‘
T

anG'()x/a’*’a«c) (

a

D’altra parte (| aw|<<1)

2 x? ar®  aat
ap L YTl =
log (ax ) > T3 :
L fl}g
lim log (ax -+ 1)Y**e=#l* — — 5

a—>0

lim (az + 1)He+eesla — o=+
>0

a—>

e risalendo segue

1

a—>0 @ a/2‘

Dalla formula di addizione (13) dei polinomi G, applicando la (39), si pud

ottenere quella dei polinomi di HERMITE.

lim @G+ ) (f + —-) — =PDre= — (— 1) H (@) ..

1 . .
4 ;) = (ax + 1)-1/:1‘—::0:0/& [(a(v + 1)D]"((l£[) + l)lla +6g—ula .

+ } + log (a‘”ﬂ?‘ 1)e,



