VirTorio E. BONONCINI (¥)

Sulle funzioni lipschitziane di due variabili. (*%)

8i danno esempi effettivi di funzioni di due variabili che mostrano l’in-
dipendenza -tra la lipschitzianith di ordine o, 0 <a <1, e lintegrabilitd
LA, 1< B<2, delle derivate parziali prime delle funzioni assolutamente con-
tinue secondo TONELLI. : :

1. - Sia y = f(z), « < <b, una funzione reale, assolutamente continua.
.E noto che in queste ipotesi la f(x) ammette derivata prima finita quasi dap-
pertutto e tale derivata & integrabile L; & pure noto che se la f(2) possiede
la derivata prima integrabile L/ (8 > 1), allora la f(s) & lipschitziana di ordine «
(lip ) in senso generalizzato per ogni o<1 —1/8. Viceversa dati ad arbitrio
due numeri reali «, 8, 0<<a <1, $>1, esistono funzioni di una sola varia-
bile qssolu’mmente continue, lip « e la cui derivata prima non & integrabile LA ().

(*) Indirizzo: Istituto Matematico «S. PINCHERLE », Universita, Bologna (Ttalia).

(**) Ricevuto per la stampa il 10-1-1950.

(1) Diamo qui un semplice esempio. Se o < <1-— 1/(3 allora la funzione f(x) = 2%,
0 <z <1, & assolutamente continua e la sua derivata f/(#) = aw*! non & integrabile L#
essendo B(oc—l ) < — 1. Finalmente, se O<a<a’'< 1, a,llom 0 < fla')y—f(w) = v'*—a®=
= g — a)fl< (@ — ) essendo 0 <w< E<a'<], O<a< L Percid f(z) & lip o

Sia o >1—1/B e percid, posto v = Bla—1) +1, & 0<y<a<l. Sia 3, =n" —2laty),

‘=1, 2,...). Le serie- z 8> z 32 sono convergenti, mentre la serie z 3z & diver-

n=1 =1
gente. Poniamo @y = 0, @, = 2(3; + 3 + . + &), (n=1,2,..), 0 =limu,, onde
-0

@, = :Ln_; =28, 0=m<®<..<w Ponlamo flw)=10, f[&)}= (@—z,)" so

wn.—l <@ \q‘n —1 + Sna f(%) (a‘n_/v)a 3@ Xy + Sn <T <wn! ('n = 1 2 )- La’ fun"
. z, .

zione f(z) & cosi definita, continua e non pegativa in (0, »). B poi [ | (@) | dow = 2382,

e percid dalla convergenza della serie > 32 segue I'integrabilith L della f(z) in (0, »)
Re= 1 . o
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Da quanto sopra, segue che Pintegrabilitd If con 8 > 1 della derivata prima
implica la lipschitzianitd della f(z), ma non inversamente.

Per le funzioni f(z, y) di due variabili #, ¥, assolutamente continue secondo
ToNerLr (ACT), le cose vanno diversamente, nel senso che lintegrabiliti
Lf (8 >1) delle derivate parziali prime e la lipschitzianitd della funzione-sono.-

fatti completamente indipendenti.
Nel presente 1:w010 si dimostrano con esempi effettivi le seguenti pro-
posizioni:

a) Dati ad arbitrio due numeri reali o, B, 0 <o <1, 1< B <2, esistono
funziont di due variabili ACT, non hp o, dotate di derivate parziali prime inte-
grabili L°.

b) Dati ad arbitrio due numeri reali o, B, 0 < o<1, 1< B, esistono fun-
ziont di due variabili ACT, lip «, le cui derivate prime sono non integrabili L,

Rimane perd ancora aperta la questione se lintegrabilith L/ con B>2
la. delle derivate parziali prime implica o no la lipschitzianitd della funzione
. stessa (2).

2. — Si dice che f(w,y), (@, y)el ¢é lipschitziana in senso generalizzato, o .
lip o nell’insieme I, se esiste una costante ¢ > 0 (finita) tale che

| /(P") — f(P")| < o(P'P")"

per ogni coppia di punti P’'=(«,y’), P"==(2", %") di I, indicando con (P'P")
distanza dei due punti P’ ¢ P’. Se a =1 la f(a;, y) si dice lipschitziana, o
lipl,.in I. ‘ '

e quindi f(x) & assolutamente continua in (0, ). E ancora / [ (@) |8 Ao = 20837 e,
) n-1
percid, dalla divergenza della serie Z 3 segue che f'(») non & integrabile I.f in (0, w).
. =]
Siano ora @, &’ punti di (O,co). Se @,y <T< X< Ty + S, OPPUTE Ty + 3, < 2<
<z’ <, o) — flw) | <o’ —w | Se a;n-1<7,<mn__1+
+ 8, <2’ <, allora { 1) —fla) | <| 1@ —f@) | + | fa)—1@) | <
<2(%" —x)%, ove m=uwm,,+ 05, e si & tenuto conto della 1‘e1azione ut + v* <
2(w + v)% 4 >0, v >0. Analogamente, in ogni caso che si ottenga in relazione alle
seguenti alternative: x € (%,—y, 2,y + 8,), x € (% + 3,, rL,,), e 2 €Ty, Tppey + O2)
% € @y + Oms @) m <m. Sia infine w, ., <z <z, 2 =cw. Allora | flae) — fle) (
o —w [* <82 28y + Snge + . )2 < 3227934 = 2% [n: (n+1)] — 2et/(or + v <2
T cost dimostrato che fa) & hp o in (0, ©). )
(%) La sola esistenza di funzioni verificanti le condizioni delle proposizioni a) e b)

era stata precedentemente provata dal CappETTI, con metodi topologici, nella sua tesi
di laurea discussa nella Universitd di Pisa nel luglio 1942.
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Diremo costante di lipschitzianite di ordine o di f(z, ¥) in I il numero

et L= 1)
¢ == extr sup (I)/Pl/)a

’

per ogni coppia di punti P, P" di I, P &P,

3. — Una funzione f(z, y) definita nel quadrato = (0, 0; 1, 1), di vertici op-
posti (0, 0), (1, 1), si dice assolutamente continua secondo Toxgrrr (ACT) se,
- per quasi tutti i valori z e y di (0,1) le f(w, y) e f(, y) sono funzioni assolu-
tamente continue rispettivamente della ¥ e della x in (0, 1), e se inoltre le
variazioni totali V,(z), V,(y) della f(z, %) e f(=, ¥) in (0, 1) sono funzioni, ri-
spettivamente della z e della y, integrabili in (0,1) (3).

Qualora f(w, ), continua in @, sia assolutamente continua come funzione
della sola @ per quasi ogni ¥ e sia assolutamente continua come funzione della
sola y per quasi ogni x, allora per I'assoluta continuitd secondo TONBLLI

. T B . s s
occorre e basta che le derivate parziali prime 5o gy Slano integrabili L in Q.
x ey

4. — Consideriamo la funzione f(z,y) cosi definita
(= )2 - (y )2
o) B LYZI e o 4 g,

1) z=flo,y) = e

0 per ogni altra coppia (x,y) di Q.

essendo il cerchio € = [(@ — @)% + (¢ — 1Y) < #?] contenuto in @ = (0, 0; 1, 1),
v un numero reale, 0 <<y <C1, k ed » costanti positive.

Ci proponiamo di vedere se la funzione (1) ha derivate parziali prime inte-
grabili Lf, con 1< P<2, e di calcolare la costante di lipschitzianita Coy
(0<a<<l).

Osserviamo anzitutto che in luogo della (1) si pud considerare la funzione

/ |
) &= ;L;' (@ + g2, (@, 9) € ' = [a2 +- y2<r7).

Averndosi dalla (2)

b , B pi2)—
4 =Xy, g = Tyt 4 )0
;

x v
riesce

- N hb~B , ' )11 -
7= ([ + 151wty = <5 [ Clalf + 1yl he + o doay.

54 o

(®) L. Tonsrvi, Sulla quadratura delle superficie. Atti Accad. Naz. Lincei. Rend.
Cl. Bci. Fis. Mat. Nat. (6) 3, 633-638 (1926).

30 — Riwvista di Matemalica
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Passando . a coordinate polari p, 0 risulta

. ]l,ﬂyﬁ 4 1)
3) Tp =N / A=D1
. J
ové” .51 & postdw
2n
2y = [ {|cos 8]F + |sen 6]/ }a0.

0

Se B(y—1) -1 <0 lintegrale a secondo membro della (3) & generalizzato
e per la sua esistenza deve risultare f(y —1) +1>—1 ossia v>1—2/B,
condizione quest’ultima manifestamente soddisfatta per essere 0 < v <1,
1B,
Dalla (3) segue

: ~Bp B2 5
Tp=1y W‘Z s
in particolare
Yhr

Jy= A .
1 71_\{_%*1

Determiniamo ora la costante ¢, di lipschitzianitd. Si ha

| Ny far\r!
1~‘h(m» +—h(~ :
| r r) |

,ia ’

¢, = extrsup "
0<a s |« —a

s ’7

@ @ .
e, posto — = @, — ==y, risulta
L >

h | —y7 |
Cp= — extrsup —— .
¢ g - lo —y e
0<la1 Mg

0Ly <1

zky

Consideriamo ora nel quadrato @ la funzione cosi definita:

(4) (@, ¥) = ]]x: :; ;l,"i

per z==y, ox,y)=0 per z=y,.

Per « <<y 1a (4) ¢ continua in tutto @; per o = v la (4) & continua in tutto Q,
eccetto l'origine. In tutti i casi si ha la continuitdh per o <Cy. I punti (0, 1),
(1, 0) della frontiera di € sono punti di massimo assoluto per la (4) ed @&
(P(Oa 1) = CP(ly 0) = L. ' '
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Segue
“h

(,u g ,’;; .

“tatadi-derivate parziali pnmz’ mz‘e(/) a(nm JJ Ve o é [5» $0410 datz WUMETT wam,m ‘

O<(7.<1, 1<§\\_’.
Consideriamo ora la funzione f(w, y) definita ponendo

se (#—@,)% + (Y —y,)< 7y,

71 1 . ; (Kl.‘/ - mn)g + (y - yn)z [7/2‘
b - \y

2
r!l

0 per ogni altro punto (@, %) di Q,

ove i cerchi (', = [(#—=,)* + (y — y.)? <77] sono cerchi di Q a due a due

senza punti interni in comune e v e un numero reale, 0 <<y <C1.
Supposto ora che ,

lim bk, =0, Hm #, =0,

N0 NP0

le condizioni che devono essere soddisfatte affinché la (5) goda delle proprietd

richieste sono le seguenti: ‘

‘%

3 NY A2 . !
(6) D hETF convergente
. =]
2 \
(7) }J loyr, convergente ,
ne=l
. ) . b
(8) lim = = -+ co.
T(l.
o Ty

3 ~

Le condizioni (6), (7), (8) assicurano rispe‘rtivamente che le derivate par-
ziali prime della (5) sono L?, che f(x,y) & ACT e che flz, y) non & lip o.
‘Le suddette condizioni sono tutte verificate ponendo
1
by = x/Mﬁ ’ Ty == Pyl
Invero 1a serie (6) diviene

s \n
22 2— (C)(aﬁ-/h"‘)‘?’-ﬁ) ?

e quest’ultima serie riesce convergente per essere 1< 8 <2
La serie (7) assume la forma

1 & @
E Z(z(u/")%—l) ’

n=1

d

e questa per essere (o/2) -1 >0 & convergente.
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Infine si ha

h’n Qun -+ 1
im — = lim ——= = - co.
nepoo Ty T Qun(2

D3
3]

"~ Se ora poniamo @, = ¥, == it (n'=1,2,3,.77), 1 centri dei eerehi ¢,
sono sul segmento di estremi (0,0), (1,1), ed essendo 0<Twm, 47, <1,
O<y, <l e

) . 3 1
[(wn - "’L:H*I‘l)‘2 T (?/n - ynﬁ-l)z]llz > @y = Bpgq T Snie - onil T

i cerchi C,, (n=1,2,3,...) sono tutti interni a @ ed esterni I'uno all’altro.

8. — Osservazione I. Pilt in generale si pud costruire una funzione f(, )
(@, ) € Q@ = (0,0:1, 1), che sia ACT, dotata di derivate parziali prima inte-
grabili L”, non lip « con o> 0 piccolo a piacere. Allo scopo, in luogo di

. 1 . 1 1 R 1 . o
Ry = .. poniamo h, = —== CON o, == ~=, clOC fy, == = . Si verifica fa-
'\/2)”( A/ gnay 'v/ n 9lnj2

cilmente che le condizioni (6), (7), (8) sono soddisfatte e pertanto la funzione
() & ACT in @, ha derivate parziali prime integrabili Lf e non & lip « con

o >0 comungque picecolo.
Osservazione 1T. Quanto sopra vale anche per « e f reali tali che 0 <<« <1,

1<B<4, a>z(zl —@).
‘ I} P/

7. — Bsempio di ﬁmz'imw flm, ), (v, y) € @ =1(0,0;1,1), ACT, lip o ¢ do-

tata di derivate parziali prime non LP, ove o ¢ B sono dati numeri realt,
0<a<l, B>1.

Riprendiamo la funzione (5) e vediamo se, scegliendo opportunamente
oy, Tw, ®>>0, & possibile fare in modo che la (5) stessa risulti ACT in
Q'= (0, 0; w, »), abbia derivate parziali prime non integrabili Lf e sia lip «.

Supposto anche ora che lim kb, = lim7», = 0, le condizioni [analoghe alle

klaeratee] >0

(6), (7), (8)] che debbono essere soddisfatte sono le seguenti:

>
Y Ty . '
9 > rfEf divergente f

ne=1

b
Nl
(10) N B convergente ,
- n=1 R
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hy hy h, L.
a1 — = .., -, ... limitata .

? ?
FaLd 1L (L
N e

Le condizioni (9), (10), (11) assicurano rispettivamente la non integrabi-
Lith Lf delle demthe parziali pmme, I'agsoluta continuitd e la lipschitzianitd

della funzione.

~ Le condizioni su esposte sono tutte soddisfatte ponendo
’ 1 ] 1
@+ Doflog v+ D7 "7 w1

(12) by =

1
ove o = —— ,
1 4o

Esaminiamo le diverse condizioni.
La serie (9) diviene '

2 1
2
2;‘ (n + 1)#ab—B+{log (n + 1y’

e quest’ultima serie diverge per essere x(aB— B 4+ 2) < 1.
‘La serie (10)'assume la forma

i 1
A+ Dresilog (o + 1))

e poiché (o + 1) =1 quest’ultima serie converge.
Infine si ha -

; ; 1
(13) lim o = lim - = (.

nse Ty n—ser 10 (0 - 1)]2

B cosi verificato che le condizioni (9), (10), (11) sono soddistatte.

c . : s . . 22
Fissiamo come valore di o il pit grande dei due numeri .,i_iw.)7
) A
2 2—0()
__(,,.,. P sto (4)
l—o.

h; = B+l (G=1,23,..,

si trae h1 =1, hy 22, by >3, ..., hyy > h; e di pit essendo
hi—i—l"“hi.: E[(l + ,I:)(l-*—a)]a] E(%(l-#a)/a) >E(@(1—La)/a _.L_ + o lla) E(,i(lﬁ-a)/'u) ~,‘~

1+« . . ; :
ove - >1, i1, risulta oy —h; > 1 e percid

1 =< 7&2k< h? < .. < By < Bpay <

v (%) Essendo B(i(t+a)e) = parte intera i 1+«
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Per ogni intero n esiste un intero p tale che b, + 1 < n < Ayuy.
Poniamo
By == orhﬁ-%‘] -+ 27.1;],-{‘2 + ..+ 2'rn—«l + 1y 3

Y= 20y A Mgy O g E T : B —

In tal modo 1 cerchi ¢, di centro (x,,¥,) e raggio r, sono a due a due senza
punti interni in comune. Proviamo che essi sono tutti interni a Q.
Infatti, per ogni p,

Bp1
Iy = 27'%—{-1 + 2?”;1?.;.2 + 27'h17+1 = 2 2 7; =
j=hy el
By 1+l

Bpi1 1 oo ] . D2t . ]
=2 ) S A S & — =
=2 2 <t X st gy ®

F=Ry,+1 §=h, +1 v
? » Byl

— 9. ..._:!‘___ 71-—2 hl_"f- — ___2_‘_ h¢1](1+a) hu.’(l +a)
== &4 (Lm+1“‘" P )——— ('7!4—1 — R, )<

1—x 1 — %

< [p - 1 — (p(1+u)/a __1)(1/(1-}-(1)] .

1—xn

Dalla nota relazione (4 — B)" > A™— B™ per tutti i numeri reali
A>B>0, 0 <m<1, risulta )
(p(1+a)la . 1)(1/(14(1) > p— 1 ,

e pertanto

2 4 41 + o
Z,,<1—~(p+1—p+1)= = ( )<w
— 1— ol
per ogni p=1,2,3,....
Inoltre
o <o 1
L= 201 + 2040+ 2hpts + oo = 21 2 ,,% Tagtr = 2177 - 2 ,,%i (o1 2" ;
e poicheé :
(s + 2)7 = [Bp®+ol) 4 2] > (ptralelOse) — prle
si ha '

L < 20+ -%22-}[—<2(1 + ! )
pHe \ =1

=1 ptie
Dalla relazione
1 2 1 1

<M -1 4 —— 3,
m—1 o —* m——l()

el

(%) 8i veda, ad es., E. Goursat, Cours d’ Analyse mathématique, T.1, Paris 1902, (p.379).
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valida per ogni m > 1, risulta

1 2(2 —
L<2(1 +1 -+ ):.-:( “)gm

1__1 I—oa
% /

Lia funzione (58), con le posizioni fissate (12), é ora definita in @, & ivi continua

©0
perché h, -0, ¢ ACT come risulta dalla convergenza della serie Z b, e
. Nne=1

ha le derivate parziali prime non Lf in @’. In forza della (13) esiste un numero

by, R . . 1
M > 0 tale che o < M per tutti gli ». Dobbiamo dimostrare che e lip .

n
Allo scopo ragioniamo nel modo seguente: se P’, P’ sono entrambi foori dei
cerchi C,, riesce

f(P) —f(P") =0

se P’ & interno ad un cerchio C, e P & esterno a tutti i cerchi C,, allora per
ogni punto P della perviferia di C, si ha f(P) = f(P),
o,
o

| (P — f(P") | = | () — {(P) | < =2 (P'P")" < H(P'P'Y".

Supponiamo infine che i punti P/, P” appartengano rispettivamente ai due
cerchi C, e C,. Diciamo P;, P, i punti delle periferie di C,, €, che appar-
tengono al segmento P'P". Allora f(P,) = f(P;) =0 ¢

FHP) —f(P") | < AP —f(P) | + [ f(P) —f(Po) | + | (P) —f(P") | <
< M(P'PY)" + M(P,P")* = M[(P'P)" + (P:P")").
Dalla nota relazione A* 4+ B*<{2(4 + B)*, con 4 >0, B> 0, riesce

(P’Pl)a + (PEPll)a < 2[P1P1 + P2Pll]a<2(1)l1)ll)n’
¢ pertanto
| HP') — f(P") | < 2 M(P'P")".
Cid dimostra che f(z,y) ¢ lipa in §'=(0,0; 0, o).

Possiamo quindi concludere che la funzione f(oz, oy) soddisfa a tutte le
condizioni richieste nel gquadrato @ == (0, 0; 1, 1).






