Jauriks COBCCcONT (%)

Una proprieta caratteristica o
delle trasformazioni assolutamente continue. (**)

~ Osservazione, durante la correzione delle bozze di stampa. La presente Nota fu gia,
in sunto, l'argomento di una. mia Comunicazione al 3° Convegno della Unione Mate-
matica ltaliana, tenutosi a Pisa nel settembre 1948. £ avvenuto che nell’anno 1949,
in eui presentai questa mia Nota per-la stampa, il Rané ritrovo il mio teorema.
Vedasi:

. T. Rapd, On essentially abwlutelzj continuous plane l?ansfm mations. Bull. Amer. Math.
Soc. b5, 629-632 (1949)

Mi trovo ora ‘costretto a pubbhcme egualmente la presente Nota in' quanto’ essa

& strettamente collegata ad altro mio lavoro che esce in questo stesso fascicolo e che
venne presentato contemporaneamente all’attuale Nota-per la stampa in questa Rivista.

Introduzione. -

Siano @ = a(u, v), ¥ == y(u, v) due funzioni continue nel quadrato uni-
tario 4 del piano wv e sia T la trasformazione piana continua

(1) T: 2 = (U, V), Y = y(u, ), (u, v) € A .

Allo scopo principale di studiare il problema dell’area delle superficie in forma
parametrica sono state proposte. varie definizioni di trasfmmazmne piana
«a variazione limitata» ed « assolutamente continua». Tra le pitt notevoli,
per quanto corrispondenti ad un significato dell’area dlverso da qtello del
LEBESGUE, sono le definizioni date da 8. BAvAcH [1] e da G. ViraLl [8] le quali
costituiscono una diretta generalizzazione del concetto di funzione di una
variabile «a variazione limitata » ed «assolutamente continua ».

In relazione a queste S. BANACH [1] dimostrd una proprieta caratteristica,

(*) Indirizzo: Istibuto di Matematica, Unwer&ta, Pisa (Itaha)
(**) Lavoro ricevuto il 10-XTI-1949.



434 J. Ceccoxt: Una proprietd caratieristica

gitn osservata anche da B. LEevI [5] per le funzioni di una variabile, espressa
dal seguente

Teorema. Condizione necessaria e sufficiente perché una trasformazione
piana continua «a variazione limitata secondo BANACH » sia cassolutamente

nulla in un insieme di punti di misura nulla.

In questi ultimi anni L. Cesari [2], [3] ha dato nuovi concetti di trasfor-

mazione piana «a variazione limitata» (B.V.) ed «assolutamente continua »
(A.C.) -che permettono di caratterizzare rispettivamente le superficie di area
finita secondo LEBESGUE ¢ quelle la cui area, supposta finita, & espressa dal-
Pintegrale classico.
\ Qu&si contemporaneamente ed indipendentemente T. RapO e P. V. RE1-
CHELDERFER [1], hanno esteso per altra via le definizioni di 5. BANACH e sono
pervenuti alla- considerazione di trasformazioni piane «2a variazione essenzial-
mentfe limitata » (e.B.V.) ed «essenzialmente assolutamente continue » (e.A.C.)
che, come ha fatto vedere T. RaAD6 [6], coincidono rispettivamente con quelle
date da L. CusArr. B notevole il fatto che per tali trasformazioni continue
1a proprietd- caratteristica enunciata da S. BANACH non sussiste, come ha fatto
vedere L. GIurLiano [4]. Scopo della presente Nota & di dimostrare che sussiste
invece una proprietd caratteristica del tipo di quella di -S. BANAcH limitata-
mente ai punti che appartengono ai continui cosi detti essenziali.

Precisamente dimostro il

Teorema. Se T ¢ la trasformazione piana (1) e se essa ¢ B.V., condizione
necessaria e sufficiente perché essa sia A.C. ¢ che detto I Uinsieme dei punii che
appartengono @ qualche e.m.m.c. di A, per ogni imsieme I di A per il quale ¢

E-I|=0 si abbia | T(E-I)|=0.

1. — Definizioni e notazioni.

Sia B Plinsieme limitato e chiuso del piano @y i cui punti sono immagini
di qua-lcl}e punto di A4, sia ciot B = T(4). Sia I un quadrato, con i lati
paralleli agli assi », ¥, che contiene nel suo interno Uinsieme B. Se (x,y) ¢&
un punto di B esiste in 4 un insieme non vuoto di punti (w, v): V'insieme dei
modelli di (z y). Tale insieme, che & indicato con Iz, ), ¢ chiuso ed i suoi
componenti sono dei continui, ehe possono ridursi a punti, ai quali si da i
nome di continui modelli massimali (m.m.c.) di (z, ¥).

Sia ¢ una curva di JORDAN semplice chiusa orientata in 4. Allora ¢ & tra-
sformata da T in una curva continua chiusa orientata, non necessariamente
semplice, del piano wy. Sia ¢’ tale curva. La funzione O(x,y;c) & definita
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come segue: se (7, ¥) appartiene a ¢’ allora O(, ¥; ¢) == 0, altrimenti O(=, y; ¢)

& uguale all’indice topologico del punto (x, y) rispetto a ¢’. Sia R una regione

di JorpAN di connessione finita e sia D = ¢, +'¢, + ¢ + ... + ¢; il contorno

orientato di R. La funzione O(z, y; R) & definita come segue: se (v, y) appar-
14

tiene o~ T(D)y & O(z;y; Ry =0 altrimenti-& 0(z, 5 R} "*‘E**O(x;y-;"~~c;):’“Si:‘x iy
i=1

una regione di JORDAN, R c 4, essa sard chiamata indicatrice per un punto
(%, ¥) quando si avrd Oz, y; Ry = 0. Un ma.e. v di (2, %) sard chiamato
essenziale (e.m.m.c.) se ha le seguenti proprietd: o) y< 4% B) se G & un
insieme aperto tale che y < & allora esiste una regione indicatrice K per (, ¥)
tale che y < B’ c G.

La funzione W(z, v; 1), molteplicita r1ssoluta, é stata deﬁmta da L. CBESARI

nel seguente modo: W(z,y; T) = extr supZ|0 Y5 Bi) | ove Pyy Day..oy D

¢ un gruppo finito di regioni semplici di JORDAN, appaltenenti ad A e senza

punti interni in comune.

La funzione k(z, y; T) & stata definita da T. Rap6 e P. V. REICHELDERFER
i guali hanno dimostrato che «k(z, y; ') ¢ uguale al numero degli e.m.m.c.
di (@, y)» . Per tale ragione essa & stata chiamata funzjone di molteplicitd
essenziale.

Le funzioni W(z, y; T), k(x, y; T) sono state confrontate da T.-Rapd [6]
il quale ha dimostrato che queste funzioni, per ogni trasformazione piana
continua coincidono, salvo al pilt per un insieme numerabile di punti (z, ¥).

Entrambe le funzioni W(z,y; T), k(z,y; T) sono semicontinue inferior-
mente, esistono percid (finiti o + oo) gli integrali

W) = [[ ¥, y; ) dndy = [ a, y; T) dwdy
K K

che esprimono la variazione totale della trasformazione 7. Se W(T)<< + oo
la T & a variazione limitata (B.V.).
La trasformazione T viene detta assolutamente continuna (A.C.) se
a) per ogni ¢>0 pud determinarsi un numero o> 0 tale che per
ogni gruppo di 4poligoni semplici di 4, {py; s=1,2,...,2}, a due a

due senza punti interni in comune e tali che X |p.|<o, si ha
§=1

> /! (@, Y5 ps) | dwdy <5
s=17
b) per ogni poligono p, di 4 e per orrm SlldleISl()D(, {rss=1,2, .., n}
di p, in poligoni semplici si ha W(T,,o) = Z W(r,); ove I', (§=0,1, ..., n)
i1 . i 8

¢ la trasformazione piana Tps: x = m(u, v), ¥ = y(u, v), (¥, ) €p,.

29 — Rivisia di Matematica.
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2. - Dimostrazione del Teorema.

a

La condizione & sufficiente. Dimostro intanto che & soddisfatta la condi-
zione a) della definizione di A.C.. :

Suppongo, per assurdo, che esista un ¢> 0 ed una successione di gruppi
di poligoni semplici, ogni gruppo essendo costituito da un numero finito di
poligoni appartenenti ad 4, a due a due senza punti interni in comune
(Ps;s=1,2,., 9}, n=1,2 ..., tali che

‘ ‘Vn' 1 ‘V

fq .y ~

S e < S [ 10y p) | andy > > 0.
s=1'K

P

§==

Intanto, poiché 7' ¢ B.V. le funzioni caratteristiche risultano integrabili
secondo LEBESGUE, si pud percid, in base allo ¢ > 0, sopra fissato, determi-
nare un ¢ > 0 tale che per ogni insieme J misurabile di punti di K di misura

< ¢ si abbia

,/IF({L‘, y; T)dzdy = // ke, y; Tdedy < e.
J J
Per ogni n (con % =1, 2,...) considero i seguenti insiemi:
F,, insieme dei punti del piano wv che appartengano ai poligoni {ps;
s=1,2,..,v,} dell’ennesimo gruppo.
H,, insieme dei punti del piano «y per i quali si ha Wiz, y; T)=

Y

)

MM‘

= K, y; T)+ + oo, >, | O, y5 )| + 0.

ey

@,, & insieme dei punti (u,v) che appartengono agli m.m.c., essenziali se-
condo T in p™ (s = 1,2, ..., v,), dei punti (»,¥y) e H,.
F, F = maxlimF,.

n—»c0

@, @ = maxlim@G,.

> co

Sugli insiemi cosi definiti osservo quanto segue. Gli insiemi F,, H,, G,
F, @, sono misurabili. Si ha |F|=0, G,cF,, |G|=0. Si ha ]H"[>o-
Se fosse infatti | H, i <o si avrebbe

e<< i[j! O(z, y; pin) Idw’dy = // 2 l Oz, y;5 p (")) ldwd’lj =

=1 1, a1

[\ qu, y; pM) |dwdy < //‘F(a?,y; Tydwdy <ce.
H, ;



delle trasformazioni assolutamente continue 437

L’insieme &, & non vuoto, infatti I’insieme H, & di misura positiva e per
clascun punto (w,y) di H, esiste un poligono indicatore p™ che contiene
almeno un e.am.m.c. di (@, ¥).

Evidentemente ¢ T(G,) = H, e G, c E; percid & anche G c H.

Provo ora che T(@) = maxlim T(&,).

TS €O .
Intanto T(G) c max lim 7(@,). Infatti se (z,y) e T(@) esiste un suo
305 !
e.m.n.c., sia y, che appartiene ad infiniti @, (con n = n,, Nay cvey Ty onn) ©
percid (#, y) € T(G,), (0 =y, Mgy ...y Ny,...) e quindi (%, ) € max lim 7(G,).
n— 0
Viceversa se (z,y) e max lim 7(@,) vorrda dire che (@, y) appartienc ad
N 00
infiniti T(G,), (n = n{, n, ..., n,,, ...), esistono percid altrettanti e.m.m.c. di
(w, ¥) in ciascunc di tali (r',,, Precisamente v; < G.f, Y. C Gy, ..., Yu C Gty ones

ma poiche k(@, y; T) + -+ co, esiste solo un numero finito di e.m.m.c. di (@, ¥),

e percid uno almeno di essi, sia v,, appartiene ad infiniti &, e qu111d1 a G
di conseguenza (@,y) € T((’) Sl ha allora :

7(G - BE) = T(@) = maxlim 7(&,) = max lim H,
=D N>
e quindi

| 2(G-B) | >maxlim | H, | >¢
n—>w

Ma |G- E| =0, si & cosi pervenuti ad. un assurdo.

Dimostro ora che & soddisfatta la condizione b) della definizione di A.C..
Per ogni poligono p <A considero la trasformazione 7', definita dalle equa-
zioni Ty: @ = x(u, ), y =y(u,v), (4,)ep.. .

Sia p, un poligono semplice di 4, {p,; s =1, 2, veey ,n} una suddivisione
di p, in » poligoni semplici a due a-due senza punti interni in comune. Sia N
Pinsieme dei punti (#,y) in cui & k@, y; T) = + oo.

Per ogni punto (#,y) di K—N, k=, y; T, ) da il numero finito degh‘
m.m.c. di (@, y) essenziali in p,, si ha percid

k(w, y; T,) > }; k(w, g5 T,,) -

Sia allora A l’insieme, di misura nulla, di punti (w, v) che appartengono alle
poligonali che costituiscono il contorno dei poligoni p,, (s =1, 2, ..., n). Con-
sidero un punto (,y) e K— N in cui sia k(z,y; T) = p. Se le linee che
costituiscono A non incontrano gli e.m.m.c. di (z, y) in p,, siano essivy:, va,-.., Yo
allora tali m.m.c. seguitano ad essere essenziali rispetto ai poligoni p, (s =1,
2,...,m) cui sono interni e nella relazione seritta sopra vale il. segno di
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uguaglianza. Altrimenti si ha che A incontra l’insieme ZY,_- ed ¢ quindi

=1

(@, y) € T(h- 21 v:) € T(n- ),

Ma | T(\:B)| =0 per essere [ A E| = 0, & pereid, quasi dappertutto in K,

2, k@, 5 Th) = k@, y5 Tn)
¢ quindi

W(Ty,) =

:LM=

W(T,) .

La sufficienza della condizione ¢ completamente dimostrata.
La condizione ¢ necessaria. Cio risulta dai seguenti fatti:
a) Se T & A.C. essa & anche e.A.C., ed anche A.C.E. [6], [T].
b)) Se T & A.C.E. ese I ¢ un insieme di punti di 4 per cui & | E-I|=0
allora & anche | T(E-I)| =0 [7].
Il teorema enunciato nella introduzione & cosi completamente dnnostra,to
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