GIOVANNI AQUARO (%)

Un teorema di media per le equazioni dell’Elasticita. (=%
1 q

Introduzione. {1 teorema della media di GAUSS, come & ben noto, assegna
ad- una funzione armoniea in un dominio sferico, quale valore nel centro, la -
media del valori ¢he essa assume sulla frontiera.

Questa proposizione, che esprime una proprietd caratteristica delle fun-
zioni armoniche,  permette di stabilie un ragguardevole numero di risultati
ormai classici nella teoria delle dette funzioni.

Il prof. PICONE mi ha espressa la convinzione che un teorema analogo a '
quello di GAUss possa stabilirsi per le soluzioni delle equazioni della Elasticita.

Nella presente Nota si indica appunto, per le soluzioni di tali equazioni,
un teorema di media che, in un lavoro in corso di preparazione, viene dimo-
strato essere caratteristico per queste soluzioni.

1. - Indichiamo con ¥ un dominio sferico di rageio R e di centro nel
punto P, dello spazio.

Dicendo che s(P) & un wettore elastico in % intenderemo che le sue com-
ponenti sono funzioni di P, regolari in detto dominio e che, nei punti interni
ad esso, risulta:

{1) . k grad, divy, s(P) —rotp rotp s(P) = 0,

dove gli operatori grad, div e rot sono affetti dell'indice P per ricordare che

4
essi agiscono sulle coordinate del punto P, ed & k> 3

Posto h = k—1, ricordiamo che la (1) pud sostituirsi con

(2) A;s(P) + 2 gradp divp s(P) =0,

(*) Indirizzo: Istituto Naz. per le Applicazioni del Calcolo; Piazzale delle Scienze, 7
- Roma (Italia). ;

(**) Lavoro eseguito nello « Istituto Naz. per le Applicazioni del Caleolo ». Rice-
vuto il 7-VI-1950. ‘

28 - Rivista di Matematica.
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essendo A,s(P) il vettore che ha come componenti le omonime componenti
di s(P) alle quali si sia applicato Poperatore di LAPLACE, vispetto alle coordi-
nate di P. '

Poiche per ogni vettore elastico s(P) la funzione divy s(P) = O(P) risulta
armonica ('), la (2) implica, con facili caleoli, che all’interno di X deve risultare

(3) A S(P) *?(-PﬂPu)@(l")r =0.

2
: it '

Conseguentemente, se s(P) & clastico in X all’interno di tale dominio esiste

(*) Una dimostrazione di questo fatto, basata solo su alcune semplici proprieta.
integrali dei vettori elastici, pud essere dedotta da una mia Nota dal titolo Sul calcolo
delle deformaziont di uno sirato sferico élastico, in corso di pubblicazione nei « Rend. Ace.
Naz. dei Lincei ». Il ragionamento che si -segue, nelle sue grandi linee, & il seguente.
Seritta la (1) in coordinate polari con polo in un punto P’ interno a 2, se ne considera
la componente secondo il raggio vettore e la si integra sulla frontiera del dominio sfe-
rico 2, di centro P’ e raggio o, interna a X. ' '

Detto v(Q) il versore della normale interna ad I‘ZL, nel suo punto @, mdlcaio con
dF X,(Q) Pelemento superficiale di FX,, e posto

(a). Culp) = — f S(Q) X 0(Q) AF ELQ) .

}?\()
con facili calcoli [efr. le formule (10), (11) e (12) della Nota citata] si trova:
d {1 du(p)] 0
dp |p* dp '

Se ne deduce

2 fd
'O

3
{__
(]

ulp) =

[\

con o e B costanti di integrazione. Ma per g — 0 la.u(p) tende a zero e per ¢id deve
essere 3 == 0. Richiamata la (a) e applicando al suo secondo membro il teorema della.
divergenza, consegue:

) 1
divp s(P)dT(P) = 3 g’

.

b e

> 4\‘\\. )

4

P . - . ’, ‘ .

e, dividendone ambo i membri per mis 2, = =Tp®, per p — 0 si trova:
N b

o = 47 divp s(P),

e quindi ®(P) = divp s(P) & armonica.
] y:
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un vettore w(P) armonico (le cui componenti, ¢ioé, sono funzioni armoniche)
tale che sia:

) S(P) == ¥(P) — 5P — P)O(P).

Indichiamo ora con X, un dominio sferico di raggio o << R e centro Py,
cioe eoncentrico a Z e ad esso intemo con la sua frontiera
in X, ogni vettme s(P) elastwo in 2 pud essere dﬁcomposto con la seq Jll(’)?té’ fm—
mula:

(5) C s(P)=o(P) + (ot — P, P?) grad, o(P) ,

wm cut o(P) ¢ le componenti del vettore o(P) sono funzioni w{qolao@ ed armoniche
in X,. :

Infatti in X, la funzione O(P) & regolare ed armonica, onde puod essere
rappresentata mediante la formula di PoIssoxX e si pud serivere:

O(P) = Cary,)

dove @ varia sulla frontiera FX, del dominio X, e dF X,(Q) indica I'elemento
superficiale di tale frontiera. ~ '

Consegue:
1 p? -PP" .
(P—P)OP) = [ 0@) T (P AR Q) =
3,
L P—@ PP iy
= im j O@) g AT 2,(Q) / QD@ —Fo) =5 AFTLQ)
FXY, “‘“g
ed ove si ponga
1 1
Y(P) = e O(P) 0P dF Z,(Q) ,
Fx,
’ —'OP:Z N
w(P) = ;mi 0(0)Q — o) "z AF Q)

2
si conclude:

( 6) (P — P))@(P) = 7'(P) + (p*— P, P?) gradp Y(P) .
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essendo U(P) e le componenti di ='(P) funzioni armoniche ¢ regolari in X .
L’ultima relazione associata alla (4) fornisce la (B), appena si sia posto:

6(P) = (P) — = '1: "(P),

2

o(P) = — JU(P) .

g
b

Poiche o(P) e le componenti di 6(P) risultano regolari ed armoniche in X ,

la proposizione enunciata & completamente dimostrata.

2. — Ormai siamo in grado di stabilire il preannunciato teorema di media.
Fissato un valore di p<C R, nei punti del corrispondente X adottiamo
per il vettore s(P) elastico in X, la rappresentazione (5), ¢ioé poniamo

s(P) = o(P) + (p* — P, P?) gradpo(P) .
Per P — @ e @ eFX, risulta
s(Q) = o(Q) .

e quindi il vettore o{@) & univocamente determinato all’interno di 2, dalla
formula di POIsSSON

S Y et LGP
(M o(P) = 2"9,.:1 Q) Fom— AT E(Q).

o

Inoltre un facile calcolo (?) mostra che ¢

divy, s(P) = divpo(P) + divp [(¢* — PoP?) grad, o(P)] =
= div,, 6(P) — 2(P — P,) X gradp o (P).

' — oood
Se si pone r = P P e si denota con W 1a operazione di derivazione nella
dr
direzione orientata di P— Py, consegue:
. . o oood
(8) grad, div, s(P) = gradp div, s(P) — 2 grad, o(L) — 2 W grad, o(P) .

Un altro breve calcolo fornisce:

e ] 1
(9) Aul(o? — P, P?) grad,, o(P)] = — 6 grad,, o(P) — 47 ‘;7:‘ grad,, o(P) .

{8) Cir. R. MARCOLONGO, Teoria matemalica dell’ equilibrio dei corpi elastici; Hoepli,
Milano 1904 (pag. 285); oppure P. Burcatri, Teoria matematica della clasticila, Zani-
chelli, Bologna 1931 (pag. 216).
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A causa della (2) le eguaglianze (8) e (9) ¢i permettono di scrivere

1 ,
2 grad, diveo(P) = 21 + 3) gradp o(P) + 2(0 + 2)r «(;—75 grad,, o(P),

Lo
-

onde per P = P,, ciot per r = 0,’si trova, se si ricorda che ERN=EL=1

A
[gradp o(P)lp_ p, = —~———3~5 [grad, divp o(P)lp- p, -

200 +

Posto allora P = P, nella (5) e ricordato che & p = @QP,, Yultima relazione,

nonché la (7), forniscono:

(10) s(P) = s / s(Q) dF Z,(Q) 5, lerady, v o(P)p

Py

BTN

0

Dette $,(Q), $2(Q), $4(@) le componenti di s(@)) e z, &, cba le coordinate
di P, a causa della (7), risulta:

1 '3
div,o(P) = divy / Q) *——3— aF 2,(Q) =

onde consegue

2rp
FY

o

‘ | ' 2 __ P pe2y
grady divpo(P) = o— / Z $:(Q) 5 (gmdp P——::—l'?—) dF X (@) .

Poiche le componenti di s(P) sono regolari in = Pultima relazione consente
&i serivere, passando al limite per ¢ — R nella (10),

(1) S(Py) = / s(Q) AF X(@) +
Bh & . R2—PP
o / Z 1 ( grad,, mmz)cf"“,)}p:r., AF 2(Q)

AR

Indicando con 3§, ; il simbolo di KRONECKER definito da

3 {1 per i==7§
04,5 ™ . .
ST 0 per io+7,
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po niamo:
. . oyt ]; o 1 a2 'A 02 7 2
12)  GQ) =, + TED i ‘
’ ’ 2k + 2) |0w;0m; PQ® P=P,
Con-cid-la-(11)-equivale-alle-seguenti-equagzioni-sealari
(13) $Py) = / ‘>‘ G, AQ)s(Q) AT Z(Q), (i=1,2,3).
ok ‘

Queste formule costituiscono il preannunciato teorema di media pe1 i Ve’(-
tori elastici e permettono di enunciare la seguente proposizione:

Se s(P) ¢ un veltore elastico nel dominio sferico %, i valori che le sue com-
ponenti assumono nel centro P, di tale dominio sono determinati dai valori che
ad esse competono sulla fronticra FX mediante le (13).

Le funzioni G, () costituiscono gli elementi di una matrice quadr%(\ (11'
ordme 3, la quale, come risulta dalle (1 °), é simmetrica.

4
Una volta assegnato il valme di k> 3 . tali ¢ J((k)) SONO detexmmqte e non

B

dipendono dalle componenti del ps uhcoLuc vettore elastico per il quale le (13)
sono state dimostrate. ’ ‘
-A rigore, il ragionamento da noi seguito per stabilive le (13) per k>§

sussiste ugualmente per ogni valore di k == — 2.
Imponendo la limitazione sopra. indicata per k£ abbiamo voluto esaminare
il easo che ha interesse nella teoria matematica dell’equilibrio dei corpi elastici.



