GIORGIO SESTINI (%)

Su due problemi di propagazione del ecalore
in un solido eterogeneo con simmetria cilindrica.

1. - Introduzione.

In due precedenti lavori () ho risolto due problemi relativi alla propaga-
zione del calore prodotto da una distribuzione di sorgenti, generate, ad esempio
per attrito, sulla superficie comune di un cilindro §, di raggio 1, e di un mani-
cotto cilindrico coassiale 8, di raggi » ed r.. ‘ '

L’ipotesi che la temperatura di S, ed 8, dipenda dal posto soltanto attra-
verso alla distanza » dall’asse comune e l’altra, non esplicitamente dichia-
rata (*), ma implicita nello sviluppo analitico, che la propagazione avvenga
esclusivamente lungo i raggl, ridueono i due problemi da piani ad unldlmen-
sionali. - . :
Usando un metodo classico, molto vantaggioso anche per Peffettivo calcolo
numerico delle soluzioni, ho potuto dare Pespressione delle due temperature
uy(r, ) di 8, e wuy(r, t) di S, sia che si supponga nota in funzione del tempo la
temperatura w«'(t) delle sorgentl (I p?oblema), sia che si conosea invece il loro
rendimento H(t) (II problema).

A completare quelle ricerche restava da cons1dem1e, fisse restando le altre
ipotesi, il caso pilt generale di una propagazione non esclusivamente radiale.
Mi é parso pertanto opportuno ritornare sulla questione, estendendo a questo
cago il metodo gia seguito.

Come. & ben.noto (), per i problemi unidimensionali, il metodo consiste

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universita, Parma (Italia).

() Cir. G. Sestini, Sopra un problema di propagazione del calore, Ist. Lomba,rdo
Sci. Lett. Cl. Sci. Mat. Nat. 75, 1-19 (1941); Sopra un problema ai limiti in un caso
nown stazionario di propagazione del calore, Univ. Roma, Ist. Alta Mat., Rend. Mat. e
Appl. (5) 6, 464-477 (1947). Questi lavori saranno éitati mspettwamente con I)ie In).

(*) Ringrazio qui il prof. F. SBRANA per avermi fatto rilevare tale omissione.

(®) Cfr. £. Goursar, Cours & Analyse Mathématique, T. I11, Paris 1927, pp. 302-320.
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nell’esprimere la soluzione del sistema differenziale costituito dalla equazione

(1) ?la_(j i‘ au(r, I).’

ox ot

o dalle assegnate condizioni iniziali e al ¢ontorno, o mediante uno dei seguenti
integrali singolari

nei quali @(t) e (<) sono simboli di funzioni continue nell’intervallo (0,1) e
per il resto arbitrarie, oppure come somma di integrali ‘dei tipi (2):

Con riferimento al piano delle variabili « e {, sia v la curva rappresentata

dalla- equazione = = y(t). La (I)(rz,, t), soluzione di (1), regolare insieme a tutte
le sue derivate parziali di qualsiasi ordine in qualunque punto del semipiano
¢{>0 non appartenente a vy, si mantiene continua su vy, contrariamente a
quanto si verifica per W(w, ), soluzione pur essa di (1), regolare in tutti i
punti del semipiano ¢ >0 non apparténenti a v, che presenta attraverso a v
una discontinuitd di prima specie (*). E proprio per questa discontinuita che,
soddistacendo alle imposte condizioni al contorno, si puo determinare la fun-
zione arbitraria, o le funzioni arbitrarie, o(f), risolvendo, a seconda dei casi,
una equazione od un-sistema di equdzmm integrali di VoLTERRA di seconda
specie.’ : :
Scopo di questo lavoro & pe1t‘m‘ro lo studio di integrali singolari analoghi
alle funzioni ®(z,1) e W(z, 1) e la loro applicazione alla risoluzione dei pro-
blemi cilindrici piani non stazionari;, analoghi ai ricordati problemi unidimen-
gionali da me precédentémente risolti.

2. — La funzione o(a,r,t), sua derivabilita rispetto ad », per 7= 0.

E ben noto (°) come ogni pwblemd di propagazione non stazionaria del
calore in un. corpo 1s0t10p0, omogeneo, dotato di simmetria cilindrica, quando
si supponga la temperatura, ad un dato istante, funzione del posto soltanto

S i(‘,‘,t‘"r. E. Goursar, loc. cit. in (%), pp. 302 e 306-308. )
(5) Cfr. H. 8. Carstaw and J. €. Jageer, Conduction of heal in solids, Oxford 1948,
pp. 166-197. o
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attraverso alla distanza r dall’asse del cilindro, indicata con wu(r, t) la tempe-
ratura al tempo ¢ in tutti i punti della superficie cilindrica di raggio 7, si ricon-
duca ad un problema piano retto dall’equazione

2%u(r, 1) 1 euflr, t) w{r, 1)

(3) | promh D,

or* 7 or ot

e dalle prescritte condizioni iniziali ed al contorno per la u(r, ). Come ¢& facile
verificare, ¢ soluzione della (3) la funzione

VRS S S e st O | M)
) W b= = i T P Ty €I“=[_2(z ~-«.)_‘ :

'S

con a >0 costante e v <{ parametro, essendo I(x) la funzione di BESSEL
di argomento immaginario (°). La (4) pud interpretarsi () come la tempera-
tura al tempo ¢ in un punto della superficie cilindrica di v ggio 7, dovuta ad
una istantanea distribuzione superficiale di sorgenti al tempo t =< e per
F = a. '

. Ricordando (%) che

(5) ~ © Hm exp (— :zr)IU(zc)\/er =1,
g2l
si vede subito che per r = a la u(r, t) tende all’infinito, col tendere di t—=
a zero, come (t— <}7'/2, mentre ‘per ogni altro valore di r 12‘1;'74‘(/)', 1) tende @
zero, col tendere a zero di t— 7. o o
Consideriamo adesgo la funzione

) :
- exp .

:
[ T —
t— T A=)

®) ala, 1,1) = |

0

7t 4 a? | ar
0

I }d’:,
2AE—T)]

con u(r) funzione continua di + mnell’intervallo (0, t) e per il resto arbitraria
ed r prefissato maggiore di zero.
Dalla (6), scritta nella forma
. ar [t
o, 7, 1) — / S S | o %_ 20— %ﬂ"lz(t—ﬂ} 1
J Vi Vi—=

0

b

(%) Cfr. G. N. Warsox, A {reatise on the theory of Bessel functions, Cambridge 1922,

pag. 77; cfr. anche F. E. RELTON, .ilfppl'ied Bessel functions, Glasgow 1946, pp. 100-101.
(") Cfr. H. 8. Carsraw and J. C. JARGER, loc. cit. in (%), pp. 216-219 e pag. 305.
@) Cfr. F. E. Rerrow, loc. cit. in (%), pag. 184. ' o
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“posto
: ' ar ar / ;tZt;
0 [flar, t—=) = exp 3—' 2(t — 1) é Lo {2(t w«:)J ‘/t-v’
si-ottiene--subito
: 1
(8). . o(a, 7, t) = ”\7};;7 [4y(r, 8) -+ Au(r, 8],

con

oty = [0 o O =)t —
Az(’y t) -—./ \/theXP % _4(t—~‘T) % [f((l»?, t 1_-)____1] dr.

Il comportamento di A4,(r, t), che & una ®(, t), & noto (*). Studiamo allora '
il comportamento di A4,(r, ?). Per la (5), posto & = Ez'(tﬁifcv)’ con che, esgendo »
finito diverso da zero, # tende all’infinito soltanto quando t— = tende a zero,
lafungione f(ar, t;;r)~1 risulta limitata in tutto Pintervallo (0, t), gqualun-
que sia 7 finito diverso da zero e tende a zero con t— v. L’integrale A,(r, 1),
essendo () continua nell’intervallo (0, t), risulta pertanto convergente.

Ricordando il comportamento di 4,(r,t), si pud concludere che o(a, 7, t)
¢ funzione regolare e continua per ogni t ed ogni r fissato diverse da zero.
Vogliamo adesso provare lesistenza e determinare il comportamento della
derivata di o(a, », t) rispetto ad r, per ogni r diverso da zero, qualunque sia ?.

Possiamo evidentemente tralasciare il fattore (mar}-1/2. La derivata di
Aylr, 1) ¢ gia stata completamente studiate (*°). Non ¢ difficile vedere come
ad 4.(r, ) possa applicarsi 1a regola di LEIBNIZ.

Usando della formula di -valutazione asintotica per I.(z) (1),

exp & ',] 4n®—1  M(») |

— e +

(9) j I.(x)

RV 8 x|’
eon M(x) uniformemente limitata rispetto ad » nell’intervallo (z, --co0) con
o) Cfr. . Goursam, loe. cit. in (%), pp. 302-305.

w5 (19) Cfr. B. Goursar, loc. cit. in (%), pp. 305-308.
(1) Cfr. F. E. RevrroN, loc. eit.in (%), pp. 184.
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o> 0, 8i ottiene facilmente

(10) flar, t—=)—1 = (t—=) l e (t— T)} :

—il~chepermette diassicurare-la-continuitl,intuttoYintervallo (0, t) ¢ per
ogni r fissato diverso da zero, della funzione integranda di A.(r, {) che indi-
cheremo con 2(r, t). Derivando la »{r, t} rispetto ad r si ha

e = e

) [ // Tar - ceoar
b2t —1) l’ b T eXp [-— z<t~—*.>} (Il

Da questa, per (9) e (10), essendo

” R R\
(11) I (@) — L) = \/9-_” 55 T TR }

con M,(») uniformemente limitata rispetto ad x neil’intervallo (¢; --o0) con
a« >0, si ottiene

au(r, 1) ult) - (r —- a)® re—ao 1 4(r—a) ar
o = | | | T L T M {2@ .«T)] +
[ ar
2 ar | 2t —7)| 1}
F ot [ﬂt»«'s)_” g a?r® (t—==)§

Questa mostra che, essendo p(7) continua nell’intervallo (9, t), r diverso
da zero, M(x) ed M (») uniformemente limitate qualunque sia z diverso da
‘ &o(r, 1)
or

ze.ro, la

risulta integrabile nell’intervallo (0,t) qualunque sia » diverso

da zero, il che basta per afférmare (*2) che per 11 ealcolo della derivata (h A o7y )
si pud applicare la regola di LEIBNIZ. ‘

(**) Cir. U. Dini, Legioni di Analisi infinitesimale, vol. II parte I, Pisa 1909,
pp. 187-188; cfr. anche CH.-J. DE LA VALLLD Poussin; Cowrs-d’ Analy yse infinitésimale,
11, Paris 1912, pag. 78.
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3. — La funzione Y(a,r,1t).

Vogliamo adesso studiare 1a funzione

i

(g~
A —

1 r—a

Ve, J ) g o 1=,

(12) ’ (&, 1) =

exp

con w(r) funzione continua e f(ar, t—~) data da (6). ' ,

La (a, 7, t) risulta manifestamente, per » non nullo e diverso da a, fun—
zione regolare. Vogliamo studiare il limite di (a,r,t) per r — a. Secriviamo
ancor qui

(3) d(a, 1, 1) = \/:} »»»»»»» [BIO‘? 1) + Bus(r, )],
Tar

con

¥

[ T—a (r —a)

Bi(r, 1) = / w(7) T 'P{ ‘.':(t—-'T)J
¢ b
r—a (r — a)?
By(r, 1) = [ w@) 1y 5P [*‘ m*_';;} [flar, t—=) —1]d~ .
¢

1(7*, t) & una funzmne W(r, 1) completamente studiata, che plesenm pel ]
una discontinuitd, essendo il suo limite 24/7ww(t) oppure — 24/mwu(f) secondo
che 7 tende ad « per valori pilt grandi o per. valori pin pmeoll di & (12).

‘ Facciamo adesso vedere che &

(14) ‘ lm Bu(r, 1) = 0 .

it

Spezziamo l’mtel‘mllo (0 t) in due intervalli (0,t—z¢e) ¢ (f—z, t), con >0
fisso. Potremo scrivere

‘ (15) 'B'l(ry t) == (7"’ a)[B;(Ty t) -+ B;,(7‘7 t)]a
con . R ‘ V S ’

[f ary; t— 7) —1] dv,

. E S&L(T) Y . (,r_a)g
Byr, t) = / T exp { 4(t

B oo [ b _:a.)) [flar, t— ) —1] d=.

(%) Cir. B. Goursar, loc. cit. in (%), pp. 305-308.
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Bir, 1), essendo ¢ fisso, © limitato; quanto a B;'(r,?), sostituendo ad

flar, t— 7) —1 ’espressione data da (10), si vede subito, essendo r diverso
da zero, che risulta parimenti limitato, potendosi scrivere nella forma

t
I-H(C&,,‘f, i, 'T) oy
(i &

o
Vi1
e :

con Hia,r,t, 7) uniformemente limitata per <« in (t—¢g, t) ed » variabile in
un intorno di a. '

Dalla limitatezza di B(r, t) e B(r, 1) e dalla (15), segue la (14). Da quanto
precede si conclude immediatamente che la {(a, 7, ?) ¢ discontinua per » —a
e che si ha e

2
lim d(a, 7, t) = - w(t) ,

>0+

(16)

T st

( lim Y(a, r, t) = — ?& u(t) .

P -

4. - La funzione y(a,r,1).

Vogliamo infine provare la convergenza dell’integrale

. ¢

. P B S B it ar | ar
(1) e, 1y ) = / (t',—"'-)2 exp i_ m ~T):I}II [2@”“7)}_,[0

:%d'r,

2(t —7)

0

dove p(v) & funzione continua nell’intervallo (0,¢) ed » & diverso -da zero.
Usufruendo della (11), si vede facﬂmenﬁe come la funzione integranda di (17),
qualunque sia r +0, diviene infinita- per = =1t di ordine 1/2, ¢id assicura la
convergenza dell’integrale y(a, r,?). ’ '

Osserveremo qui che la derivata rispetto ad » di o(a, 7, ), con » non nullo,
della cui esistenza nell’intervallo (0, ¢) ci sidmo assicurati nel n. 2, si ésprime,
come & facile vedere, applicando la regola di LEIBNIZ, come somma di termini
dei tipi {(a,r, t) e y(a,r,t).

. o’ . < as .

Essendo y(a,», 1) continua per » = a, (ip) risultera discontinua per
re=d

r = a, essendo tale la Y(a,r, f).



412 G. SesTINI: Su due problemi di propagazione del calore

Applicazioni.

Vogliamo adesso applicare i risultati fin qui stabiliti alla Tisoluzione di
due problemi non stazionari di propagazione del calore analoghi, ma pilt gene-
rali, di quelli prima ricordati.

Sulla superficie di contatto di due corpi S, ed S, ciascuno dei quali omo-
geneo e termicamente isotropo, si genera, ad esempio per attrito, una distri-
buzione di sorgenti di calore di cui si conosce, in funzione del tempo, o la
temperatura «'(t) [I problemal o il rendimento H(t) [IT problema]. Si tratta
di determinare, all’istante ¢, la temperatura in un punto dell’'uno o dell’altro
corpo, una volta assegnata la temperatura iniziale dei due corpi e quella del
mezzo ambiente.

Siano ancora, come nei precedenti lavori, §; ed S, un cilindro rotondo di
raggio 7, ed un rmanicotto elhndru,o -coassiale di raggi », ed r,. Supponiamo
ancora nulle le tempemtme iniziali di S, ed 8, e quella del mezzo ambiente
e che le temperature di 8, ed S8, dipendano dal posto solfanto ‘per il tramite
della distanza 7 dall’asse comune.

Senza Pulteriore ipotesi della propagazione puramente radiale del calore,
le considerazioni dei numeri precedenti consentono di applicare per la risolu-
zione dei problemi sopra ricordati, lo stesso metodo usato per il caso della pro-
pagazione unidimensionale.

a) Il primo problema.
Con le notazioni dei precedenti lavori, indicherd con U7, T) ed uylr, 1) le
temperature di 8, ed S, rigspettivamente. Il primo problema ci conduce a risol-
vere 1 due seguenti sistemi differenziali

0wy 1au1 1 ou,
ot ror  atot

as) { 5 T = (t) =
= gt), pér =1 Buy - Ry -
\ Uy(ry 0) == 0 ; ' | a7, 0) =0 ;

con a,, @y, hy, hy, &', Ay, X, costanti positive.
Rimandando ai precedenti lavori per quanto concerne 'unicitd delle solu-
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zioni dei sistemi differenziali (18) (**), cominceremo col provare l’esistenza della
soluzione del secondo sistema.

La soluzione di quest’nltimo rappresenta manifestamente, in funzione di
7 e 1, la temperatura di una corona circolare di raggi »; ed r,, inizialmente a
temperatura zero, quando sis nota, in funzione del tempo, sulle circonferenze

che la limitano, una combinazione lineare della temperatura e della sua deri-
vata rispetto ad 7. ’

Fatto per semplicith ¢ = 1, esprimiamo la soluzione cercata come somma
di due funzioni ola, r,1):

1
2 2 . 9 9
- B A o [ (T by e
19) ) =X el = 2, / f— %P —4<t-—»)} ) Pt AR
| ; ,

eon p,(t) e po(t) funzioni continue di ¢ da determinarsi in modo da soddisfare
alle condizioni imposte alla wu,(r,t) per v ==r; ed v =1, .
La (19) pud anche seriversi

2 1 s
20 Up(ry 1) == D) e /
20) r 1) “ \/TE7‘,~7‘6,

eon f(ra, t-— 1) data dalla (6). :
Derivando la (20) rispetto ad r, in virtd di quanto ¢ stato esposto nei
numeri precedenti, con le notazioni introdotte, si ha

Ouy - ?1 1 7 j
5 = X — 5 e n )+ 5 gl ) |-
Valutiamo i due limit
. Ou, . DUy
lim —- ; lim — .
Ty or e OF

Da quanto ¢ stato esposto nei numeri precedenti si ha

¢

. duy ] L, a7y " (%) ; (ry —m)?) ~

l_nn o= pa(t) -+ EW / TRp—T ezxp[ 4“_”;{] flryrs, t— ) d=
o -
t
2 i 2 03 3 .
SRS T 52 M 5 Sl nre ||
‘ }1_“ 2J t— 2 P T g 311 ) Tol; _ %d
(21) .
‘ lim — ==

>y CT 2

() Cir. G. S:stIiNi, loe. cit. in (1)‘ MO, pp. 13-16.
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Posto
’ i
S B T | R 71
Blts =) = =5~ 1 hfg | 7 sg — 5 %
+ 14 1 f ey )
e TP — %)
ha \/75(1 —T) 03 i

e
Koty 7) = l "1 [ZI“__?Z j 71} )

Ty

/ 71T
(22) "

/ 7) ha Py — T
..\t ©) = "/ S D S T 1
_1( 1 ) / l)\z e

el it |
747, 4t —1)| | Ty 7472
e Py 5 11 0 Py ’
2 (t— )2 { 2(t — ) 2(¢ — <)

le funzioni incognite w,(t) e p.(t) devono soddisfare al sistema di equazioni
integrali del tipo di VOLTERRA

gwm+/EMﬂMﬂM+fKMﬂMﬂ%i—%wﬂzmm
@3) | ’ :

! o
( [J-z(t) “:“ / Kot Tlpa(r) dv + / Hopo(t, v)ps(t) dr = 0,

0 0

del tutto simile a gquello incontrato per la risoluzione del problema gia studiato (*%).

(*) Cfr. G. Sestiny, loe. cit. in (*) (I), pag. 18, formula (21).
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Si consegue l'inversione di questo sistema con la formula

P . . t
@4 will) = ei(t) + f 8,4ty 7)en(7) dx i=1,2,
) ) 0 .

essendo S, (¢ =1, 2) 1 nuclei risolventi del sistema (18) (1). Sostituendo
questi valori in (20), si ottiene u,(r, t) con guadrature.

Pagsando ora a considerare il primo dei sistemi difterenziali (18), fatto
per semplicitd a; = 1, si prova che ammette soluzione ponendo

(25) (1, 1) = @(ry, 1, 1)

e valutando la w(f), che compare nella espressione (6) di-o(a, 7, ), in modo
da soddisfare alla condizione imposta alla wu,(r, 1) per r = 7.
€on le solite notazioni si ha

ouy

or

N
Uy 7y 8) + Lyl 1y 1)

-

Da questa, ricordando la (16), si ottiene

’ 72 22
o) el |+

la w(t) deve soddistare allequazione integrale del tipo di VOLTERRA

o S S S T
Kty =) = [ exP ‘ 20 — T)] % 20— )

T

’E

(27) p() + | Kt rule) ds = ngut) = e(t) »

0

che determina la y(f) mediante la formula di inversione

(28) | a(t) = e(t) + [ S(t, 7)e(=) d+,

essendo S(t, ) il nucleo risolvente della (27) (*).

(%) Cfr. G. SestINI, loc. cit. in (*) (LI), pp. 470-471; cfr. anche V. VOLTERRA,
Legons sur les équations intégrales et les équations intégro-différentielles, Paris 1913, pag. 72.
(*") Cfr. V. VOLTERRA, loc. cib. in (1%), pp. 47-50.
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b) Il secondo problema.

Supponiamo adesso di conoscere, quale funzione del tempo, il rendimento
H(t) delle sorgenti generate sulla superficie comune al cilindro e al manicoito

cllindrieo. (r==:ry)

In questa ipotesi le soluzioni w,(r, 1) ed uy(», t) dei. due sistemi differen-
ziali (18) non risultano indipendenti, come mel caso precedente, ove si sup-
poneva nota la temperatura «'(f) delle sorgenti, in guanto risultano legate
per r =y, dalla relazione (%)
(29) M=y eI NH(E), per 1=,
con Ay, Ay, A costanti.

Pensato di conoscere la temperatura u'(t) delle sorgenti, i sistemi differen-
ziali (18), con le formule (20) e (25), tenuto conto di (24) e (28), nelle quali
ultime si faccia

by o, ‘ ro,
e(t) = 1, = w'(t) e ) =r—uQ@),
)\1 )\f_;
determinano w,(r, t) ed uy(r,?) in funzione di r, t e w'(¢).
Sostituendo le espressioni (21,) e (26) in (29), posto

R\

Et, ©) = (hy + B')"1 BS(E, ©) + B/ Spult, ©) - (1 —_ ) oft, ©) -+

«.t« : 71 N
+ | '(B(t, ) 1 D)ales ) + ot 2) (Sute, 1) — 1 8z T))} a |,

H'(t) = (hy + W) WHQ),

con
) _éﬁi.§z{f;iﬁ 1 e i ~)} % ' {miv)} ’ [2(151;1:1‘)} % ’
Blt, <) = ——71721;(;%5i) Q _11_)3,2 exp [ %{" Jf(m 2y t—T)
T =— 2(?32)‘ oxp '~ 4:(117::-2)} % L {2(1;?7)_] -1, [2(:1:2 T)J % ’

(**) Cfr. G. SmsrIny, loc. cit. in () (I1), pp. 466-467.
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si ottiene, come nel caso gid trattato (*°), per Pincognita funzione #'(t) ’equa-
zione integrale del tipo di VOLTERRA

t

w(t) 4 [ £, Dw(z) de = H'(1)

0
Ia quale, determinando la w'(), risolve il problema. .

(*) Cfr. G. 8esvini, loe. cit. in () (11), pag. 471.






