ANTONIO NADILE (%)

Influenza di vineoli anolonomi
sullo spostamento di equilibrio di un sistema. (#%)

§ 1. — Oggetto della ricerea.

La ricerca di nuove configurazioni di equilibrio di un sistema in prossimita
di una configurazione di equilibrio stabile, nella ipotesi in cui intervengano
vincoli olonomi ed una eventnale sollecitazione addizionale, fu eseguita da
Turiro Levi-Civita nella interessante Memoria: Sullo spostamento dell’equi-
librio (Atti Istituto Veneto, t. 71, p. II, 1911-12, pp. 241-249) ¢ riportata,
quasi integralmente, nelle Sue Lezioni di Meccanica Razionale (vol. 11, p. I,
pag. 447). L’Autore in quella classica ricerca riesce a caratterizzare 1’equilibrio
del sistema nelle indicate condizioni pervenendo alla conclusione che 1’equi-
librio spostato & stabile se il sistema & sotto 1’azione di vincoli (olonomi) lineari
ed eventualmente di un campo di forza pressoché uniforme.

In questa breve Nota mi propongo una ricerca analoga allo scopo di mo-
strare qual’é Pinfluenza di vincoli di mobilitd anolonomi sullo spostamento
dell’equilibrio di un sistema. Pill precisamente, partendo da una configura-
zione (), di equilibrio stabile di un dato sistema materiale, e supponendo che
esso si trovi soggetto a vineoli di mobilitd anolonomi, mostro anzitutto che C,
¢ una configurazione di equilibrio stabile sotto 1’azione dei nuovi vincoli. Suc-
cessivamente rilevo la esistenza di nuove configurazioni di equilibrio spostato
assegnando infine le condizioni atte ad assicurare la stabilith di esse.

I risultati ottenuti possono essere compendiati in un unico teorema che
enuncio & conclusione della Nota.

(*) Indirizzo: Via Ghibellina Isol. 132 - Messina (Italia).
(**) Lavoro ricevuto il 20-IV-1950.



394 A. Navive: Influenza di vincoli anolonomdi

§ 2. — Impostazione del problema.

Consideriamo_un_sistema. materiale a vincoli. bilaterali_ e privi.di attrito.....

la cui posizione, in ogni istante, quando si tenga conto di tutti i vincoli olo-
nomi, si possa individuare mediante una n-pla di coordinate lagrangiane
U1y Qayerry a3 sia U il potenziale da cui derivano le forze conservative cui esso
¢ soggetto e () (¢, = ¢, = ... = ¢, = 0) una configurazione in cui detto po-
tenziale assume il massimo valore: quindi ¢, sara una configurazione di equi-
librio stabile. ‘ , A

Si proponiamo di caratterizzare lo spostamento di equilibrio del -sistema
nell’ipotesi che esso venga ulteriormente assoggettato ad m << # vineoli di
mobilitd anolonomi espressi dalle seguenti equazioni pfaffiane, non illimita-
tamente -integrabili, e indipendenti:

n
(1) - }; birly =0, ‘ (i=1,2,.,m)),
dove le b, sono funzioni delle ¢y, ¢sy..., ¢, .

Le variazioni 8q,, che definiscono, ad ogni istante, a partire dalla gene-
rica configurazione, uno spostamento virtuale, non sono arbitrarie, come nel
caso olonomo, ma debbono soddisfare alle m equazioni indipendenti lineari
ed omogenee:

(2) - >, b dg, =0, (i==1,2,.., m).
1 \

Il problema dinamico si pud impostare, volendo, col metodo dei molti-
plicatori di LAGRANGE. Precisamente se si moltiplicano le m equazioni (2)
rispettivamente per m parametri arbitrari — X, e si sommano alla equazione

generale
> [dfer\ er aU
Zr [——_ (——;—)_—_—} Sqr - 0’
T 14t \%q,) og, ag.

T

dove T' = - 2” @,.4-q, Tappresenta la forza viva del sistema, si otterrd una
‘1

equazione da cui, eguagliando a zero i coefficienti dei 8¢,, si deducono le
equazioni

djer\ eor U ™ ‘
(3) ( )- =

- = o == ; Ay by p =1, 2,..
dat\ ag, aq, aqr’{_%z by, (7 L2, n,
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le quali insieme con le (1) costituiscono una sistema di n -+ m equazioni nelle
n -+ m funzioni incognite ¢, (r==1,2,..,n) e A (1=1,2,.., m).

La eliminazione dei parvametri A, fra queste ultime, come vedremo fra

poco, formisce n-—m equazioni differenziali che insieme alle (1) definiscono
zilmoto:del:sistemasotto-1’azione. dei-nuovi-vincoli--anolonomi.

Giova notare che il problema dinamico del sistema soggetto ai vincoli (1)
viene cosi ricondotto all’analogo problema relativo allo stesso sistema sog-
getto esclusivamente ai soli vincoli olonomi purché alle forze applicate si

m

. . . . Y
aggiungano le forze le cui componenti lagrangiane sono €, == Zi Abir .

1

Queste forze, com’¢ manifesto, hanno carattere girostatico poiché si ha:

n moo-a ne. Es
N 0 NY ONY : ! -l .
ot qur - 2‘” ‘>‘Jr Aibi”"q' - 211' }\i Zr birQT == 0,
! ot 1 1
Ponendo
. afer\ oer 2T
1 T S T T p T
dat aq, aqr BQr

le equazioni (3) assumono l’aspetto:

m g

Ei Kib,-r = Tr—‘ U,-, (’)‘ == 1, 2, ceny 'n) .
1

Da quest’ultime la eliminazione dei parametri A; si effettuera servendosi
del teorema di RoucHE-CAPELLI per cui, essendo m la caratteristica della
matrice delle by, per la indipendenza delle (1), e supponendo che sia diverso
da zero il determinante di ordine m:

) by b oo b
B - b21 b22 AR b2m ,
bml bm‘.’. v bmm

si hanno le equazioni del moto sotto la forma espressiva:

by by by T — T

bo by, e bms T, — U,
(4) e e e e e e =0; (=1, 2, ..., n—m).
blm b2m e I’mm T m T Um

| bl,wl+a b2,1n+(x L bm,m.+a Tm+a - Um+u
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Nella configurazione C,, gid considerata, intanto si ha:

oU oU oU
=0, —=0,.., —=0,
agl aq{! aq“

“oltre alle g = (s == =gy =0, gy == s === =00

Ora sj scorge immediatamente che le equazioni (4) risultano identicamente
soddisfatte da tali valori. Dunque la configurazione considerata e anche con-
figurazione di equilibrio del sistema sotto 'azione dei nuovi vincoli. E pos-
siamo aggiungere che, avendo U in essa un massimo effettivo, tale configura-
zione ¢ di equilibrio stabile.

Posto per brevita

“’bnbm bl,h-—l by mia bl,’h+1 ves by )

1 | Datbos e by iy Dot Do, ptr o Bom -

(3) By =% . = 20" bimias

Rymta s e e e e e e e e
B 1

bmlbmz wee bm,h-—lbm, m-i'abm, 152 Sadl bmm

ove b ¢ 'elemento reciproco di b, nel determinante B, le equazioni (4), me-
diante facili trasformazioni, si scriveranno:

m

(6) Tm+a - Um-%-u - Eh Blz.m-!-a(Th—— Uh) = 07 (d- = 1, 2,..., N — 7"/)-
1 .

Intanto le equazioni dei vincoli anolonomi

m n—m

. Y . . P
Eh bith - Za bi mtaQmia = 0 IR (7' == 17 2‘7 ceey ‘m’)y
1 1 )

risolute rispetto alle ¢,, danno:

. V?TL n—mn
»élh = Ei Za bjhbi,mi-aénﬁa (h = 17 27 “evy m’) )
1 1
cioé, per la (3),
) n-—m
G = — D Bumialmia s (h=1,2, .., m)
0 i

per cui il generico spostamento virtuale sard definito dalle

n—in

1) Sy = — Dy BhomraSmta s (h=1,2,..,m).
1 .
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§ 3. — Determinazione delle configurazioni di equilibrio spostato.

Cotisideriano ora uno spostamento del sistema, compatibile ¢oi vincoli
anolonomi imposti, in un intorno convenientemente piccolo della configura-
zione C, e chiamiamo € la configurazione che il sistema assume in virtu di
tale spostamento. Se la nuova configurazione & una configurazione di equi-
librio le componenti lagrangiane delle forze debbono risultare tutte nulle,
per cui si avra: )

T m

7]
— 4 ?f )\jbjr === O, (7‘:1, 2,..., ')l).
8¢, 5

Eliminando fra queste 1 parametri A si ottengono le equazioni:

aU n aU
(8) agm-hxw;h Bh'"ﬁa a—q;l =0 y (O’. = 1, 2, caey n—~—m) N
deducibili anche divettamente dalle (6) ove si ponga ¢, = ¢, = ... = {, = 0,

le quali caratterizzano le eventuali configurazioni di equilibrio spostato.

Le (8) costituiscono un sistema di n— m equazioni nelle quantitdy inco-
gnite q;, ¢z, ..., 4. € in generale, fissati nell’intorno di C, i valori di m delle ¢,
per es. delle g1, ¢z, ..., ¢u, e8¢ definiscono le rimanenti ¢, Cioé Gy, misy -ory Gny
in termini delle ¢y, ¢.,..., ¢, . Dunque si pud affermare che in un intorno
della configurazione (), esistono in generale co” configurazioni € di equilibrio
spostato, le quali si ottengono in corrispondenza a valori sufficientemente pic-
coli ed arbitrari di m delle coordinate gq.

Se ci limitiamo a considerare un intorno del prim’ordine della configura-
zione (), tale cioé che si ritengano trascurabili i termini di grado superiore
al primo nelle ¢, le equazioni (8) si riducono alle seguenti: ”

K3 : m

(9) Er (j?'nr%-a,r — Eh B](,v?zn.*_a@hr) qr = 0 3 (OC = 17 25 reey ’)7/‘—’”1') b
. 1 1 '

dove si & posto per brevita:

22U
Bo = ( )
09; qr /o

e ove l'indice (0) sta a denotare che gli elementi corrispondenti sono calco-
lati in C,.

Le equazioni (7), che definiscono gli spostamenti virtuali, nello stesse

26 — Ravisla di Matematica,
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intorno -del prim’ordine, cio¢ a meno di termini di ordine superiore nelle g
e d¢g, i riducono alle seguenti:

k2l 123

(10) ’ ’ th i Ea B}E?3n1a6q7n+a ’ ' (b = 1, 2,.., m)),

da’ cui mediante una semplice integrazione si ottiene:

1

11 . G = & — ‘5‘  BY lta s (h=1,2, .., m)

essendo le g, costanti arbitrarie infinitamente piceole.

Associando le (11) alle (9) si ha un sistema di » equazioni lineari nelle
ineognite ¢y, ¢, ..., ¢, dal quale, se & diverso da zero il determinante dei coef-
ficienti, si possono trarre le ¢y, ¢, ..., ¢, in termini delle m costanti e, 2, ..., &,.
Resta dunque assodata la circostanza che ai valori cosi ottenuti delle ¢ cor-
rispondono, come nel caso generale, oo™ configurazioni di equilibrio spostato
d el sistema situate nell’intorno di prim’ordine della configurazione C, .

§ 4. ~ Stabilita dell’equilibrio spostato.

Accertata la esistenza delle precedenti configurazioni di equilibrio spostato
¢i proponiamo ora di trovare in quali casi detto equilibrio & stabile. Per questo
basta che il potenziale U abbia in C un massimo effettivo rispetto ad ogni
altra configurazione, sufficientemente prossima a C,, consentita dai vincol.
Cid accadrd quando risulti negativo il differenziale secondo 8, U calcolato
tenendo conto delle equazioni dei vineoli.

" Ora si ha:
T T
NGy Y N
U = %ra—ﬁh 0
da cui
n E
N2 TT SRl X
02U = __J,s 6q, 34, 3q,3¢q, + > b q, .

Intanto dalle (7) si deduce:

nN—m N n—a

2B '
o W Y R, mta \ < c
(\“qh - _>_J > Y Qr 8,(12n+u ‘>_Ja Bh mta b Qm-Lu (h — 17 2’7 ey m)
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e pereiod:

_1 E [f g n"'” 7’"1 el CBI{ mJ-a
o S EEL
ke 113 rr L v
= CU -l bl N
i > 7 }..I’l ~a -[;h e ,\ 62(]7;1—‘-!: )
\Cm+a 1 OY'x
da cui, in virti delle (8), si ha:
7 R g
otU 8U B,
¢ I2TT \NY | " ‘ﬂ homta) N
(1—)') b“(/ == 21” aq 6(1 Sqrb([s Zr “ ( 1 aqr > 6([,.(5‘([,”‘:,“ .
1 /

dove le 3¢ non sono indipendenti ma risultano legate dalle equazioni (7).
Ora, poiché nella C, il potenziale ha un massimo effettivo, e percio la forma

quadratica
20U \(©
o
> TS <aq aq) (["qS

2 cui esso si riduce in prima approssimazione & definita negativa, si pud con-
cludere, per la continuitd di U, che Panaloga forma

1 orU
?‘2%” oq, 2q, g, 17l s

i cui coefficienti vengono perd calcolati in una configurazione ¢ sufficiente
prossima a Cy, ¢ anch’essa definita negativa. Ne consegue che la prima som-
matoria del secondo membro della (12) risulta sempre negativa nelle varia-
bili 8¢, (r =1, 2, ..., n), supposte indipendenti, e tale si conservera dopoaver
effettuato la riduzione in base alle equazjoni dei vincoli (7), mentre altret-
tanto non potra dirsi della rimanente sommatoria. B di qui scaturisce che, in
generale, nulla si potrd affermare circa la stabilitd. delle configurazioni di equi-
librio spostato considerate in precedenza.

Se perd ci riferiamo a configurazioni € di equilibrio, situate nell’intorno
di prim’ordine di C,, per cui siano valide le (9), (10) e (11), si verifica facil-
mente che il termine addizionale del secondo membro della (12) svanisce.

Stando ai risultati ottenuti possiamo dunque enunciare il teorema:

Se per un sistema materiale con vinecoli indipendenti dal tempo e soggetlo a
forze conservative, la cui posizione in ogni istante sia individuate da n para-
metri lagrangiani, si ha una configurazione C, di equilibrio stabile, in corrispon-
denza alla quale il potenziale U ha un massimo cffettivo, in seguito all’intervento
di m << n vineoli di mobilitd. anolonomi, in un intorno del prim’ordine della con-
figurazione Cy, esistono in generale oo™ configurazioni C di equilibrio spostato,
dipendenti da m costanti arbitrarie infinitamente piccole, in corrispondenza delle
quali Vequilibrio é ancora stabile.






