CoSIMO SANGERMANO (%)

Sulle trasformazioni puntuali fra due spazi ordinari
in una eoppia a jacobiano nullo, di caratteristica zero. (**)

1. - Le trasformazioni puntuali fra due spazi lineari §, in una coppia a
jacobiano nullo sono state studiate dal Bomprani, dal ViLrA e da altri (%).
Perd, come mi ha fatto rilevare il prof. VirLra, il caso in cui lo jacobiano &
nullo e di caratteristica zero differisce profondamente dagli altri casi gid stu-
diati, Tale caso per » == 2 & stato esaminato in una mia Nota recente (?),
mentre per » = 3 viene appunto esaminato nel presente lavoro.

2. — Una corrispondenza algebrica associata alla trasformazione.

Consideriamo fra due spazi ordinari S;(z, ¥, ), S;(z’, ¥', 2) una trasforma-
zione puntuale 7, e sia (0, 0') una coppia di punti corrispondenti in relazione
alla quale il determinante jacobiano di 7' sia (nullo e) di caratteristica zero.
Assumendo i punti 0, O' come origini dei sistemi di coordinate proiettive non
omogenee dei rispettivi spazi, le equazioni di 7 si possono scrivere nell’intorno
della coppia considerata

S &= 038 b agY? - Ugg2? - 20,0y - 2anyz + 26520 + [3]

(2.1) Y'= 0112 + byy® + byy2® +- 2b,xy + 2byyz + 2by2w + (3]

( ? = e - ConY? - €t - 260y 4 205Y7 + 26522 4 [3]

dove le a, b, ¢ sono costanti e si & indicato con [3] I’insieme dei termini degli
sviluppi in serie di grado > 2.

(*) Indirizzo: Istituto di Matematica, Universita, Parma (I*alia). .

(**) Lavoro eseguito nell’Istituto di Matematica della Universitd di Parma e
ricevuto il 25-X.1949.

() 8i veda il lavoro recente, anche per le notizie bibliografiche sull’argomento:
M. Vizra e G. Vaoxa, Le trasformazioni puntuali in una coppia a jacobiano nullo,
I. Intorno del 2° ordine, 1I. Intorno del 3° ordine. Riferimenti intrinseci. Atti Accad.
Naz. Lincei, Rend. (l. Sei. Fis. Mat. Nat. (8) 4, 184-278 (1949).

(*) C. SANGERMANO, Le trasformazioni puntuali fra due piani in una coppia a jaco-
biano nullo di caratteristica zero. Boll. Un. Mat. It. (3) 4, 260-267 {1949). )
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Ogni B, di centro O tangente alla retta di equazioni
¥ =mt, Y= myt, 2=my

viene trasformato dalla T in un elemento cuspidale avente per tangente (cu-

spidale) 0" 1o retta~di“equaszioni

’ / ! /. ' ’
B=mt, Y =myt, 2= mg,

essendo

] !
(2.2) M = > Agmny ,  my = > bymmg, my = D) eamamy
(h, k=1,2,3) (®.

Dalle (2.2) appare che la 7' determina fra le rette uscenti da O e quelle
uscenti da O’ una corrispondenza algebrica I'[4,1].

Assumendo in §; come rette y'=2=0, 2’=2'=0, o'=y =0 le corri-
spondenti in I' delle rette analoghe del riferimento proiettivo di §,, si ha

(2.8) biy == €1y = Gy =7 Cpp = gy = by = 0, (@120p5635 #0) .

3. — Cono jacobiano ed altri enti geometriei.
La superficie jacobiana di T ha in O punte triplo; il relativo cono tangente
(che si dird brevemente cono jacobiano) ha equazione

A%+ Oy + g8 Aoy® + Gag? oy ® - gy
(3.1) bra¥ + Dy by + bogly + by g1 + Doy =0.
C1oY + €132 Co1 + €32 Cn® + CpY + e

Le rette y =2 =0, 2 =@ =0 del riferimento proiettivo di S; possono
scegliersi fra le generatrici di tale cono; si ha quindi

I G2 C13 l ! Qyp  lgy

(3.2) P ! l’m by [ . I Cr2 Cog | _. 0.

Assumere;ino anzi come rette ¥y =2 = 0, 2 = & = 0 le due rette che proiet-
tano da O due dei punti di flesso della sezione piana generica del cono jaco-
biano (%). , '

Considerié)mqwun piano generico per la retta y'= 2'= 0 e un piano generico

er la retta 2= 2'="0; aventi rispettivamente le equazioni
(3.3) Y=z, &=l .
() @ = gy b = by, gy = 1.

(") 11 caso in cui tale sezione piana sia una cubica cuspidata va quindi esaminato
a parte.
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Ciascuno di essi ha per corrispondente in S, una superficie dotata di punto
doppio in O; i relativi coni tangenti segano il piano z = 0 rispettivamente
nelle coppie di rette :

2 = 2(hyCyy — i)Y — byuyy® = 0,

2. 2 Cogim o 5 VLY i g i 02z ()
ASRS A 4 27T e h v

Ciascuna di queste coppie e costituita da rette coincidenti (necessariamente
in una delle rette ¥y =2z =0, 2 = # = 0) quando e solo quando

(3.4) o=l g, e
Cya C1e
rispettivamente.
Assumendo 1 piani (3.3) relativi ai valori (3.4) di Ay, %, (5), rispettivamente
come piani coordinati y'= 0, «'= 0, si ha

(3.5) , by == a;, = 0.
Segue, tenuto conto delle (3.2),

{3.6) Moy = byy = 0,
L’equazione del cono jacobiano diviene

{3.7) 13D550552° + (Gy3ha5% + 413D00Y)C3a2% +

F [@11D230158% 4 (@11D05Co5 — 2013D23010) BY —+ WyabisCasy®]2 -
F [313(b2C15 — D23C10) @ 4 boo(@13625 — @igCr0)yl vy == 0 .
I piani tangenti lungo le generatrici y =2 =0, ¢ =2 =0 sono rispet-
tivamente
(Dixtrs — basC1a)Y + C13begz = 0
{@11023 — 013C12)8 + Conllys = 0 .
Questi piani hanno col cono jacobiano un contatto del secondo ordine

rispettivamente lungo le rette y =2 =0, 2 = = 0; & dunque

(3.8) SmXi— S X, ¥, + SmY; =0
Sope Xy — 811X Xy + Sapo X2 =0
dove si ¢ posto per brevita:
X = boulis— bpsCrey, Xy = 33003 — 1310, Yy = Cigbas, Yy == Coslys,
e S ¢ il coefficiente di @*yz* nella (3.7). .

(°) Si suppone che questi piani siano distinti, sicché ¢y, +0.
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La scelta degli elementi di riferimento fatta fin qui porge gid riferimenti
metrici intrinseci. Le equazioni di 7' assumono la forma ‘

( &= a8t + 2z - 3]
(3.9) VY =bayt A 2yr 3]

[ 2" = ey -+ 2,0y + 200592 + 20522 -+ [3],

coi coefficienti «, b, ¢ legati dalle relazioni (3.8).

4. — Riferimenti proiettivi intrinseci nelle stelle O, 0’
Le superficie corrispondenti ai piani #'= 0, y'= 0 hauno in O un punto
doppio biplanare (°); le due coppie di piani tangenti sono date rispettiva-

mente dalle equazioni

{4.1) =0, apr-+2a,,=0,
(4.2) ’ y =0, Doy ~+ 2byz = 0

Assumendo il secondo dei piani (4.1) e il secondo dei piani (4.2) rispetti-
vamente come piani # =, ¥y =2, si ha

(4.3) Dy = — gy s Vg = — by .

Assumeremo infine come retta x'= y'= 2" la corrispondente in I' (n. 2)
della & —y = 2 == 0 (or ora caratterizzata); si ha allora
(4.4) @y == by = 2¢y, .
Restano cosi stabiliti riferimenti intrinseci (proiettivi) nelle due stelle O, 0’.
Posto
26 = 4y = by = 205, G == €33,

b= Gy — MOy,

le equazioni di T si scrivono, fino all’intorno del secondo ordine di 0, 0’

o'= 2ax® — 2az2 -+ [3]
(4.5) Y= 2ay® — 2ayz + [3]
2 = c2* + 2axy — 2mar — 2lyz -+ [3],

coi .coefficienti I, m, n legati dalle due relazioni

2l 4 a)ym®— (2¢ + a)am -+ ca? =0
2m + a)l® — (2¢ - a)al +ca® =0.
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Si pud verificare che sono invarianti proiettivi i rapporti e el m; ossia,
la trasformaszione 7' possiede, nell’intorno del secondo ordine della coppia
(0, ) un invariante proiettive indipendente.

5. — Intorno del 80 e 40 ordine.

S &= Zax(x — 2) = oy, y, 2) 4 (4]
(5.1) 3 Y= 20y(y — 2) + bs(@, y, 2) + [4]
( 2= ee® L+ 2axy — 2mar — 2lyz -+ ol(x, ¥, 2) -+ (4],

avendo indicato con ¢, (e analogamente con ¢j, ;) un polinomio omogeneo
di terzo grado in @, ¥, 2, del quale denoteremo con a;; (o rispettivamente
by €ip) 1l coefficiente di afyizk (1 + § + k = 3).

Consideriamo in 8, Velemento cuspidale corrispondente all’asse z

T'= tge®® -+ [4], Y= byt - [4], 2= 2 + Co2® + [4].

7

La proiezione di tale elemento da wun punto qualunque dell’asse z' sul
piano #'= 0, da luogo in tale piano all’elemento cuspidale
=0, Y= byy® (4], 2= c2? -+ cue?® + [4].

Un punto generico di questo, proiettato sull’asse 2/ da un punto qua-
lunque dell’asse gy’ da luogo su codesto asse al punto di coordinata

|8

(5.2) . C2'= R et + [4].

Le sopraindicate operazioni conducono, mediante la (5.2), ad una corri-
spondenza fra Passe z e 1’asse 2/, la quale si pud approssimare fino all’intorno
del 3¢ ordine di (0, O') con le co! trasformazioni razionali A[2,1] rappresentate
dall’equazione (parametro A)

2
2
, 0z

(5.2") Y= e ——
] Soos & 4+ At
¢
In una qualunque di queste trasformazioni razionali i due punti dell’asse z
corrispondenti ad un generico punto .4’ dell’asse 2’ sono coincidenti (in un
punto 4) quando (e solo quando) la coordinata 2z’ di 4’ ¢ radice dell’equazione
Cooz\2
Kl’-”?) — 41} 2%+ der' =0,
1] .
sicché, prescindendo dal punto O’ (al quale corrisponde doppiamente il punto 0),
si ottiene sopra ’asse 2’ il punto 4’ di coordinata

4¢?

| 2 ,2‘ h
4Ae* — Cgos
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tale punto varia al variare della trasformazione A considerata; tuttavia il
suo corrispondente 4 sull’asse z non dipende affatto da A, poiché risulta che

esso ha per coordinata
2¢

»

Cooz

assumendo il punto 4 come punto improprio dell’asse z, si ha
Cpos == 0.

Analogamente, partendo dall’elemento cuspidale corrispondente all’asse w
(0 all’asse y) e proiettandolo successivamente da un punto gqualunque del-
Passe y' (o dell’asse ') sul piano y'= 0 (o sul piano #'=0) e da un punto
qualunque dell’asse 2’ sull’asse @' (o sull’asse y’), si determinano certe corri-
spondenze (analoghe alla (5.3)) fra gli assi @, &’ (oppure ¥, y').

Poi, usando lo stesso procedimento col quale si ¢ flssato intrinsecamente
il punto improprio dell’asse z, si caratterizzano i punti impropri degli assi @
ed y; si ha quindi

g0 =0, bz = 0 .

Per fissare intrinsecamente anche nello spazio S, un « piano improprio »,
occorre passare all’esame dell’intorno del 4° ordine. Scriviamo percio gli svi-
luppi in serie di 7' fino a tale intorno, nella forma

x'= 2ax(x — 2) =+ a(®, ¥, 2) + 94la, ¥, z) + [5]
(5.3) y'=2ay(y — 2) + by(@, 4, 2) + bu(@, ¥, 2) + (5]

& = ¢z + 2axy — 2mas — 2yz + w42, ¥, 2) + @, y, 2) + [5],
avendo indicato con o, (¢ analogamente con g, «,) un polinomio omogeneo
di terzo grado in =, ¥, , del quale denoteremo con @, (0 rispettivamente

Boars Cper) il coefficiente di a?y%” (p + ¢ + 7 = 4).
Consideriamo di nuovo ’elemento cuspidale corrispondente all’asse 2

@' = Aoy2® + Ggos?* + [B]5 Y == boos?® + Doosz* + [5], ¢'==c2* 4 Coog?* -+ [B].

La proiezione di tale elemento da un punto qualunque dell’asse ' sopra
il piano 2'= 0 da luogo ivi all’elemento cuspidale

#'=0, Y= bos?® + boose® + [8], #'==c2® + ¢t + (5] .

Un punto generico di questo, proiettato sull’asse 2’ da un punto qualunque
dell’asse y’, di luogo sopra codesto asse al punto di coordinata

(5.4) 2= ez® + g2 + [B].

Lo (5.4) determina fra 1'asse 2 e ’asse & una corrispondenza.
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Fra le trasformazioni (5.2°), che si rappresentano ora con l'equazione

2

" , oz
) & mm P
1 - ae?’

b

(5.

ve 1’ una sola che approssima la (5.4) fino all’intorno del 4° ordine di (0, 0');

essa ha 'equazione

(8.5) &=

e fa quindi corrispondere al «punto all’infinibc» dell’asse z i1 punto
¢ - .

(O, 0, —w~> dell’asse 2'; assumendo questo punto come «improprio » sopra
Coo4,

I'asse z si ho
Copg = 0 .
Con procedimenti del tutto analoghi si possono caratterizzare i punti
« impropri» degli assi @’ ed %’; si ha quindi

Ggo0 = 0, bg0 = 0.
6. — Riferimenti proiettivi intrinseei.
Allo scopo di determinare intrinsecamente il punto unitd di S,, conside-
riamo la superficie corrispondente al piano 2'= 0.
Tale superficie ¢ segata dal piano z == 0 nella curva
z2=10, 248y + Ca0o®® - €@y + C1o®Y? A+ Cosoy® + [4] =0,
la quale ha in O punto doppio con tangenti le rette # =0, y = 0; gli B, dei

rami passanti per O hanno le equazioni

p=—ar 8], w=—32y + 3]

Bgistono oo? cubiche confenenti i suddetti F,; esse sono rappresentate
(parametri Ay, A,) dall’equazione

(6.1) —— 2axy(l + M2 + AY) = Cp0®%® + Cosol® -

Fra le cubiche (6.1), quella che ha per retta dei flessi la retta impropria,
cioe la cubica )
— 2a2Y = C3007° + Cozolf”
sega la retta @ ==y, oltre che in O, nel punto di coordinate
— 2a

n = ——————— = y
Cag0 + Coso

25 ~ Rivista di Matematica.
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Assumendo tale punto come punto (—1, — 1} del piano zy, si ha
Cago =+ Cozg = 26 .

Consideriamo infine le corrispondenze {analoghe alla (5.5))

B Zawr V=2

intercedenti rispettivamente fra le coppie di assi =, 2’ e y, y'. )

Al punti (1,0,0) e (0,1, 0) degli assi @, y corrispondono in esse rispetti-
vamente i punti A'(2a, 0, 0), B'(0, 2a,0) degli assi ', ¥'. Assumendo come
punto (1,0, 0) di S; il punto A4’, si ha

20 =1.

Rimane cosi intrinsecamente determinato in ciascuno ‘dei due spazi S, S,

il riferimento proiettivo intrinseco. Le equazioni di 7 sono:
AN ook N e
T 24 @il " YIRE - Z; g BTY %2 - [5]
Y s -
y'=1yly —2) + 20 buiylet - X byt + [5]
- Q] . Y =
7= my—2(mz + W)z + 2F + D) ottt ;D Cppa?yie” -+ [5]

(4 4, k=0,1,2,3; p,q,r=0,1, 2, 3,4; t+j k=35 ptq-+r=»4);

T = m(x — )

240 + 1)ym*—(d¢ + 1)m + ¢ =0
2(4m + 1) —(de + 1) 4+ e=0
Ua00 = Dozg = Coog == Gaop == Dosy == Cons = 0y €309 + Cpgo = 1 .



