Luvier GAarTESCHL (%)

———Valutazione ~dell’errore—nella—formula-di-Me-Mahon-per-gli

zeri della J,x) di Bessel nel easo 0<n<1. (*%)

Introduzione.

Noi abbiamo recentemente applicato ai polinoini ultrasferici (), ed in par-
ticolare 2 quelll di LEGENDRE (2), un metodo generale dovuto a F. TRICOMI (%)
per la determinazione degli zeri delle funzioni delle quali si conosce nna rap-
presentazione asintotica, per\?'enendo nei due casi considerati ad una limita-
zione dell’errove, risultato Guesto assai importante ai fini dei calcoli numerici.

In questa ricerca siamo ora passati alla determinazione dell’r-esimo zero
della () di BESSEL per 0 <Cn <1 e abbiamo provato che la classica for-
mula di Mc Mamos (%)

4n? — 1 L 002
== o
]n.r r 8{7;’. [ b
con
w n
ry == (29 4 RB) - —
p= @t =T
pPuo cosi precisarsi
. . 4n? — 1
Ta,r == & — T -+ g(n, 1), (r=1,2,..)
“~r

(*) Indirizzo: Via 0. F. Mossotti, 9 - Firenze (Italia).

(**) Lavoro ricevuto il 3 giugno 1950.

(*) L. GarrEscui, Approssimazione asintolica degli zeri dei polinomi wultrasferici.
Rend. Mat. e Appl. Roma (5) 8, 399-411 (1949).

(®) L. Garrescur, Una formula asintolica per Vapprossimazione degli zeri dei poli-
nomt di LEGENDRE. Boll. Un. Mat. Ital. (3) 4, 240-250 (1949).

(®) F. Tricomr, Sugli zeri delle funzioni di cui si conosce una rappresentazione asin-
totica. Ann. Mat. Pura Appl. (4) 26, 283-300 (1947). ]

(*) J. Mc Manox, On the roois of the Bessel and cerlain related functions. Ann. of
Math., 9, 23-30 (1894).
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con

(7,442 + 1,14)
26(2 4 n— 13 (6r — 5)

le(n, ) | <

dove abbiamo posto

A= ldnr—1].
La formula da noi trovata di, per esempio nei casi n = 1/4, » == 25 e
n == 2/3, r = 30, 1 seguenti valori

78,14831676 < jyj4.05 < 78,14831705
94,50855022 < joj5.00 << 94,50855036 ,

mentre i valori, con otto cifre decimali esatte, sono rispettivaimente (%)

Vijsjses = 78,14831679,  Vijupoo = 94,50855033 .

§ 1. — Formule preliminari.

Si prenda come valore approssimato di J.(z) la somma dei primi tre ter-
mini del suo sviluppo asintotico (°); avremo

2\ 1/2
J,,(;I)) == (”") jn(%‘) ’

U

con

1 ( 1 1 4n% — 12 1 1
A1) == cos|it— - —~ ||~ - SN | — = AT —— | —
(1) fol®) == cos 5 M 17 | . e G — T

(4n? — 12)(4n2-32?)

1 1
— T8 cos (v —gnm— T ) + Ry(z),

e se n & tale che 4 > n—1/2, 2> n— 3/2, cioé per

n

N
ol ~

(®) Cfr. Tables of BESSEL functions of fractional order (New York, Columbia Uni-
versity Press, 1948), vol. 1, p. 385.

(¢) Cir. G. N. Warson, A Treatise on the Theory of BESSEL functions. Cambridge
(1922), § 7- 31, pp. 207-208.



nella formula di Mc Mahon ece. 349

si ha
(402 — 12)(4n? — 32)(4n? — 5%) 1 1
2 Ra(x) | < 8 r— — J—— I
(2) i 3(7'”\: 31(8a)° sen |x znn 47‘: -
N } (4n2% — 12)(4n2 — 32)(4n? — 52)(4n® — T7%) ( 11
N l )} ,A '(8 )4 'QOS’\JJ“""‘;n/L_Z’i’C’,,
Se ora poniamo
. (4n® — 1% . (4n2 — 12)(4n> — 3*)rig? 1
M=y BT 71 S G
1 1
B 1 sen(a,w%mr ;’c)
(3) Go{®) = cO8|{BZ— AT —=T0} , g.(z) =
2 4 x !
1 1
cos (& — 5T — 747':)
g:(®) = e - 3
a (1) diviene
(4) fa(@) = golx) + a’lgl(,v)[l‘ - @afo(@)p? + Ra(2) -

Per la formula di TAYLOR arrestata alla derivata terza abbiamo

’ vo(”)(-’« + v(mpt

Golz + 'L’o(m){l- + v@)p?] = go(@) +———57— %@ +
+ [wo(@)pt *;;Ul(w)pt“]“ g (@) + (ol %;'?Jl(w)(«t} iy
con @ compreso fra # e @ + V(@) + vo(B)p2
Se facciamo
i) L g@ L [(@)] (@)
®) @) =gy O =0 e T g
risulta

. (6) gol® + vo(@)p 4 vy(@)p?] == ¢o(@) 4+ ayg (@) + a,go(m)pt + H{x) ,
con

v 1( 112 ['Uo(w)Uo + ”1(17)!1'2]

31

(M) Hn) = v@on(@lgy @) + o gy (@t + () .

23 - Rivista di. Mafematica.
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§ 2.~ Zeri di go[w + vo(w)u + v,(@)p2].

Siano x,, (r==1,2,...), gli zeri di g,(x), si abbia cioé

I
R
4

wlid

L= (27 W)

,-\
[vs}
—r

Allora se @ & tale che
v v @)+ vy (@)t =,
risulta anche
£ B ; Ltk o
9o [#, + o2, ) + vif@ )] = 0.

Se ora poniamo

(9) Hy(w) = p2log(af)p. + vy (aF)p2o)(@,)
N UG 3 U rv1<x;")u;(wr)u2§ ;

(10)  Ho) = s .

(@, e z, compresi fra z, e ),

w1
) Be@) = — = vy

si trova col procedimento del lavoro citato in (2)

(azy - {B: = %, — (@, ) + [Vo(@r)v(,) — vy{,) ] + K@),
con

(13) K(x) = Hy(») -+ Hy(w) + Hy() .

Effettuando i relativi caleoli otteniamo

i C . ) (— Ly , (— 1)
gol,) = (f‘l)ry 9o (#,) =0, gi(@,) = > v gy(w,) = pranl
—a , I )
go#,) = 0, wyl®,) = - 3 3 V@) == ;;‘ y o vlwy) =0,
¢, sostituendo nella (12),
1 o,
by =&y —p——pt o+ K@),
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ossia
1 4n? — 1  (4n®— 1) LK
4 L ==, — - - K ().
(4 T YT 8, 643 “)
§ 3. ~ Limitazioni di #} e di K(»), H(z), Ryw) per 0 <n<1.
Poniamo

@) = 2 - vy(e)p -+ v (@)p?,

e si consideri Pintervallo

Essendo
% @y -+ 1 1
TolB) == e o, v {1 = — COtU L— = P —— T
@) =—2, o) =—2 cotg (9 — 5w — x),
T 1 1
cotg (wr =+ i3 -)m———;n) = 41,
abbiamo

T T @ @y - af
e, — - =0, — - — g — - u? =

4 e 7\
2, — 1 &y n
T 4n® — 1 [ an® + 7
=& — =+ I 3
4 H2Zr 4+ - )m 8(2r +n — D

e per 0<Cn<C1/2, r==1,2,.., si ha

an? + 17 8 )
1 , dn?— 1< 0,
8(2r + n— ].)'rc< S7c< ’ ’

da cui

- 1
h (wr—1)<;vr} (0<’n<<—z).

Per 1/2<n<1 &

4n?--1 7 3

A T 7
2, — = By e oo T — = b — < @,
h (w, 4><.Lr 4>+ 1@ Fa—Tm 4+4m:< r
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e ne risulta quindi

7
h(w,———z)<m,, per 01, r=1,2,....
B ancora
T T a @y + af ’
”(‘”’*z)”r’*‘r e+ =
i
('27' - fn)é (2r + n) 7;—
ey T 4n® — 1 . Ant T
T T 4o + | 8(2r + n)w|
Se 0<n<1/2, r=1,2,..., s ha
T i 1 1 T 1 1
hls, + 1> 2, 4+ -— -+ X -1 4
('*4)> Ty 4(2?‘+7b)7r{ ‘(2r+n)n]> Tty SW[ |

ed anche nel caso 1/2<<n<C1 &

-
h (m, -+ é) > @, .

Vale quindi per @ la limitazione

4

7T
(15) a;,—~1<mf<m,+ per 0<a<<l, r=1,2,...

Z ’
 Dalla (15) risulta #, —=n/4 < @, < 2, + =/4

% 1 1 2
cotg By g MT— T <1, =<

(16)

1
sen (a:~—~-n-7c— Z'E)'*( 1

ed inoltre

[ [ <= = 1Bl e <

, T
&= (2r+n~1)l§ 27‘-{—’%—1)'2‘

| af + a, |

Tenendo presente che & v(2,) = a,/a’ si ha

a?—1 2 Sr(@r—1) + dn{dr —1) 4 2
(47 - Zn — 1)

e N e — I [ B )
Lk () == 1 e o2
. r

Dalla (11)

 —(dmr—1p
T 8%l + pugle,)] ]
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e quindi ;
{dn® — 10| (4r 4 1)
2r(dr + 2n — 1578

| Hy(@) | <

Per.la. (15).si-ha

lalp o+l
l _

7T T\?
ﬂ;r—“; mr‘—z

| 4n? — 1} C 24— 1| 4 [4nr—9]]
n— o 8(2r + n— Ut

] ’Uo(mj{)@ -+ "»’1(“’:':)11-2 ] <

l4n? — 1|
Lo T g
42r +n— 5(2r —1)

T 2%+ — D 52 —1)

3 } | 492 — 1} 57— 1

Essendo inoltre

a, + af

a3

o) = 2

a, + a2 1
7’)_ + t

;1)2 se 2 1 1 :
303 €T —— N7 — =
2T

ne segue che, per v, — /i <z <<w, + w/4 ¢ le (16),

., 2a,+at| | 2|a,+at| _ 8|a+ 2 B
I | < = e i em o T
&, 1 g;r—_z
44— 1] (T+ )  br—1 _44ldnt—1|rin®  Gr—1
T 3(2r —1) - (Zr +n—1)22 3(2r—1)°
Si ha poi 1
7 1 44|4n*>—1| 6r—1 |4n2 — 1] 5r—1
| Ha) | < 64(2r + n— 1) 3(2r — 1) 2(2r +n— )52 —1)
11(4n% — 1)3(6r — 1)(5r — 1) |
T 15 32(2r 4 n— 1)Pm3(2r — 1)2
dr - 1(1 (4n? — 1)2(5r — 1) 2] a, |
| Ha() | <o —¢ g?j‘ 100(2r + n — 1)er2(2r — 1) — _—
2r + n— 1) 3
° o} + a.| Jay | i 1
! 2 2. G492
(@r + n— 1)2% (@2r 4 n— 1)2% T

4r + 1 (4 0%—1)2 6(5r — 1)* lin)
4 @rta—1pm|25@r—1p 0 8§’

o
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ed essendo (dr—1)/(2r—1)<C 4, risulta

4r 4 1 (4n? —1)2 g 96 1

17(4r -+ 1)(4n? — 1)
4 (2r + n— 1)t z 25 %r—1 | <

H(: 1 l :
| Ho(w) | < VT 64rm(2r ++ m— 1)igt

9
9

abbiamo allora dalla (13’) e dalle limitazioni ottenute per H,(x), Hg(a;), H,{(x)

(4m2 — 1)2

dove abbiamo.posto
11 (6r — 1)(57 — 1) 17(4r + 1) 3(dr + 1)

(18) Cr) = +

1532 (2r — 1) 64r(2r — I)x® ' 16r(dr — 1)°r® °

Infine ¢

, 925 92549
| By(w) | < | dnr—1 i; 5 T 1 %<
_ 318 (a;,—‘_“ 418z T\
‘ 4 4
[4n®—11]-75 Lo 1
T2-64(2r +u—1pPm? (T 2 1)’
088ia
: 4 —11-175 r
. | (e ] I :
(19) | Fal) l < 64(2r -+ n— 1)37% 2r — 1 °

e dalla (7) abbiamo

. @y ay + af 1 1 1 1
) == —— otg | & — - e — - w)eos | @ — ~ nmw — - 3 —
H(u) - — cotg 3 7 T)cos G — T
a, + a? . 1 1 1 1 4
— e cotg w—émr~—;rc cOS8 .’B——émt——ir |2
[%o(@)t + vy (@)p2]? 1 1 ‘
-+ ——%-rmsen ((:—§f)m~——17c ,

da cul, per », — /4 << o<z, + w/4,

4n® + 7/ 4n? 4 7\2
(40 — 1)2 5 I (4n? — 1)2
| Hz) | < G + ST :
+ | (4n2 —1)%] 5r —1 (4n? —1)2- 11 (4n® — 1)%- 121

3 23(2r - m— 1)33 53(2r — 1)3 2 - 8%(2r -+ n— 1)3n® 83%(2r + n — 1)47t

(4n?—1)%-8 - (5r— 1) (4n* — 1)®
3123(%r L — 1Pm353(2r — 1)~ 242r -+ n — 1)3x8

125
100(2r — 1)} ’

+ b2+
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ossia
: ] (dn?—1)2  16r—3
9 & .
(20) | Hew) [ < 26(2y + n— 1)37* 2r--1
§ 4. - Un’ altra limitazione.
Posto
(21) g(x) = golx) + aygi(@)u + asg.(w)ut,

con « variabile in (x.— =/4, #, -+ =/4), abbiamo

1 1 4n? — 1 1 1
g(®) = cos (v — s nm—  7|— sen (@ — g mm— ) —

4 8z
(4n? — 1)(4n2% — 33) 1 1
— B =N —— T
cos 5 17

21 822
quindi
() 4n? —1 1 4n? — 9 S 1 1 N
— g () = 1— o8|#—znmw—-w) -
gL 8 g | © 2" T
ah 4n2 —1 (4n2— 1)(4n® —9) 1 1
- — sen @ — = nw— =~ ) .

‘ 82 I 2T

Essendo z, —w/4 < 2 <&, + w/4, posto ¢ = x, + ex/4 con —1<e<1, ri-
sulta

1 1 T ) T
sen(m,—;mc——;n+a'z>:: (-—~1)’+ICOS€;,

: 1 1 ki ) (i
cOS8 mr—énn—zn -+ g 1= (-——1)7 sen €70

quindi

, 4n? —1 . (4n®— 1)(4n*—9) T
— T { s 1 o — e
(— 1)y (@) { 82 21 8% coseg

4n? — 1 1 fm‘l—-QSH T
T 8w Y ey
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e

. ' 3 27 3 27 V3
lg(a})!>1— 5. 5 o aa ; - ._">
2(2r — 1) 25(2r — 1)Pw 42 — L) 23(2r — )33 2
oy 2 /B Gr—5-4/3
>[ -—.(27'—1)7c}_2_ T T
e si ha dungue
y , br—35 4/2
(22) @) > 5575 -
Si ha poi
3 27 3 9 V3
e -+ ! - 1+ — = ¥
[g'(@) [ <1 5 2@r— 1) | @ — 1t 4(27‘—1)7{:{ 2@ — 1)2712} g "
3 9 3-27 1 1 e
< {5 + 4(2r — )2 - 28(2r — 1)m? T 4(2r — 1) + sm-n}?
3 3 1 VZ  6r—1 4/3
<[§ T a@r—1) Jr'3(27_1)} 7<‘2(2'r~—1) 2’
ossia
, 6r—1 /2
2t ; T V2
(23) 9@ < 55—T)

§- 5. - Esistenza di uno zero 22 di g(z) nell'intervallo (z, — w/4, , + wt/4)
e limitazione di g(x) nei punti z,—=/4 e, + =/4.

Ricordando che

[ 1 1
sen (w,—— 3 mt—;n) = (— 1),

\
si ha
Com Ve w1 V2
”(””"‘1)“‘“1) “?—T}?}(‘—l’“ 5
8 fvrmz

(4n? — 1)(4n® — 9)

218¢ <m, —Z{)"

. =
V2

— r+1

(=12
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= (— 1) = — (

2 : I
8 (w, ———‘i)

7 2 4n® — 1 2
:) VE_ STl pm¥2

(4n? — 1)(4n® — 9)

(

m\2
2! 82(:70,——>
4

<1,

ed essendo ~
[4n? — 1]  |4n® — 1|
<

T 47
8 (g}r "—‘—1:>

ﬁ-( x 'n<‘0
{[CU,.-—-; J‘r‘f‘ét s

ed esiste allora’ almeno uno zero 2% di g{x) in (@, — w/4, @, -- =/4).

risulta

Abbiamo poi

7 2 3 27
I g (m_i) ) [1—_4(21*—1)7t——25(27’——1)971‘2]>
3 1 3 7 167 — 11
Vel . vz 16— 1L
ST T T i@ — 1) B —1)7 2 8(3r—1)
z - \/g{ 1 27 4/216r — 10
I g (‘q” T Z) ’ = Vl T i@er— 1w 22— 1)27:2} “ 2 s’
ossia
| m\[_ VBl —11 | (o« V2 167 — 10
4) =3 |> T seon ) |I\" T LT Tse -
§ 6. — Limitazione di |z} —a?|.
Essendo

T 7t o\ . T o
g\#r—7) = \&r—7— 2|9 @), con ZH— T,

dalla prima delle (24) e dalla (23) segue

V/2 167 — 11
% 8(2r — 1)

g 0

6r — 1 \/§
Ly Z——.’Dr e

2(2r—1) 2’

da cui

‘ n:‘\ 16r — 11
&~y — = ———
. ’ 4/>4(67'—~l)
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Analogamente
™
) 9@, con 2°<az<w, - 1

‘ T L 0
g mr%‘z == | @, RRriantlH

e .dalla».useeonda;w-delle-«»(~2~4)~~fe/-~d~azlla:--v(~2-3v)\-v»a;bbiz‘tmu

VI L (T
.2 8(2r—1) Ty r

ossia
o, S0 T Y

™

Ly b= —p) > —
Ty T o46r—1)°
e quindi per tutti gli zeri 2, di g(=) compresi in (2, — wid, @, - =/4), [uno almeno
esistente per il n. 5], vale la limitazione

5 T 167 — 11< 0 ®  16r — 10
25 i el /Ml A B —
(25) T T ger— ) S T T Wer — 1)
Riprendiamo ora la (6) che per la posizione (21) diviene

Gl + v@)y + (@) = gla) + Hiz)

e si ha _
Jol@ + vo(z)p 4 0y (@)p?] = (® —ap)g' (=) -+ H(x) ,

con x, compreso fra x e a°.
Si ha allora che se

(min | ¢'(@) |) - | © — 2% | — max | H(z) ]Z> 0,

ed anche per la (22) e la (26) se
4n? — 1) 16r — 3
(4n ) 7 0,

T 282 - — 1)1 21

|

"~ »

6r—5 /9
\0 ];Z‘——~L6‘°

3(2r — 1)

cioé se
(4n?® — 1)2 3(16r —3) .
- 2,
6r — 5 \/ §

0
N Y _
| o r 28(2p + n — 1)33

esiste almeno uno zero x di go[w -+ vo(w)y + v, (x)p?] in
(4n> — 1)2 3(16r — 3) \/5 0 (dn® — 1)®
T 982 4 o — 1)350

3(16r — 3 _
ao ,)—\/2.

6r-— 5

0
'/L‘ — - —
T2 L — 137 6r— 5

Con facili calcoli si prova, tenendo presente la (25), che questo zero

cade in (2, — /4, @, + w/4).
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Se ora poniamo

2

L= &) 4+ vo(af ) + vy(@) )
si ha .
77: fdn? — 1] 5r—1

4 22 + n— D7 5(2r — N’

ed essendo (5r —1)/(2r— 1)< 4 risulta

. 7T T 3
W dp—1) o > (21 - p—1) s =
., > @2r-+n 1)2 (77_1>(1 ) 1)2 i Lret s
ed anche
] < | T |4n2—1[ Br—1 <
M e - @
TS T T g2 o —1)m 5(2r — 1) Lo
ne viene che essendo g[2F + vo(af)w + vy (2] )p2] =0 &
wy A vela) )+ o] )pt =,
e si pud assumere nel n. 2 ¥ = x* e sussiste pereio Ia limitazione
p r T
3(4n2 — 1)2(16r — 3)4/3
(26) o) — ) | A

25(2 + 0 — 1)3¥(6r — 5)

§ 7. — Limitazione di |j,., — 2|

Se indichiamo con 9§, , U'r-esimo zero di J,(#) valgono le limitazioni di
SCHAFHEITLIN (%) ’

‘m A

(s 1
1&?1zr<( }l)“‘"‘gr—n

per

e queste ci assicurano Pesistenza di uno zero j,, di J.(¢), quando 0 < n <1/2,
r =1, 2, ..., nell'intervallo (@, — /4, @, + ©/4).

() P. ScHAPHEITLIN, Uber die Gaussche und Resselsche Differentialgleichung wnd
eine newe Integralform der letzteren. J. Reine Angew. Math., 114, 31-44 (1895)
Cfr. pure G. N. Warson, loe. cit. (%), p. 490.
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"Per provare Pesistenza di uno zero Jur di (@) in (@, — wj4, @, + 7/4)
anche nel caso 1/2 << n <1, essendo

f"(.’L‘) = g(x) + R3(-’,U) H

oecorrerd-mostrare-che

) < Jo o3

!71: 1 P . D)
giz, -1, per§<n\1, r=1,2,..,

cioé per la (19) e le (24) che

(4n? — 1)75r
AR 5 1
42r + n—1)° < ’\/~(16? 11),

0o =

B infatti per 1/2 < n<1

(4n? — 1757 3- 757 375 + '3-75
4(2r + n—1)3 ( 1>3 T2(4r — 1) ' %(dr — 1937
41 a7 - —

quindi, gid per » = 2, abbiamo

(4n® — 1)75r 3-75 3-75

/2-21.
i fn_ip~g.29 Tz <V2 2

Nel caso r =1 dobbiamo invece provare che per 12 < n<1 &

75 4n®—1 _
Zm3< O'\/é .

La funzione (4n*—1)/(n + 1)* & una funzione crescente di # e risulta quindi

4n? — 1 3

M 2 <1.
PRI 12<n<1

Abbiamo allora, per 1/2 <n <1,

TBdnt—1) _ 75-3 .
< : 2.
presr e L A 2

Possiamo dunque concluderé che per 0 <n<l, r=1,2, .., vale la limi-
tazione '

ki3 . T
(27) "Er_'1< 71¢,r< Ly "‘}“ ; .

Poiché 2°

> € uno zero di g(x) si ha

fn(m) = (1 — $:)g'((l?;/) + R3({B) 3
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con @, compreso fra v e ), e allora se
(min | g'(@) |) - |  — @) | — max | By(z) | > 0,

od anche per 1a (22) e la (19) se

3(2r ;1)\/5 ' |4n* —1]-75  »

]:v—-m:’[ > - ,
6r—>5 64(2r + n— 1)%x® 2r —1

esiste almeno uno zero &£, di f,(x) nell’intervallo

-

o 3V2|4nt—1]-75 0 3V2|dn®—1|-75
T ed(6r—5)(2r + n— 1P’ " 64(6r — 5)(2r - m— 1)

Risulta inoltre

3V2 | 4n2 — 1| 75 16r — 11

28)
(28) 64(6r — 5)(2r + n— 1)37r,3< 4(6r — 1) °

Infatti il primo e il secondo membro di questa disuguaglianza sono rispetti-
vamente una funzione decrescente e una funzione crescente di r e fino da
=2 si ha ’

V2| 4n?—1|- 75 18-V2.75 [16—11 21
64(6r — B)(2r + n— 1)%a® " 6472775 |4(6r — D)|p_g 44~

mentre per ¥ = 1 oceorre provare che

3V2 |42 — 1|75 1

64(n + 1)3x® 4

Ora per 1/2 <n <1 ¢, come precedentemente provato, (4n? — 1)/(n -+ 13< 3/8,
si ha quindi : :

3V2(4nr—1)-75 V2. 75
64(n + 1)°7° 64- 10

3 1
‘8‘<'4:. : - n<l;
per 0 <n<1/2 8i ha invece

3V2|4n2 —1]-75 3\/5-75<}
64(n + 1) 6dre 47

La (28) risulta quindi provata per 0 <<n<ler=1,2,...
Dalla (28) segue anche che lo zero £, di f,(x) cade per la (25) nell’inter-
vallo (#,— w/4, . - w/4) e poiche, per la (27), ., & I'unico zero di f,(z) in
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tale intervallo si ha £, = §,, e sussiste percid la lmitazione

(29) e — | < B2 A2

T

§ 8. — Formula asintotica per j,, e valutazione dell’errore
Dalla (26) e dalla (29) abbiamo
o . N 3(dn® — 12167 — 3)V2 + 32 | 402 — 1] 75
(36) 5:;”“—-,1:7“ ] < : R -
28(2rr 4 0 — 1) (6r — 5)

e per la (14)

)

. 4n®—1
(31) Jn,r == Ty — “‘g;rm- +e(n,r) 1,
T T
z, = (29 4+ n) 371
con

N w1  (4n®— 1)
I 3("‘57) I ~ ‘ Toe ™ T, i -+ l 1{('1‘) ! T 649}5_;"-‘_ ’
ovvero, tenuto conto delle (31), (17) e (18) e clie per r>=1 ¢

(6r — 1)(6r — 5)

L (4 1)(6r—5)
G-~ o1

~~~~~~ <15, QA D 5
r(2r — 1) ’ (dr — 1)2 27
posto
_ A =|4n*—1],
si ha
(32)

| e(n, 1) | < (7,442 L 1,14)
’ 262 = —1) (6r —5) |’

che & quanto ci eravamo proposti di ottenere.



