Bruxo PixNi (%)

Sulle proprietd di minimo, € relative conseguenze, delle auto-
soluzioni di un sistema autoaggiunto di equazioni differenziali
lineari omogenee del secondo ordine. (**)

Il presente lavoro fa segunito a un altro (*) sugli autovalori e le autosolu-
zioni relativi al sistema differenziale di STURM-LIOUVILLE

(4y'+ Cy) + Cy'= (P — AQ)y,
V(@) =y(b) =0, a<a<b

(y vettore ad » componenti, funzione incognita di »; 4, P, ¢, € matrici qua-
drate d’ordine %, le prime tre simmetriche e la quarta emisimmetrica, fun-
zioni note di @ continue su (a, b), la prima e I'ultima anche dotate di derivate
prime continue; A un parametro). In tale lavoro, riattaccandosi a risultati
noti (2), ¢ stata studiata la configurazione degli autovalori relativi al prece-
dente sistema differenziale. Qui mostreremo come, in modo del tutto natu-
rale, si estendano alle autosoluzioni, del medesimo sistema, le note proprieta
di minimo di tipo hilbertiano delle autosgoluzioni di una equazione differen-
ziale ordinaria del secondo ordine; useremo in tale esteunsione il procedimento
seguito da M. PICONE per le equazioni del secondo ordine (*) ed esteso da
G. CnmaNo (4) alle equazioni lineari autoaggiunte del quarto ordine. Daremo

(*) Indirizzo: Via Hercolani, 2 - Forli (Italia).

(**) Lavoro eseguito nel Seminario Matematico della Universitd di Bologna. e vice-
vuto il 6-X-1949. : ¥

(1) B. Piny, Adwiovalori e autosoluzioni per i sistemi auloaggiunti ecc., Univ. Roma,
Ist. Naz. Alta Mat., Rend. Mat. e Appl. (5), 8, 351-377 (1949).

(3) Cfr. G. CrmmiNG, Sui sistemi di infinile equazioni differenziali lineari con infi-
nite funzioni incogniie. Memorie Accad. Naz. Lineei. Rend. Cl. Sci. Fis. Mat. Nat. (6),
5. 273-315 (1933).

(3) M. PrcoxE, Sulle autosoluzioni e sulle formule di maggiorazione per gl'integrali
delle equazioni differenziali ordinarie awloaggiwnie. Math. Zeit. 28, 519-555 (1928).

(Y G. Cravino, Awutosoluziont e autovalori melle equazioni differenziali lineari ordi-
narie auloaggiunte di ordine superiore. Math. Zeit. 32, 1-58 (1930).
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poi una valutazione asintotica degli autovalori e delle autosoluzioni accen-
nando a un teorema di sviluppo in serie di autofunzioni.

1. — Cominciamo col ricordare alcuni risultati del lavoro citato in (), rela-
tivi ai sistemi autoaggiunti

(1) (4y'+ Cy)' + Cy'= (P — )y .
Indicata con U{x, A) la matrice che ha come colonne le componenti di
» integrali u,, U,,..., U, linearmente indipendenti di (1), nulli per z =a, e

posto @ = (AU'+ CU)U* in ogni punto di (a,d) ove U ¢ invertibile, sus-
giste l'identita

2) Ay Xy —2Cy Xy + (P—AQ)y Xy =
= Ay — A YD — O)) X (¥ — A (D — O)y) + (Dy xy)’

essendo y un arbitrario vettore continuo e dotato di derivata prima con’ﬁinuafi;'
segue che se A ¢ definita positiva e y(a’) = y(b') = 0, riesce

4 v

/(Ay'xy'*20y’><y +Py'><y)dw>x/nyydw

a @
per ogni intervallo (a’, b’) < (a, b) in ogni punto del quale U sia invertibile,
il segno di eguaglianza sussistendo solo se y ¢ un integrale di (1).

Consideriamo ora il sistema (1) con le condizioni agli estremi

3) ¥(a) = y(b) = 0.
 iyes . . 4 C . . . .
Nell’ipotesi che la matrice | o pl 5 definita positiva (5) e @ sia

anch’essa definita positiva (%), esiste una successione non decrescente e non
limitata di numeri positivi

0< D <N < e K <Ay < e

tali che per A = A, esistono, in a << <b, v punti 2, #”,..., 2 di cui mai .
pit di % coineidenti tra loro ¢ mai pit di n— 1 coincidenti con b, per cui esiste
un integrale y nullo in @ e in ", uno nullo in @ e in #{,..., uno nullo in a e
in b, riuscendo linearmente indipendenti quelli corrispondenti a punti z™,

se ve ne sono, coincidenti. In ciascuno, £, di tali punti la matrice U(£, 3,) ha

Y

o P semidefinita posi-

(3) Oppure anche solo che 4 sia definita positiva e

tiva. .
(6) O anche solo semidefinita positiva non nulla.
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caratberistica < n e precisamente ha caratteristica » —k se, per un oppor-
tuno ¢, riesce «
(¥ R 5 RS ¢ ) S — A7)
a/?j1< g = 3’51) = '”521 == T ey X By

Noi indicheremo con ¥y, ¥is..., ¥,,... la successione delle autofunzioni del

—gistema-differenziale~(1)-(3);-intendendo-che;-se—dg < Ripr==Tpp == =Ky~
< Aspjrry SiaNO yH.l,..‘., Viris § integrali linearmente indipendenti di (1)-(3)
per A= R == ... = Aij.
Sussiste poi per due autofunzioni y,, ¥, corrispondenti ad autovalori di-
stinti la condizione di ortogonalitd rispetto alla matrice peso ¢
b
(4) | [Qyxy.ae =0,

o
mentre per ogni autofunzione y; si ha
b

/ Qy: Xy dz >0

[+
(ovvia se @ si suppone, comé faremo, definita positiva).

10 chiaro che la condizione (4) si pud pensare soddisfatta anche per le auto-
soluzioni corrispondenti ad autovalori multipli (), e ¢i0 noi supporremo sempre
verificato nel seguito. ' :

() Infatti se y;, ¥a, ... ¥, sono p auntosoluzioni (linearmente indipendenti) corri-
spondenti all’autovalore A di molteplicitd p, poich¢ il gramiano
K4 !)
| Qy.xy,de ... / Qy, X ¥,

b : b
/(i)y1 )y, da ... /Qy},xy,, do

[ [

¢ > O insieme a tutti i suoi minori principali, quale diseriminaute della forma guadratica

b [
N 2 . - Z?‘ S'I)‘
lek( /th XYk ‘];'l’> gl == / Q >_n: oy X 20y dw
1 N | 1
a a

che & definifa positiva, tale essendo la matrice @, il noto procedimento di ortogona-
lizzazione di ScuMipT permette di sostituire i vettori y;, ¥s,.... ¥,-con altri (oppor-
tune loro combinazioni lineari) due a due ortogonali (sostituendo y,, k=1, 2, .., p,
con 1Yy A oo A @ pr¥ir -+ Yay OVE @y qyees @y g—q costituisce una soluzione del sistema

b

/Q(ah,ly‘l "%‘ - a’h,hvlyh—»l + YI;)XYi de = 07 (l = 1: 29"" b~ 1))

143
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2. — Cid premesso, passiamo a stabilire un teorema di minimo per le auto-
soluzioni del sistema ditferenziale (1)-(3). Allo scopo cominciamo col fare qualche
osservazione.

Intanto la (2) é valida, su tutto (&, b), qualora si prendano per A e y
un  autovalore A e una corrispondente autosoluzione y ; infatti, poiché

y.=U(x, 7)o, essendo o un opportunc vettore costante, si ha

Ay, — A YD —0O)y,) X (v, — A YD —C)y,) +
' 4+ (Py, xy,) = (VAT + CU)a xa)’

dal momento che y,— A~YD — C)y, = 0; d’altra parte

Ay, Xy, — 20y, Xy, + (P—7Q)¥, XY, = :
= (UAU' —2TCU + TP — 1) U)axa = (T(AU' + CU)a xa)’

come si riconosce tenendo presente che 7((11 U+ 00+ CU)= TP —2Q)U
e che — T0Uaxa = U CUaxa.

Noi vogliamo ora delle condizioni per i vettori y atte ad assicurare la vali-
dita della (2) per A = ), su tutto (a,d) e non soltanto nei punti di (a, b) ove
U(#, 3,) é invertibile; allo scopo basterd assicurare la convergenza del vettore
U-'y in tutti i punti di (a, b) e completarne la definizione su tutto (a, b) asse-
gnando ad esso i valori limiti nei punti ove la matrice U non ¢é invertibile.
U ¢ invertibile su tutto (a, b) esclusi i punti #,..., ™ di cui, com’d stato
ricordato sopra, mai pitt di » possono coincidere tra loro e mai pitt di n—1
possono coincidere con b; noi, per comoditd, diremo che £ & un punto 2 k-plo
se k, e non pil, punti ™ consecutivi coincidono in £; in tali ipotesi si annul-
lano per » = § tutte le derivate successive del | U(x, 2,)| (%) fino a quella
d’ordine k¥ —1 inclusa, mentre la derivata d’ordine %k ¢ diversa da zero (°).
Per semplicitdh di esposizione tratteremo dapprima i casi estremi relativi ai
aggiunta di U

valori 1 ed »n di k. Sia £ un punto #™ semplice; U-1ly == T y eil
k3
2 [ Uil 9
1

vettore di componenti y (#==1,2,..,, n); poiché | UE,2)| =0 ma

(U]
] UE, 2,) [’ +0, imponiamo al vettore y di verificare le condizioni

k1

Dl Uil \) | 9ulB) = 0 per i=1,2,...,n.
1

(8) Se M & una matrice quadrata, col simbolo | M | s’intende il det. M.
(°) Cir. lavoro citato in (%).
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Ma agg. U(E, A,) ha caratteristica uno poiché U(E, A,) ha ecaratteristica
n—1, onde la precedente condizione se & soddisfatta per un particolare valore
di 7, lo & di conseguenza per ogni altro valore di ¢ (1 =1, 2,..., n).

Pertanto se £ & un punto 2 semplice, noi imporremo al vettore y la
condizione

k1

gk | UnlE 2,) | 9ul8) = 0
per un certo valore di ¢ per cui non tutti i minori | Uw(§, A) |, (=1, 2,..., n)
si annullano. ;

Supponiamo ora che £ sia un punto & n-plo; allora U, 3,) ha carat-
teristiea zero e, come §'¢ detto, si annullano per x ==& tutte le derivate suc-
cessive di | U(w, A,) | fino a quella d’ordine n— 1 inclusa mentre la derivata
d’ordine n ¢ diversa da zero. Noi imporremo al vettore y di soddisfare le n?
condizioni

ki3

(3] T, 1) | yu(@)) g = 0 (gkt Uy W) | 9a@)) s = 0, e,
1

(

Ma, per ogni valore di 4, le prime n—1 di queste sono certamente soddi-
sfatte perché anche i minori | Uw(E, 2| (8 =1, 2,...,n) sono di caratteri-
stica zero e quindi | Uilx, A,)| si annulla, per # = &, insieme a tutte le sue
derivate successive fino a quella d’ordine »—2 compresa mentre non sard
eguale a zero la derivata (n—1)-ma di ogni | U(w, A,) |. Percié le precedenti
condizioni si riducono alle

e Uailw, 1) [ ya@) 0 =0, (=1, 2,0, m).

HMg

n
(0| Usitar, ) | wal@) 0 = 0 (=1, 2., )
> ,

¢ quindi, senipre per le considerazioni di sopra, alle

n
(Zk | Uiy 2,) [("‘1’yk(a))>m=5 =0 (t=1, 2,..., n),
1
ovvero
Dl { U@ ) ba | 92lE) = O (i=1,2,.., n),
1

indicando con |{ U’'(®, A,) }x:| il complemento algebrico dell’elemento appar-
tenente alla riga k-ma e alla colonna i-ma nella matrice U'(z, 1) che, come
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si sa, ¢ invertibile per «# = £. Ma se una matrice & invertibile, tale ¢ anche la
sua aggiunta e quindi lé precedenti condizioni portano a fare ’ipotesi che sia

Vi) = 9al8) = .. = Ya(€) = 0.

Consideriamo-infine-il-caso-che-E-sia-un-punto-k-plo:--Poiché-la-matrice -

U, ),) ha caratteristica n—k, k colonne, p. es. le ultime, saranno combi-
nazioni lineari delle prime n-—k, cioé
n—k
1 .
Wagin(E, 2,) = Dpr €M, 1) (h=1, 2., k),

1
convenendo di indiecare, com’e gid stato detto, con ulz, X)) (f =1, Z..., 1)
il vettore le cui componenti sono, ordinatamente, gli elementi della colonna
i-ma della matrice Uz, 2,). Allora, ovviamente, i minori complementari degli
elementi delle ultime % colonne di U(r, 1), p. es. quelli relativi agli elementi
della colonna (n—k - 1)-ma, cioé¢ i determinanti d’ordine n-—1 della matrice

(@, 1)y oy Wari @y X)) W@, 1) ey Waly 1) |
ovvero della matrice

fw(@, X)5 ooy Wami@, ), Waepra(w, A)) —
n— ke NI

S e Y
- Zr 07(-“)“7'('1!7 )y ey Wa(®y N) — 250 Cﬁk)“r(m’ ) ”
1 1

“

saranno tutti nulli per « = £, insieme alle loro derivate successive fino a quelle
d’ordine k¥ —2 incluse (cio¢ fino a quelle in cui compare almeno una delle
ultime % colonne non derivata) mentre saranno non tutte nulle le derivate
(k—1)-me. Inoltre i minori complementari degli elementi delle prime n—k
colonne di U(E, &,), poniamo p. es. quelli relativi agli elementi della prima
colonna, cioe i determinanti d’ordine n—1 della matrice

” ue(x; )\,,)7 “eey un—k(:vp }\1,), un-—k-{‘—l(m) }\1-)? e u"(‘/l’.ﬂ )\y) “
ovvero della matrice

ue(@, 2,5 oy Waci(@, 1)), Wapry(@, A,) —

n—r n—1I

N ) N 5
= D U@, )y ey Wil X)) — D Py, ) |
3 ~ )

saranno tutti nulli per # = £ insieme alle loro derivate successive fino a quelle
d’ordine & —2 incluse perché in ogni caso figureranno almeno due delle ul-
time % colonne non derivate le quali risulteranno proporzionali causa le rela-
zioni precedenti, osservando che per @ =% la colonna (n—Fk + h)-ma
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h=1,2,.., k) & costituita dalle componenti del vettore ¢™wu,(¥). Le condi-
3 Y b 1
zioni da imporre sono percid

ki3

: . Fi--1) . . .
(S0 ] Uil 1) [ gala))s” = 0 (i=1,2,.., 1)
1
ossia
n
(3] Unstery 3,) [00y(@)), -y = 0 (i =1, 240y 1)
1

Si hanno intanto k condizioni, quelle corrispondenti a ¢ =n—=5% 4 1,..., n.
Per quanto rignarda i valori di ¢ = 1, 2,..., n— k, saranno non tutti nulli solo
i minori dedotti da ] U,;i(:l;, 7\,,){ derivando k—1 delle ultime %k colonne; ma
allora le prime n—k—1 colonne saranno non derivate e quindi quella delle
ultime % colonne che & non derivata si esprimerd, a meno di un fattore co-
stante, per mezzo di quella tra le prime n—k colonne della matrice di par-
tenza che non figura nel minore che si considera; p. es. per ¢ = 1, derivando
le ultime k-—1 colonne della matrice

e, 7)oy o, 205 Wompra (@5 2D 5 ooy u,‘(x, PN
si ha, per @ = &,
“ ui(i? 7\y)’ ceey un—~k(E.7 7\:')7 Cl(l)ul(aa )‘v)’ u;z—k+2(ii 7‘1')’ e u,'l(i, 7‘1') H

i cui minori d’ordine n— 1 differiscono solo per un fattore costante dai cor-
rispondenti minori dedotti, come sopra, da| Uulz, A,)| con i =n—Fk +1e
Bo=1, 2,..., n. In definitiva si hanno da imporre solo le condizioni

n
(0] Uns, W) |6 0p@))y o = 0 per & =n—k +1,..., n.
1

Cid premesso, ¢ di immediata dimostrazione il seguente:

Teorema di minimo. Siano @, #0... &$ i punti & a<<w <b ove non ¢
invertibile la matrice U(z, A,). Indichiamo econ T, Uinsieme dei vetlori y dotati
di derivata continua soddisfacenti le condizioni:

1) sono nulli in a e in b;

;

. n
2) soddisfano la condigione (Ek! Ui, 1) | y,\.(m))m = ( per un oppor-
1

tuno valore di i (L <i<n) se £ ¢ un punto ) semplice;
n
. .. O ; .
3) soddisfano la condizione (}_Jk] Ui, 1) | yk(m))z= e=0 per duc oppor-

‘ 1
tunis valori di i se £ ¢ un punto & doppio; ece.;

4) soddisfano le n condizioni ¥, (E) = 0, () = O,y Y (E) =0 se¢ & ¢
un punto ) n-plo. A
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Ebbene riesce

b
| (4y'xy — 20y’ xy + Py xy)ds
(5) & 5 >,
/ Qy xy dx

a
. 4
e il rapporto al primo membro raggiunge il minimo in T', per y = > a:y”
1
essendo ay, a,,..., a, delle costanti arbitrarie e y(” (’), . y‘”) v autosoluzioni
lmearmemte indipendenti corrispondenti all’autovalore A .3 Supposto che questo sia
& molteplicita p, cioé sia p. 6s. h,_, < h,_,. = X,_,., = .= A, << A,,,. La (2),
valida per A =%, su tutto (a, b), una volta integrata tm- a e b fornisce

b
L(y) = /(Ay’ Xy —2Cy Xy + (P—2,Q)y Xy) dz > 0,

@

il segno di eguaglianza sussistendo solo se y & un’autosoluzione corrispondente
all’autovalore A,.
Tenendo presente che
b

/nyydm> 0,

si deduce subito 1’asserto.

3. - Come nel caso di una sola equazione ordinaria del secondo o del quarto
ordine autoaggiunta, la precedente proprietd di minimo pud essere formu-
lata indipendentemente dalla conoscenza dei punti #®, cosi anche nel caso
di un sistema si presenta la stessa possibilith. Premettiamo allo scopo il
seguente lemma: .

Se Ny Aryeey A, SOno i primi v autovalori con Aoy <A € Yoy Yiseey Voly
le corrispondenti autosoluzioni, non esiste nessuna combinazione lineare a coef-

-1

ficienti costanti non tutti nulli di queste ultime, y = Zi ¢y, nulla in a e
0

in b e che nei punti ™ soddisfi le condizioni specificate precedentemente.
L’ipotesi che sia A,_,<CA, & ovviamente motivata dal fatto che se fosse
Y1

Y . I .
vt = Ay_py1 = =X, la D¢y, verificherebbe le condizioni del teorema
v—h

precedente per dei coefficienti ¢; costanti arbitrari.
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Nelle ipotesi specificate y & un vettore dell’insieme I', onde dovrebbe essere

b

I(y) :/ (Ay' Xy — 20y’ Xy +(P—2Q)y xy)dz >0

a

e qumd1
el b
D e [ (Ay; xy; —20Cy; xX¥; + (P —21,Q)y: Xy;) dw > 0
0 a
da cul
»—1 b

Z«' 0:: / (Ay; xy; —20y; xXy; + (P—2Q)¥: XYi) daz >0

a

tenendo presente che &

b
_/(Ay; Xy — C¥, X ¥;— OY, X¥:-+ (P — A Q)y: X¥,) do=0

a

come si deduce dalla (4y; + Oy,) -+ Cy; — (P — AQ)y; = 0 moltiplicata sca-
larmente per y;, indi integrata tra a e b e osservando che, essendo y; e ¥;
autosoluzioni distinte, &

b
[Qyi Xy;de = 0

a

e quindi & lecito sostituire )\,,yix&,- a AV XY; sotto il segno d’integrale.
D’altra parte e

b

| (4, %y, —2C¥, xy: + (P— \Q)y: Xy,) dz = 0

"

onde

}:,- (hi —2,)e} / Qy: Xy, de>0.

0 a

P b
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Ma
b

/Qyixyidm>0, hi— A, <0,

« N

N

onde la precedente & compatibile col segno di eguaglianza solo se ¢; = O per

G e A
Cid premesso, passiamo alla nuova formulazione del teorema di minimo:
Sia I, Vinsieme dei vettori y, dotati di derivata prima continua, nulli in a
¢ ¥ b, soddisfacenti le condizioni di ortogonalita rispetio alla matrice peso ¢}

b b b
/ Qy Xy, de = 0, /Qy XY dw =0 ,..., [nyy,,_ldm =0
43

a @

nell’ipotesi che sia X,_, < x,. L'integrale I,(y) ha in T per minimo lo zero che
consegue quando e solo quando

D]
-
y = >_.n Y, 0
0
essendo le a; delle costanti arbitrarie, nell’ipotesi che sia Ay =h == A, -

Cominciamo col provare che anche se y non appartiene all’aggregato I,
ciononostante si possono determinare le costanti ¢, in modo che il vettore
v—1
n=y + 2; ¢y
0 ,
appartenga a tale aggregato.
Indichiamo con

- b
he}

A

v
ka2 g erer s C.=7;,1'k

n
. () . o 9 ‘ Y . . s . P
i punti 2™ E-pli, essendo k= 1,2,..., 7 e w kv, == v. Le condizioni da im-
porre $ono: !

n

2
Zkl Uki! e = 0
1
per un opportuno valore di ¢, in ciascuno dei punti &,,,..., B
K
il
S| Ul e = 0
1

per due opportuni valori di ¢, in ¢iascuno dei punti &,,,..., &eys €CC.S

‘f)l _.—_'/)2 == ... :“f)n :0
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iu ciascuno dei punti &, ,,..., En, ; 81 ha con c¢id il sistema di vy + 2v, ...

-+ v, = v equazioni lmefm non omogenee nelle incognite ¢,, ¢,,.. 9 6t

-1 n» n .
Zh (Zk l Ui l :l/kh)wxg Cp = — (21& , U I Lllk)xn,g
o T 1,1 1 1,1

per l=1,2,..,v, e, in coulspondenaa a.ogni_l, per.un-op--

‘portuno valore di 4;
1 n
21; (EL ! U l' ;l/kla)wzg == (ZL
01

per l=1,2..v, e, i corrispondenza a ogni I, per due
opportuni \211011 di ¢

Um 7/1) —F

=&
2,1

»—1 n n
Eh <Ek J U I(n-_l)ykh);l;:g" l(?n = — (:L ] U f("“l)yk)g;xgnl
i} 1 ” 1 ' ?

perl=1,2,..,v, e per i = 1, 2, n;

indicando con ¥, Yonse.., Y le componenti dell’autosoluzione y,. Ora il de-
terminante dei coefﬁclenm delle ¢, & +0; infatti in caso contrario sarebbe

compatibile il sistema omogeneo associato al Precedente; ma allora esisterebbe
r—1

una #n-pla di costanti ¢, non tutte nulle per cui 2_,,, ¢ Y» sarebbe un vettore
0

dell’aggregato I', contro il lemma precedente. Cid provato, riuscendo Y] un

vettore dell’aggregato I',, sara

b :
In) = / (dy/ x},’ — 200" X0 + (P— 1,0 xv) dz >0
cioé “

b »—1 v—1 »—1 y—1

L) = [ |A(y -+ ) x (5 + D ay) —20(y'+ X, oy) x +.}_4, o)+
' 0 0 0

a

¥—1 —1
+ (P — 7\,,Q)(y + Ei CiYi) X (y + Zz Ciyz')} de >0
da cui 0 0
. )
J 4y xy' — 20y xy + (P— 0 Q) xy) do +

y—1
Z fAy XY= CY' XY~ 09, Xy + (P—2,Q)y Xy,) do +
v 1 b
+ Zii Cicj/(AY:XY;‘ GY:-XYi“‘ OY;XYi -+ (—P-')\,,Q)Yi XY5) de>0.
0 .

a
E
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Nell’ultima sommatoria, come si ¢ gid visto indietro, sono nulli tutti gli
integrali corrispondenti a coppie 4, j con'i #j. Nella prima sommatoria gl
b

integrali, tenendo presente l'ipotesi / Qy Xy, dz = 0, diventano
@
) b ‘

/(Ay ><y —oy \y-—Cy XY — Pyxyy)ds ;
(L
ma da (dy; -+ Cy,) + Oy, = (P —;§)y; moltiplicata scalarmente per y indi
integrata tra « e b, si ottiene
b
[ (Ay' xy,— Oy xy:— Oy, xy + Pyxy;)de = 0.

@

Pertanto si ha

b
I = | (dy' xy —20y xy + (P—2,Q)y xy) dar +
¢ r—1 b
D | (A, XY —20¥; xY: -+ (P—1,Q)¥: X¥:) de >0,
o 4 (
¢ poiche
b

/ (Ay; xy; —20y; xXy: + (P—2Q)¥: Xy;) dw = 0

a ) )
segue

b

I :j (Ay' Xy —2Cy' Xy -+ (P —rQ)y xy) de +
a

»—1 b
+ Zi C?()\i‘“ A, / Qy: xXy;dz >0,
0 d'

e, in quanto la sommatoria che figura nell’ultima formmla scritba € negativa,
si-ha a piu forte ragione

b

| (Ay’ xy' — 20y xy + (P—,Q)y x¥) dz > 0,

a

il segno eguale sussistendo sclo se al posbo dl y si pone un’ au’rosolumone cor-
rispondente all’autovalore 2,
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4. — Teorema di massimo-minimo (). Se y & un vettore continuo insiems
al suo derivato ¢ nullo in o ¢ in b, tale che
b
[ Qzxydn =0 (6=0, 1., v—1),

23

essendo z; (i =0, 1,..., v—1) v arbitrari vettori continui, il rapporto

b
/ (dy <y — 2Cy’ XY + Pyxy)de
a
b
/ Qy xydx

23

¢ sempre positivo ¢ il suo estremo inferiore e'(zy, Zy,..., z,_,) ¢ dotato di massimo
sull’insieme di tutte le v-ple di vettori 2, (i = 0, 1,..., v—1) ¢ tale massimo ¢
Uautovalore A, . i .

Poniamo y = ¢y, + 1y, 4+ ... —+ ¢,¥,; ¢ possibile determinare le costanti
“Cyyeery €, in modo da soddisfare le condizioni dell’enunciato (si hanno infatti

v equazioni lineari omogenee nelle v -+ 1 incognite Cgs.-ey €,); i ha

b
/'(AY' Xy — 20y Xy + Pyxy)de =
a ) , 1’ p
= Ek ciy(fiy; XY — 20y, XY + Py, X¥,) do = Zk 02)\"”/‘ Qy, Xy, dw
B . b
, QyXyds = 21;7»‘ G;i/ QY. X yy dx
a @
b

Iy

e, pensando le autosoluzioni normalizzate ( / QY. Xyrdzw=1, k = 0, 1,...), é
p ,

»
Zk ci)\k‘,
0

<A,

v ¢

< 2
2 Cx
[

il segno’ di eguaglianza sussistendo solo se y & un’autosoluzione eorrispondente

(1) Estensione immediata dell’analogo teorema relativo a una sola equazione ordi-
naria autoaggiunta del secondo ordine; cfr. R. Courant und D. Hiveerr, Methoden
der Mathematischen Physik, I, Berlin 1924, cfr. pp. 325-326.
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all’autovalore %, il che pud avvenire o se v<<mn e Ap == Ay == ... = A,, oppure
S€ 0 == ¢, == ... = ¢; = 0 essendo A;<C Agq = Agpp == ... = A,

Servendosi del teorema di massimo-minimo si pud facilmente dare una
prima valutazione asintotica degli autovalori; consideriamo i due sistemi

(AY'+ 09+ 0y = (P—2Q)y, (4% + C*y)'+ C¥y'= (P*—rg¥)y

nell’ipotesi (oltre alle solite singolarmente sui due sistemi) che siano semi-
definite positive le due matrici

A—Ax 00 N .
' C¥—0 P—P* “ Q*—@;
allora
b })
[(;ﬁl*y’ Xy — 2C*y Xy + P*yxy)dx / (dy’' )y — 20y’ Xy + Pyxy)ds
a a
b < b
fQ*yxydw [nyydx
a a .
e quindi
e Zoy Zyserey By_q) <6 (Zoy Byyeery By_y)
max e'* <. max e'; ,
ossia
A<,

Poiche || c p|l & per ipotesi definita positiva, si possono scegliere due
numeri positivi « e B in modo che, posto A* = all, P* = pH, 0% =0, la
matrice A: gE P—OQE sia semidefinita positiva; indi @* = yE con
v = maXx @y Xy (sull’insieme dei vettori di modulo uno). Con ¢id il secondo

Iyl =1

dei sistemi scritti sopra diventa «y’’ -+ (Ay — P)y==0 da cui, per A abbastanza
grande (in modo che sia Ay > ), y = sen Vy_:E (t—a)-e con ¢ vettore
. o ;

costante arbitrario. Segue
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Analogamente se v, = min Qy Xy e se ¢, e 3, sono due numeri positivi
lyl =1 .
‘ OClE — A —C

tali che | o 8,5 — P

sia. semidefinita positiva, si riconosce che

Cio prova che 2, = 0(v?) (*}) (facendo uso del simbolo di LANDAU).

5. — Si pud perd, analogamente al caso di una sola equazione, precisare
il comportamento asintotico degli autovalori. :

Allo scopu cominciamo con P'osservare che, operando in (1) la sostituzione
y = Lz, ove L rappresenta una matrice funzione di # su (@, b) continua con
le derivate prima e seconda, e moltiplicando la trasformata a sinistra per la

trasposta L, si ottiene il sistema autoaggiunto

TALz' + (LA'L + 2LAL + 2LCL)z" -+
4+ (LAL" + LA'L' + LC'L + 2LCL' — LPL)z + ALQLz = 0

che i pud porre nella forma

= 1 = - - A - -
<LALZ' -+ 3 (LAL'— L'AL + 2LCL)Z) +5 (LAL' — L'AL 4 2LCL)z" -+

1 - - - _ -
+ 5 (TAL" + TA'L + L'AL + T'A'L + 2L0L' — 2T/ CL—2LPL)z +
+2LQLz—=0.

Tenendo presente che 4 e @ sono matrici definite positive, esse, eom’é noto,
possono essere diagonalizzate con una medesima sostituzione lincare, anzi la
prima pud essere addirittura ridotta alla matrice upitd. Prendendo quindi

(*) Un risultato molto simile a quest’ultimo trovasi in G. A. Briss e 1. J.
SCHOENBERG, On separation, compartson and oscillation theorems for self-adjoint sy-
stems of linear second order differential equations, Am. J. Math. 53 (1931), 781-800.
(Per la bibliografia attinente ai sistemi autoaggiunti cfr. The Caleulus of Variations in
the large, American Mathematical Society Colloquium publications, vol. XVIII (1934) di
M. Morsg, che dedica il cap. IV (self-adjoint differential equations) ai sistemi ‘auto-
aggiunti del 20 ordine in generale). I citati AA. arrivano perd al risultato detto diret-
tamente dal teorema di confronto tra sistemi autoaggiunti e per un problema di auto-
valori diverso da quello del presente lavoro; precisamente per )}, intendono un valore
di A per cui (1)-(3) ammette un sistema coniugato di m -+ 1 punti di cui il primo
coincidente con @ e 'ultimo con b, per cui esiste un integrale nullo in a e nel secondo
di tali punti, uno nullo nel secondo e nel terzo, ecc. Notiamo espressamente che né
nel citato lavoro né in altri v’é traccia delle proprietd di minimo.

22 — Rivista di Matematica.
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per L la matrice di tale sostituzione sard LAL = B, LQL = D (matrice dia-
gonale), e quindi il sistema Precedente si scriverd

(1" (z'+ Oz) + Oz'= (P, — 2D)z .

Ci limitiame a considerare il caso che i valori caratteristici g,(%), ex(®),..., pal®)

(butti positivi) costituenti lo spettro della matrice A-*¢) siano tutti distinti
su (a, b); essi sarannc gli elementi della matrice diagonale D e la matrice T
sard la matrice || ;] per cui

ol (o)

e

aIﬁ(Pm)
8o . !

lim = Frr(Pm) / ’ Lymbsm = Prs(Pm) /
essendo I' il | Adp—@| e I'y il complemento algebrico dell’elemento di I
comune alla riga h-ma e alla colonna k-ma (*2). E chiaro perd che alle ipo-
tesi fatte inizialmente su 4 e @ bisognerd aggiungere ipotesi che esse ab-
biano derivate seconde continue; allora per il teorema di Dixrt sulle funzioni
implicite anche le radici p;(z) saranno funzioni continue con le derivate prime
e seconde e quindi la matrice L soddisfera la condizione specificata sopra di
essere confinua con la derivata prima e seconda.
Ricordiamo ora che, data Pequazione

2 dol)e = 0, ol >0 su (a,b), @) = 2(b) =0

v - 1)
A= ( - ) — =+ a(v)

( { l;/g(;) (1{1;)2

con ofv) una quantith che si mantiene limitata per v — co (%),
Cominciamo col supporre che il sistema (1) si riduca a

2+ ADz = 0 ;

la successione degli autovalori 2y, Ay,..., A,,... si otterrd allora costruendo una
successione monotona non decrescente coi termini delle successioni a{”, a{9,...
(=1, 2,..., n) degli autovalori relativi alle equazioni z;"-+ Ao (#)2; = 0. Ebbene

' s
(6) im - =—————,
ve .

(**) Cfr. p. es. F. BrioscHi, 02987'6, I, p. 329.
(1) Cfr. p. es. G. SANSONE, Iquazioni differenziali nel campo reale, I, Bologna
1941, pp. 223-231. )
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Per provare cid, consideriamo le due successioni p, 2p, 3p,...5 ¢, 2¢, 3¢....,
con p e ¢ numeri reali positivi; sia p. es. ¢ > p e precisamente ¢ = kp -7
con k numero intero positivo e 0 <7 < p. Ordinando in un’unica successione
non decrescente si ha

Py 20, .y kp, q, (k -+ L)p,

] e . . Lovr .o . [vr] .
I termini <vg sono in numero di (k¥ -4 1)v -+ 'wl, indicando con i— il
P Pl

vy

pin grande intero contenuto in —, e precisamente
P

Gy 24, ey ¥g 5 Py 29, ., YEp, (VB 4+ 1)p, ., (Vk -+ U—))D v

Ora

. v i v oo
Hm ——d e tim q __pa

. ur v oD --q
Y= OO (/C Ly - [_} i q

VOO 1+ —
P

P

D’altra parte tra vg e (v -+ 1)¢ sono compresi i termini

(vk - Fi] + 1) Dy oeeny ((v -+ 1)k + [(—Vi—l)—)b Py
P P

. . v+ Dr
che sono in numero di k oppure k -+ 1 secondoche l_Ai == . ;e
- P v
V1P
poiche per i <k si ha
[vr vr
(vk + l-—] + i) P vk 4 — 4 i
D . n nq
lim ! = lim ! =
vr vr D =
y—>09 B+ 1)y + {_] R, 3 GO (= Ly -+~ + i P =4
p P

segue che, date le due successioni

p, 2/ps s, YDy 5 /g, 2/qy oy Vg, ooy

se si costruisce con i loro termini una successione @, da,... non decrescente -
. . . a“!’ 1 . . . \ .
si ha lim — = ——y Analogamente, per induzione, se, anziché da due, si
parte da nm successioni.

Pertanto, considerate le successioni

>

g V2t

2 ( f\/ o da;)2
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e ordinati i termini di esse in una successione non decrescente by, b,,..., sard

i b, 2
m - =

—

ooV n _ .

=& v
la

B vero che le successioni da considerare sono quelle degli autovalori { A" },
cioé

e non le successioni

ma il risultato & il medesimo come ci si convince se apziché considerare le suc-
cessioni p, 2p,...; ¢, 2¢,..., come sopra, si considerano le p -+ a;, 2p+ ay,...;
¢ + oy 2¢ + ooyeeny cOn | @ | <, o] <T (2 =1, 2,..) e osservando che, ordi-
nando i termini di queste due successioni in un’uniea successione non decre-

scente, vg + o, sard preceduto al pit da (& 4 1)v + B}] 4+ s e almeno da
(k-1 -+ B—;} —¢§ termini, essendo (s - 1)p > 21> sp (pensando una volta
 le «; tutte eguali ad I e le a; tutte eguali a —I, e una seconda volta il con-
trario), ecc. .
Passiamo ora al caso generale in cui le matrici ¢; e P, non siano identica-
mente nulle.
Due integrali fondamentali di #;"- hp.@)2; = 0 sono
x . &z
sen (\/}\/\/pi(g) d&:) cos (\/if\/pi(i) dE’,)
a a

+ w;(w, )\) + 51‘("”: A)

4 — > 4 yuy
V(@) Vi Vo) v

essendo w,(x, A), iz, A) funzioni limitate su (a, b) per x> di un certo nu-
mero positivo A, le cui derivate sono

Vi [\4/ i) cos (V2 f‘/@ &) + Qi\(j’i”] ,

3

Qi(=, x)]
Va1’

Vi [V son (V3 [V ) +

a
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avendo Q(wz, \) e —Q,-(m, A) lo stesso significato di w;(x, A) e wq{®, A). Poniamo

z
sen (vx [ Vo)
« : N (2, A) 0
4 i s ’
,\/pl VK
Zim ] e ,
€T
sen (VA [ Vi, dE
P
0 (1: (1))1(‘1:* )\)
e s oo .
Von iz
L
cos (\/7\/\/91 dE)
a SN AN 0
4 _ = )
\/Pl V/7\
By =] oo e
cos (\/?\j \/p,l d&)
0 ) a + (_1),,(;7/', 7\)
e s r— -
\/Pn ‘ VA
L’integrale generale del sistema
(M) 2+ 2Dz =0
& ;
z=Z,at + Z:P.

" Determiniamo ora i vettori a e (8, pensati funzioni di #, in modo da sod-
disfare il sistema (1'), seguendo il ben noto procedimento della variazione
delle costanti; allo scopo imponiamo le condizioni

Zo + L =0, Zo+ Zp'=Pz—20z) + 0z

da cui, osservando che la matrice Z,Z, — Z,Z, & certamente invertibile per A
abbastanza grande poicheé

cos(\/ifv;di)
!7Z,~Z,Z ,__ﬁ a | —61('757\) ,\/ix
roddy addy | = i T T —
1 ) - '\/7\
N VP‘ .

X l;/ 0: €08 (\/ ;\a/ x\/; di) + Q\(Z_\l}] +
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&

sen (\/ A /\/p, dg)
+ d 2 WA

x/; \/7‘
Qem|
[vpt sen (\/}\ / \/Pz di} -+ '\/ ] N/\"/E,
A "S
si ha :
= (ZoZ] — L2 2| Prz— 2(Cy2) + O],
B = — (2o, — Zi2,) %, [Pyz — 2(Cyz) + C)z],

da ecui, osservando che per la (7) &
(22, — Z32) = 2,2 — 742, = 0

(tenendo presente che le matrici Z, e Z, sono permutabili nel prodotto, in
quanto diagonali), eseguita un’integrazione per parti e tenuta presente la ve-
gola di derivazione della reciproca di una matrice, si ha
_ .
o = p— 2[(Z,%; — Zézl)_1Z201z]z + / (Z2Z] — Z,Z,) M Zu(Py + O))+ 22,0, ]z dx,
a

B = v + 2[(%Z, — Z.2) 2, Con)e — | (2.7, — Zi2,) [ Zy(Py + C)+ 22.C,)z dw,
essendo p e v due vettori costanti arbitrari. Infine, tenendo presente che
anche (Z,Z;— Z,Z,)™* ¢ una matrice diagonale (e quindi permutabile con Z,
¢ Z,) si riconosce che ogni integrale di (1'), nullo per # = a, soddisfa ’equa-
zione integrale”
T
2= Ty - 7 f(/ 7 — B Zy(P, + C) + 27.0,]z do—
@
-z[77' ZZ)Z(P, + C)) + 22/0,]5de.

a

‘Indicando con V(z, ») la matrice le cui colonne sono costituite dalle com- -

ponenti dei vettori z soluzioni della precedente equazione quando per p si
assumono i vettori (1,0,...,0), (0,1, 0,...,0),..., (0,0,...,0,1), si ha

x .
V= Z,) + 2 [ 0O Z(0 — ZUO L0 Z@) 240 — L@ Z,01C ) V(E) dt +

) (L
T

+ / [2:(0)Z,() — Z,(0) Z,(1)1 M Z,(@0) Zolt) — Zo(@) Zo()][Po(t) + C10IV(H) At

s
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ove, per brevitd, si & esplicitato solo la variabile # o ¢, pur essendo- Z,, Zy V
funzioni anche di A, Ora ¢

. 1 11 &, 7\
oV i) — Zifa) D)) = VJL;iﬁd

essendo H(x; )) una matrice diagonale a modulo limitato per a <2z <b e A >

di un certo i;
L) — B Ba0) 2@ Bilt) — Zula) (1)) =
H(t, Kt ot
:—DWME+“””A>(H (7ﬁnm>@m+(ﬂw=

vV vV Vi
5 . , X . Kz, t, A
e DAOZ) () + Do) Za(t)] - )
' VvV
essendo IG (%, 1), Ki(z, ») matrici dello stesso tipo di- H(z, ) e analogamente
K(wx, t, 1) una matrice a modulo limitato per e < <b, A > *; percid
i
V= Z\(x)—2 / D[ Zy(3) Z5(t) + Za(w)Z,(1)]C, (1) V(T) dt +-
a

¢ H(t, W) : )
+—4§@+{7%m»ww-mmmmm+wm+

+ 2K (z, 1, NO(@) | (V.

Introducendo sotto il segno di integrale I’espressione di V, si ha

x

V= 7m%w/ﬂwm4m Z(t) + 2@ ZON 0 Z(0) i +

(L

@ i
+ 4 [ DO ZG) + 2@ 20100 ( [ DEEZOZE) +

@

+mwwwmm>)M+vj AV 0) d

dove le [....] stanno ad indicare- somme di matriei a modulo limitato per
- ~ )
a<i <b, > Ora

M@, 1, 0)

Z(0)Z(3) + Zy(@)Zo(t) = D~ Y\ D 3(1) Do —1, N) + \/i )
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ove M(z,t, 2) ha il significato pilt volte specificato e

cos (‘\/.):fx\/p_idi), s O

_Dc(w—-— t, l) =

0 s s cos(\/i /;\/p_"d’c:)

| ;

11 primo integrale a secondo membro dell’ultima equazione scritta &, tra-

1
scurando addendi costituiti dal prodotto del fattore 3 per matrici limitate,
v

—2D-1(a) [ DUt D@ —t, WOUD,(t — a, WD) s

a

dove D(t—a, 1) sta ad indicare la matrice ottenuta dalla D,z —1, A) sosti- .
. tuendo i coseni con i seni e @, ¢ rispettivamente con £, ¢; ogni termine &' tale
matrice & del tipo

x4

_ . . : _
— 2 / Belt) o (\/if\/; dE) sen (\/i/\/p—, dE) e (t) dt L%,
t a

I
\/P‘_l(—;]"; : pi(®)

onde, indicando con d una costante positiva che superi i moduli delle funzioni

4

/mm) () 0:(®) V()
. T —————— o e e er a < € < b
l pi(®) \/pi(w) 4 \/p,-(.v;) ’ l pi(®) \/Pi(w) — V py(w) P ’

e dette v,(x) e wy(x) le variazioni totali su (@, x) di tali funzioni, si ha

_ | m
;;7:\- \4/;_(?) % (d + v,(@)) {cos \/X(a[ (Vor +Vop dE “(;[\/p—idim’l-

—_— (d‘ + vz(i)) {cos Vi ( / (V;- Vi) & — [m\/;; dz)]i: %

essendo a,, b, e a,, b, due certe coppie di punti dell’intervallo (a, x).
11 secondo integrale a secondo membro nell’ultima equazione seritta, conm
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una inversione dell’ordine delle integrazioni, diventa

€z

4 /( D i) Zy(2)Z,(t) + Zy(2)Z,(1)]10:(1) 2, (1) dt‘) Dr(z)Z () Ci(n) V(7)) dv +

Y
[ T .

~ 1 [([ DOz 70 + 2@ ZOIGO2,0 &) D)2 OV (5) ds

onde, ripetendo sugli integrali interni delle considerazioni analoghe a quelle
svolte qui sopra, si conclude che

V= Za(o) + == (Witw ) + [ W, WV @),

essendo W, e W, due matrici a modulo limitato del tipo ripetutamente spe-
cificato. '

Pertanto la matrice integrale V(w,2) ha modulo limitato per a <2 <b,
A> %, e converge a Z;(z), uniformemente rispetto a z, per A — + oo. Sara
percio

b
sen (\/i ‘ \/gd?‘,)
4__{"”____ + tya(. A) S s Olgala, )
Vo) ‘
V(z,n) = e e e e i e s .
sen (\/ Py [ \/5;(15:)
a5 ) e — - (i, W)
‘ Voal®)

con o (w, A) (4, § =1, 2,..., n) funzioni infinitesime per A —> + oo (uniforme-
mente rispetto a @) onde gli autovalori del sistema (1) con le condizioni ai
limiti z(a) = z() = 0 sarvanno le radici dell’equazione

b N

sen (\/i / \/(_)I (106>
— u__~ e o gy (DAY, s S lbs A)

Vpl(b) T
......................................... , =0,

gen (\/i /-\/g;dr)
(b, @) , ) 7y L + otan(bs A)
v 0u()
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radici che, com’¢ noto, si possono ordinare in una successione non decrescente
non limitata ,, A,..., quella stessa degli autovalori del sistema (1)-(3); tali
radici per » — oo convergeranno alle radici della equazione '

b

Seit /4‘ ; fd\ ”‘d.‘/\ 0, i

(VA ent) !

a |
.......................... =0,

b |

0 s e, SEN (\/)—\ /\/Pn dw) 2

. . |

a |

e quindi, per le considerazioni fatte precedentemente nel caso di €, = P, == 0,
si pud conecludere che:

Se le matrici A(x) e Q(z) sono continue con le derivate prima e seconda, e se
la matrice A=*Q ha su (a, b) uno spetiro costituito da fungioni p,(x), p(®),..., pu()
(positive) tutte distinte in ogni punto di (a, b), allora il sistema - differenziale
(1)-(3) ammette una successione non decrescente ¢ non limitata di awutovalori
oy Ay ge..y perocui

2
\y i

Im — = —.
@,fv[ Vi of
;

. . y—r 4 OO

Le autosoluzioni del sistema (1)-(3) convergomo per X — -~ co, wuniforme-
mente rispetto a x, ai vettori costituenti le colonne della matrice LZ, essendo

xZ
sen (\/ i \/5—3: dxk
)
4 e * b
) \/Px(a')
Z e | 7\ = )\07 7\1, e
X

sen (\/ R (;; dxw

| [V
0 s eee o
v Pa(®)

ed L la matrice per cui TAL=E ed LQL ¢ una matrice diagonale.

6. — Abbiamo gid visto che le autosoluzioni ¥, ¥y;..., ¥,,... costituiscono
un sistema di vettori due a due ortogonali rispetto alla matrice peso Q; tale

sistema si pud pensare normalizzato (sostituendo Y., t=1,2,., con
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, v o
Y / l/ [(,2y,~><y,~ da:). Poicheé y, == Lz, (essendo, come gia $'¢ detto, z,, Z,...

le autosoluzioni del sistema (1') con le condizioni ai limiti z(e) = 2z(b) = 0)
_8i ha

b ‘ b
/ Qy, xy,de = | TQLz, x 2, ds =
a a
- N
. b sen? (\/7\,, / \/pidi> b
~ n M 1 ,
— /szzda: ~ [ o) e do ~5 >, [Pf“(fv) dz.
a 14 \/pl-(o;) - 1o

Quindi le autofunzioni normalizzate saranno a modulo limitato per
*, = + oo, uniformemente rispetto a . ,

Basandosi su questo risultato, e riconosciuta la completezza del sistema
delle autofunzioni, daremo qui di seguito, nelle ipotesi pit semplici possibili,
un teorema di sviluppo di un vettore continuo in serie di autofunzioni, 1m-
mediata estensione del ben nots teorema di sviluppo in serie di una funzione
continua per le autosoluzioni di una equazione ordinaria autoaggiunta del
20 ordine. '

Teorema di completezza. Un vettore continuo y non pud essere crtogonale,
rispetto alla matrice @, a tutte le autosoluzioni di (1)-(3) senza essere identica-
mente nullo.

Sia y un vettore soluzione del sistema

(Ay/"%*' Cy) -+ Oy'== (P— 1)y + Q—y— AFRgy Agyee-

nullo in @ e in b. 11 teorema dell’alternativa assicura l'esistenza di un tal vet-
tore y poiche il corrispondente sistema omogeneo non ha soluzioni nulle in «
e in b. Si ha

(4y, 4 Oy,) + Oy, = (P—1,Q)y, .

Moltiplicata scalarmente la prima per y, e la seconda per y, indi integrando
su (a, b) e sottraendv, si ha

b b

(h—A,) / Qy xy, dv = / Qy Xy, dw

v .

a [+
e quindi, per Pipotesi dell’ortogonalita, si ha

b b

m["(,}y X ¥, dw :.f.Qy Xy, de = ....=0.

a [13



344 B. Pint: Sulle proprietd di minimo,

Ma il vettore y & continuo insieme al suo derivato, onde per il teoremsa di
minimo (nella formulazione del n. 3), riesce

b
/ (Ay' xy — 20y Xy + Pyxy)da

[ =k, v=201,2..),
f Qy Xy da
. .
cid eh’é assurdo perché il primo membro ¢ limitato mentre lim A, = -+ oo.
Pertanto y = 0 e quindi y = 0. >+

Se y é un vettore continuo, nullo in a e in b, sviluppabile in serie unifor-
memente convergente di autoscluzioni, y = ¢y, -+ ¢,¥; + ... + ¢y, + .., st ha

b
c, :/ Qy, xXydw.
Ta

Basta moltiplicare scalarmente per @y e integrare tra a e b,
Se la serie

o0 b
%r .y, (Cv - d/ Qy,, Xy dil'z‘) y
@

¢ uniformamente convergenie, la sua somma ¢ y.
Detta z la somma e posto y = y — z, poiché sono tutti nulli i coefficienti
di FOURIER di quest’ultimo vettore, per il teorema di completezza & y = Z,
Teorema di sviluppo. Se y ¢ un vetlore continuo insieme al suo derivato.
nullo tn a e in b, esso st pud sviluppare in serie di FOURIER mediante le

autoscluzioni del sistema (1)-(3),
b

Y= eYy + 61y - .n. (ck :j kaxydw) .
a

Moltiplicando scalarmente per y la (4y, + Oy,)' + Cy, — (P — 1)y, =0
e integrando su (4, b) si ha

b
f(Ay,’, Xy — Oy, xy— Cy' Xy, + Py, Xy)ds = 7\,0;;
a

ma

-1 y—1 »—1 y—1

b
/ [A (Y - Zk Clcyk), X’(Y — Zk C‘kYI:)’ - OG(Y - Zk 01:3’7«)/ X (y - Zk CkYk) -+
. 0 0 0 0 .

a
y—-1 . y—1

+ P(y — D Vi) X (¥ — D ckyk)J de >0
0 0 .



e relative conseguenze, delle autosoluzioni ecc. 345
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o

essendo definita pcsitiva la matrice

1. Sviluppandc si ha:

b
f(Ay'xy'—QCy’xy + Pyxy)de —
o
- R
-2 c;/(Ay Xy, — Oy’ xyk~0ykxy + Py X i) do
0
y—1 : &
4+ D el f (Ay, X9, — OV, XY — Oy, X ¥ + Pyu Xy:) dz >0
(¢}
da cui
y—1
/Ay Xy — 20y Xy —t—Pyxy yda > Z e
[o'e]

Percio Z Me: € convergente (essendo a termini pesitivi e somme parziali

limitate). Pomhe le y. sono egua,lmente limitate e A\, — -+ co come k2, esiste
un numero positivo d tale che

¥ | d
L = e<ao<h, k=01,..
Ay \(k—i—l)2’ I T
Y X ¥
Percid la serie E e totalmente convergente e quindi anche la 2,, -
0 3
Ora ,

m+p m+p m+p
(}Jk (},ﬂ/“> = 21 OL)‘L ZL H i = 13 2y-~°7 e,
m+1 m+1 mil M

per la disegnaglianza di LAGRANGE-CAUCHY, onde

m-+p ] m+p

I Y e Vi X Yk
| >_;L Y| < Zk Cphy 2
m+1 m+1 m1 i

T radicali a secondo membro si possonu rendere entrambi <Ze (>0 arbi-

trario) non appena sia m abbastanza grande, qualunque sia l'intero p e «
oo

su (a, b). Segue la convergenza uniforme di Zk ¢.y. ¢ di qui Passerto.
0






