Jaurks CrEceconNt (%)

Su le funzioni caratteristiche e gli Jacobiani generalizzati.

Nota 22: Su la nozione di “Jacobiano generalizzato.,.

Introduzione.

Nel presente lavoro considero trasformazioni piane continue 7 definite
dalle equazioni :

(1) T: e=aw,v), y=ywo), (4,ov)ed,

essendo 4 il quadrato unitario del piano xy e x(u, v), y(u,») funzioni con-
tinue in- 4. '

kL.k CUEsari [1] (*) nelle sue ricerche sulla. quadratura delle superficie in forma
parametrica ha introdotto la funzione «Jacobiano -generalizzato relativo »
H(u,v; T') della trasformazione 7' supposta a variazione limitata. Contempo-
raneamente ed indipendentemente T. RAD6 e P. V. REICHELDERFER [5] hanno
introdotto la funzione analoga J,(u, v; T') di cui recentemente P. V. REICHEL—
DERFER [6] ha trovato una nuova interpretazione.

Valendomi dei risultati stabiliti da L. CEsARrI, T. RADO e di questa ultima
ricerca di P. V. REICHELDERFER, dimostro nella presente Nota il

Teorema.  Per ogni trasformagione T a variazione limitata si he. quasi
ovungue in A: '

‘H(u,'z, )”]e(u'v T)

" In tal modo o poss1blle confrontale vari nsulmm defrh Autorl mtau ed in
particolare ne risulta l’equivalenza delle formule di trastormazione degli Jaco-
biani generalizzati di P. V. REICHELDERFER con quelle trovate nelle stesse
ipotesi da L. CESARI [2] come una delle numerose proprietd tangenziali delle
superficie di area finita secondo LEBESGUE.

(*) Indirizzo: Istituto Matematico della Universita, Pisa (Italia).
(*) I numeri in parentesi .quadra si riferiscono alla bibliografia in fine del lavoro.
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1. — Sia 7' una trasformazione piana, sia r,; 7,..., 7, una suddivisione di 4
in regioni semplici di JORDAN, sia 7 la curva continua semplice chiusa orien-
tata frontiera di r;, sia ¢; la curva continua orientata chiusa del piano wy
immagine, secondo 7, di r]" e sia O(z, y; ¢;) 'indice topologico della curva ¢;
rispetto al punto (z, y). Per convenzione O(z, ¥; ¢;) = 0. per ogni_punto (e, ).

appartenente alla curva ¢;. Sia w(w, y; ¢;) la funzione cosi definita:

—1 se O, y;6)<—1,
(@, ¥; ¢;) = 0 se Ox,y;¢) =0,
"1 se Ox,y;e)>1.

Sia K un quadrato del piano wxy, con i lati paralleli agli assi » ed 9, racchiu-
dente nel suo interno l'insieme chiuso e limitato 7(4). Per ogni punto (z, %)
del piano ay pongo: ~

@,y ; T) = extrsup Dy |o(@,y; ;) |, ¥Hay; T) = extr sup Z+ | O@,y; e.) |,
Y(@,y; T) = extrsup X | w(@,y; ¢) |, Y(@,y; T) = extrsup >, | O@.y; ¢ |,
U (@,y; T) = extrsup >, [o(@y; e} |, ¥ (2y; T) = extrsup > | O(z,y; ¢ |,

ove le somme 2, %%, 3 sono estese rispettivamente a tutti i valori dell’in-
dice 4, ed a tutti i valori dell’indice i per cui ¢ O(w,y;¢;) >0 oppure
Oz, y; ¢;) < 0. Le funzioni (=, v; T), ¥(2,y; T) sono le funzioni caratteri-
stiche di L. OBSARI [1]. Le funzioni ¢, ¢+, ¢, W, ¥+, ¥, sono nulle fuori di K.

2. — Valgono le seguenti proposizioni la cui dimostrazione ¢ 1dent1ea a quella
gid nota per-le funzioni ¢, ¥ (L. CESART [1]).

a) 0< Yt (@ y; T)<WH@,y; T), 0<{ (2,y; T) <V (2, 9; T).
) 0 < ¥Ha,y; TV<Y (w,9; T), 0<¥V(2,9; )<YV (,y; T).
) 0<Pr(@y; <Y (@93 T), 0<¢(2,9; )<Y (@9;T). .
d) Le funzioni ¢, ¢+, ¢, W, ¥+, P~ sono semicontinue inferiormente nel
piano xy. ‘
e) Se T: z = z(u, v), Y = y{u, v), (u,v) e A,
T.: @x=uw,(u,v), Y =1y.(66,7), (u,v) € 4. n =1, 2,...,
sono trasformazioni piane ed i limiti |
w(u, v) = lim @,(u, v), y(u, v) = lim y,(u, v)

N—»00 n—>o0
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valgono wniformemente in A, allora per ogni punto (x,y) del piano xy si ha

Uty 1) <1_E__n V@, y; Th), YHw, y; 1) <@\F+(m7 ¥; Th)

N2> 0 N> O

@) P,y T) <lim (w5 T,), W(o,y; T) <lmW(z,y; T),
e QH D B e OO

( (g, y; TY<Um & (o, y; T,), ¥ (0,95 T) <HUm ¥ (w, y; T,) .
N300 n—» 00

3. — Da d) risulta che le funzioni non negative ¢, ¢+, ¢—, ¥, ¥+, ¥~ sono
misurabili e percid esistono gli integrali di LEBESGUE (finiti, oppure -oo)

u (1) z'/_'/'updea;dy , o(T) 2.0”&!1“ dedy, w(T) zﬂ‘d,;dxdy )

K K K

) ::/‘y"?+dmd;y, () :ff\lf‘—dxdy, W) :[/‘P’dmdy.
K K ‘ K

La W(T) & la variazione totale della trasformazione 7' quale & stata defi-
nita da L. CesArIL. Se L(7) indica ’area secondo LEBESGUE della superficie
piatta rappresentata dalle equazioni (1) si ha:

@ LT) = w(T) = W(T) = [[ ¥(z, y; T)dnay .
K.

Se T & a variazione limitata, ciod se w(T) = W(T) << + oo, allora ¥, ¢,
e percio ¥+, W-, &+, -, sono integrabili secondo LEBESGUE, in K.

4. — B noto il seguente
Lemma. Date due successioni #,, v,, »=1,2,.., di numeri reali, se

u<lim#%,, v<<limwv,, -+ v ==lim (%, + v,), allora esistono anche i limiti
>0 N—r O
seguenti e si ha:

% = lim %, , v =limw,.
N> OO n—>o0

Analoga -conclusione vale se u'>> lim Ups ¥ > Hmv,; 4 - v = Hm (%, + v,).
: ’ n—>00 n—+00 n—>co

5. — Nel presente numero dimostro la seguente proposizidne:
f) Per ogni trasformazione piana continua T e per quasi tutti ¢ punti (v, y)
del piano vy si ha:

(4) 4’+(‘”,?/5T)+4/'(37,7J5T)=‘P(‘”:Z’§ Ty,
(5) Yo, y; T) + Vo, y; T) =¥, y; 1) .
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Prendo in considerazione la (4). Sia (z, ¥) un qualsiasi punto de! piano ay

ed m un intero tale che m < Y(», y; T). Esiste allora una suddivisione di 4
in regioni- di JORDAN, semplicemente connesse, #;, ¥u,..., I», tale che

m< | o, y; )|

ed in conseguenza
<Se ;)] = S oy o) +
+ 2ol y; e) | < bHw, y; T) + w y: T) .
Questo prov}a che per ogni punto (L‘ y) &
(6) ”(fv,y,T)+U(T,?/;f) ez, y; 1) .

Osservo anche che la proposizione f) e ev1dente per trasformazioni 7' quasi
lineari in A4, rappresentanti quindi superficie poliedriche piatte.
Sia allora
T,: @ o= o(u, v), Y =Ya(®,v), (u,v) €A, Cop =1, 2.0
una successione di superficie poliedriche piatte tendente uniformemente verso
ia superticie 7 e tale che lim I(T,) = L(T).

-0
In forza di a), L), g), e del temema ‘di FaTou si ha, sucee%swamento

/[u+(fb Y3 T)d’l‘dj -+ //u (e, y; T)drdy <
K

< lim /‘y w, y, T.)dzdy + lim // e, g5 1) dedy <

n—co K : n—>50 K

[t!f”(w, u; To) + b (zy; T,) dedy = lim f / e, y; T,)dody <

n—>00"

A
5
—

K
< lim // Y, y; T)dody = Hm I(T,) = I(T) = [/ (@, y- T)dedy .

700 a>oo. P -2
Ne risulta -
Uwumﬂ—wm%»~wu%ﬂmmww
boa
dove in forza della (6) la funzione sotto il segno integrale & < ¢. Cid iihijlicé
che quasi ovunque in K vale la (4). Alla stessa maniera si pIOV‘l che quasi

ovunque in K vale la (5).
La proposizione f) & completamente' dimostrata.
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6. — T. Rané e P. V. REICHELDERFER [5], [6], hanno introdotto le fun-
zioni k(x, y; T) (molteplicitd essenziale) k™, y; T), k(2,y; T) ed hanno
dimostrato le seguenti proposizioni ‘ o

@) 0<kH@,y; T) <K@, y; T), 0<h(m,y; T)<hizy; T),

) Kz y; Ty, Bz, y; f) 7»“(,1,, y; 1'). sono tunzwm inferiormente semi-
continue nel piano xy,

¢') nellé condizioni ¢) del numero 2 si ha:
e, y; Ty <Hm kHa,y; T, kle.y; 7)< lim k~(z, y; T,),

n—00 . n— OO

k(@ y; T) < Vm k(w, y; L) 5
n-—>oo
d’y per ogni trasformazmne pmna contmud T si ha quasi ovunque ne |}
pmno Yy '

Ere,y; T) + k2, y; T) = k (w95 1),
kE(e,y; T) =4 (0,93 T) =V(w,9y; T) .

Dimostro ora la seguente proposizione:
¢') Per ogni trasformazione piana continua T si ha quasi ovunque nel

piano wy: (

YHa, y; T) = WHa, g3 T) = k@, y; 1),
‘L-(m, y; I) = \F_($, y; 1) = k~(z,9; T) .

Comincio con.provare che per ogni - (w. si-ha: {H(z, Y; Ty < k¥z,y; T).
Sia infatti m un intero tale che m < Lb*(m, y; T). Bsiste allora una suddi-
visione di 4 in regioni semplici di JORDAN 7, 74,..., #,, tale che

m < 2| ol y; e |
esistono percio almeno m regioni di JORDAN fra le 7, 7u,..., *,, Siano esse
Tiys Tipgeeny 7o per le quali & .o(z,y; ¢;)=1, s=1,2,., m, e quindi
Oz, y; ¢;)>1, s =1,2,., m. La generica di queste regioni, i, per un
lemma di P. V. REICHELDERFER (6], contiene almeno un m.m.c. di (=, ¥) [6],
sia esso. Yi, chie € essenzizﬂ_el’ [6] rispetto ad 7, e quindi rispetto ad 4, ed
avente la proprietz‘m che in ogni insieme aperto O, contenente Y, esiste una
regione di JORDAN R, , di.ordine di connessione finito, tale (2) che e, eRf ,
R; ,c4-0, O, y; R, )>0 Poiché kt(w,y; T) esprime. il numero deﬂh

e. m m.c. di (@, ) che 31 trovano:in queste condizioni ne risulta m < k+(z, y, T),

(%) Se R & un insiéme, R" denota l'insieme dei punti interni di R.



310 J. CEccoNi: Su le funzioni caratieristiche

e quindi {¥(z,y; T) <k, y; T). Allo stesso modo si prova che per ogni
(@ y) si ha §~(z, y; T) < k(z, y; 7).

Si ha quindi {*a,y; T) + d-(@, 95 T) < k@, y; T) + k2, y; T) ed in
forza della (4) e della proposizione d’) I’asserto & provato.-

7. —~ In questo numero dimostro la seguente proposizione:

f) Se T' ¢ wna trasformazione piana ¢ variazione limitata si ha quasi
ovunque nel piano xy

ww, y; T) = W¥Ha, y; T)—V(2,y; T),

essendo w(x, y; T) la funzione di molteplicita relativa introdotta da L. CESART [31.

Allo scopo richiamo il seguente »

Lemina (L. CEsARI [3]). Se T ¢& una trasformazione piana a variazione
limitata esistono quante si vogliono successioni di gruppi di poligoni di 4
{q("), i=1,2,., v, }, n =1, 2,..., senza punti interni in comune, per le quali
quasi ovunque nel piano xy, esistono finiti i seguenti limiti:

(D lim Z[OQ’IJ,C(")I— Pla,y; 1),

N->0O f=1
(8) ' Hm X Oz, y;¢) = n(z,y; T).
" n—>o0 i=1
La (7) pud scriversi anche nel seguente modo
Jim {77 Ota, y; )| + 3| 0@, 93 &) |} = F(w, 95 7).
ove X, 27 hanno il significato stabilito nel n. 1, ed & evidentemente per

ogni (%, ¥)
1.1—1;124”[ O(@, y; ¢) | < W@, y; T), lim 3 | O, y; &) | < P-(2, y; T) .

n—roa > CO
In: tmm della (5) e del lemma enuncmto nel n. 4 ne segue allom, quasi
ovunque ‘nel piano ay

(9) lim 2+ I 0, zy; cgn)) ! :\F+(wy y; T, lim Z—l Oz, y; C(f)) l =Y¥(z,y; T).

=00 Nn—>00

Considerando la (8) si ha infine, quasi ovunque nel piano zy:

w(x, y; T) = lim 2 Oz, ;5 ™) = lim { 2" | O(z, y; ) | —

n->c0 i=1 n—>co

— S 0@, 5 ) |} = W@, y; T)— P-(a, y; T) .
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8. — In questo numero dimostro il teorema enunciate nella introduzione.
Sia (%, v) un punto interno ad 4, sia ¢ un quadrato con i lati paralleli agli

assi # ¢ v contenente (u, v) e sia 8(g) il diametro di ¢. Sia p,; 1 =1, 2,..., n;

un gruppo di poligoni semplici interni ad 4, a due a due senza punti interni

_in_comune, siano ¢; le curve continue chiuse immagini secondo 7 delle poli-

gonali che costituiscono il contorno dei poligoni p; e sia

lgl

lqllEl, B, = 201, vp.: ! { }_J l.[O(fv Y; 0 )da,d?/l}

‘L“‘l

Quasi ovunque in A esiste il limite

Z ﬂO(m,y,c ydxdy

. i=1
lim K

é
m,
F23

faql

-0

al qua,le L. Cesarr ha dato il nome di Jacobiano Genemhzzato H{u,v; T).
Sia T, la trasformazione cosl definita:

T, o=a(u,v), y=ylur), (@)eq.
Da un lemma di L. Cesarx [3] risulta intanto che se I, ¢ I'insieme ove

1F(w:?/9 ,,)—2,!03&‘,?/,(’)1>0

i=1
allora’ quasi ovunque in 7'(¢) — B, — I, si ha

n

@, y; O-20%Jaﬂp

i=1

ed anche |I,|<u|g¢|, essendo p il numero reale sopra introdotto.
Si ha allora successivamente

é I/.O(x, Y5 0;) duw dy ﬂ [ é'O(w’ ¥s 0,-)} da dy

H(uw; T) = lim =1XE = lim&_i=1
sy , lql P lal
m 2 —0 R m% -0
«* : 1z ‘

. n
,/n(m, y; 1) dedy [{[ Z O, y;¢)—n(w,y; T,,)} da dy
R B =1 '

= lim | & — :
s % -l S fql
m y ~>0 ' ’

1
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e, in virtl delle proposizioni ¢’') ed ) e del lemma ora ricordato,

‘ ‘ j[“(’b ys L) —k~(2, y5 L)) de dy
H(u@ T):—: lim |E -

md —,—0
i3

‘ S S // lZO(w, ,cq)-:——n,(r,y, T)]dde

Byl t=1

[q]

Ma per un lemma di P. V. REICHELDERFER [6] ¢ quasi ovunque in 4

[[ (@ y3. 1) — (@, y; Ty1azay

lim X : = J,(u,v; T),
50 lq|

il teorema enunciato sard allora provato quando si sard fatto vedere che:

{20(75 Ys €)— n(x,y; 1 ,,) dz,da/
Eq-’-lq i=1

lim : == {

6€ lq] :

m 0 . .

quasi ovunque in A4.
Intanto &
n a
[EO(fv,?/;fh)—W(w,?/;Tq>J dady "]]‘F% y; T deJ,
B+, t=1 . B, +1,

basterd percid provare che ¢ quasi ovunque in 4 -

'/:/“F(a:, y; T, dady |

lim Eotle = 0.
i . : m‘7>0 L

fd

i
Suppongo, per assurdo, che esista un numero positivo a ed un insieme J

di misura positiva tale che per ogni punto (z, y) zq)p:irtellente ad J si abbia

]/-‘F(x, y; T,) dedy
Eg+1y

1lim >a.
5 g}
my >0
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Fissato 0 << ¢ << 1 determino in corrispondenza un numero reale « tale che
se I & un insieme di punti del piano zy di misura minore di « sia

mﬂ"F(m, K T)dmdy{ a(1_o)kf J]. '
h .

Cio ¢ possibile in virtu della ipotesi che 7 é a variazione limitata.
Per ogni punto (u,v) di J esiste una successione di quadrati {q.}, con i
lati paralleli agli assi u, v, con le seguenti proprieti:

(%, v) €q, g 4,

ad ogni ¢, appartiene un gruppo di poligoni semplici privi a due a due di
punti interni in comune, siano essi pf", pg"’ yeors pﬁ"’z) tali che, con evidente signi-
ficato dei simboli, si ha:
) (W, y; T )da:dvA
) >0,  mig) >0, plg) >0, [[1EYTuldedy
Ty +Eq tal

Poiché Vinsieme dei quadrati ¢, ricopre secondo VITALI Iinsieme J esiste
un gruppo finito di punti, siano essi (#y, v), (%, v,),..., (u,,v,) e di altrettanti
quadrati, siano essi ¢, ¢u,..., ¢,, a due a due senza punti interni in comune
¢ paralleli agli assi », v, tali che
e «

T Twl SE[T a6’

(g 0:) € g4 g4, p;{i)’ l’;” peeey pi:) cqiy, - m(q)

! 7, [ L{g,) — 21 }I/(JO(w,y; cgf))dwdy.%
. < i) = L ; ; ‘ —
[o] <4 4] T <3G F o)

[[¥@y; 1,)a0dy > a)q.|,
'I'qz+E‘qi

[y

i=12.,v; [J-Dag|>[J0—0, |Da|<[I|0+o).
i=1 : - 4= .
E dunque -
o . | |
B |+ L <sTrragglel, =12y

ed anche

k4 A k4 2 a ¥ 12
§1’I‘Eﬁ| +§1|Iail<§ m-yi§1‘9il<§a.
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Intanto &

‘i

/‘F (@, y5 T,) (16d?/< Z // (@, y; l’qi)dwdiz/,
t=1" ==
Tty T g B

e da questa, in virtii della nota disuguaglianza [4]

Py

> Vo, g3 1) < Wl y; 1),

a1

si deduce

> //‘F( 095 o) @y < /‘F(w,y; Tydzdy .
P=1 g+ By, 2
v ¢ 1:1(Iqi+Eqi)

Per il modo come si & scelto o ne viene allora

2_‘ /f‘P’(fc,fy,T )dde<oc1—-c)|Jl
L—11 g,

Ma d’altra parte &

3

Z//F(J y; T, )dwdj>2_,alq,|>a1——-c)|e7]
b=y + By,

Cid che & assurdo. Il teorema enunciato ¢ cosi dimostrato.

9. — In questo numero dd una seconda dimostrazione del teorema enun-
ciato nella introduzione. \

Sia 7' la trasformazione piana continua considerata nel n. 1, sia ¢ un
quadrato appartenente ad 4 con i lati pamlleh agli assi # e v, e sia T la tra-
sformazione piana considerata nel n. 8. Sia (u. v) un punto appartenente a ¢
e sia S(g) il diametro di q. ‘

La funzione

olq) = [ [ Wz, y; T;) dedy — j:/f‘lf“(w, y; To dvdy
K ‘ K

risulta definita per ogni quadrato ¢ in virtit della ipotesi che T & a “variazione
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limitata, e come abbiamo ripordato -nel numero precedente si ha, quasi
ovunque in 4

lim E_(E.)__ ar ane T
a0 |g] J{u,v; T).

Sia Py, P2y, Pa il gruppo di poligoni semplici di 4 considerato nel n. 8,
e siano ¢;, I, m, p, gli altri enti ivi considerati.

Come abbiamo ricordato nel n. 8, quasi ovunque in A, esiste finito il
limite :

//ZOT,J, ¢;) dody

. i=1
lim X

a€ lgq]
mp >0
§23

= H(u,v; T).

Sia ¢ Vinsieme di punti di K, di misura nulla, nei quali non &

[F_F(my s Tq) -+ lF—(wr Y3 Trz) = \F(.’B, Y Tq) .
Pongo
wt(@, y) = Z!—I O, y; ¢:) I s o= (@, y) = Z_ l 0(¢, Y3 Ci) l .

Per ogni punto (z,y) di K si ha

0<ot@y) <Pz, y; 1), 0<o(@y) <V-(@y; T,
O0< oMz, y) + o(xy) <V(@.y; T,) .

Inoltre

olq)—o(g) U Ha,y; 1) dody — //‘P'( a,y; T ,,)d'vd'u_z‘,// O, y; c)dwdq/'
K K 'L“l
— [[ ¥+, y; T — (@, 43 1) — 0@, 1) + o(w, )] dody,
A .

ove ho posto, per brevita,

n
//Z Oz, y; ¢;)dedy .
i—1
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In tutti i punti di K — G si ha ora
W, y; To) — V@, 43 To) — o¥ (@, y) + o~(@,y) <

SWHw, y; To) — (@, 35 To) — ot (z, §) + o=@, §) + 2P~ (@, y; To) —o~(z,y)]

= W@, y; T.) + ¥ (2, y; To) — 0¥ (2, y) — o~ (2, y) =

= Wz, y; T;) — o¥(@, ) — o~ (z. ¥),

ed analogamente
W@, y; To) — V(@ y; To) — ot y) +
+ o (@, y) =V, y; To) — oH@, y) — o~ (, ¥),

dove

W(x, y; To) — oH(@, ) — o~ (@,9) >0 .
Pertanto essendo | G| = 0, si ha:

| ot0) — olp) | < [[ (%2, 45 T) — wh(a, y) — oo, )] dudy
K

< /f[‘F(.’I:, yi To) — 2 I Oz, y; ¢;) ‘] dady
K =1

o~ n g . A
<[[w y; 1yanay — 3 |[[ 0w, y; ey azay | =|a|-u@
% =17 . .
) ﬁna,lment‘e ;
ol0) @) _plg)
Oy <2 L0 :
S AT TIRER

Il termine centrale dipende soltanto da ¢, gli estremi dipendono anche
dal gruppo dei poligoni p;. Posso scegliere i poligoni p; in modo che sia
w(g) < 3, m(q) < 8 e pertanto quando § — 0, per quasi ogni punto (, v) di 4,
si ha

JB(’II,,U; T) :H(u,v; T).
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