LAMBERTO CESARI (%)

Sul problema di Gedeze. (#%)

1. - Sia S una superficie continua e sia
(1) . T ome==av), y=ye), =), (o)ed,

una qualsiasi delle infinite trasformazioni continue, equivalenti secondo Fr-
CHET ('), che rappresentano la superficie S. Qui ¢ J una regione di JORDAN
 chiusa e semplice del piano ww. Si dice area di LEBESGUE L(S) della super-
ficie § il minimo limite delle aree elementari a(X) delle superficie poliedriche X
@l loro tendere nel senso di Fricuer alla superficie S. Diremo L*(8) il minimo
limite delle aree elementari a(X) delle superficie poliedriche X inscritte nella S
al loro tendere nel senso di FricHET alla superficie S. :
B sempre L(8) < L*(S) e si tratta di sapere se ¢ sempre L(S) = L*(S).
Indichero tale problema come il problema debole di GBO6CZE e ad esso daro,
nel presente lavorc, risposta affermativa. Dimostrerd precisamente il
Teorema T. Per ogni superficie continua S si ha L(S) = L*(8).

2. - Se L(8) = -+ oo, allora necessariamente L(8) = L*(8) = - co. Per-
tanto nella presente ricerca possiamo limitarei a considerare le sole super-
ficie eontinue S con. L(S)<I -~ ov. In tali condizioni si tratta di definire, per
ogni intero N, una superficie poliedrica X inscritta nella § tale che | %, §|< 1/¥,
a(Z) < L(8S) + 1/N. Cid equivale a definire, per ogni intero N, una superficie
poliedrica % inscritta nella S per Ia quale esista una rappresent&zione

(2) P: o=3Xu,v), yv=Ywv), z2=2u9v), &v)ed,

tale che, per ogni punto (%, v) di J si abbia { T(u, v), P(u,v) } <1/N e inoltre
sia a(2) << I(S) + 1/N.

(*) ‘Professore o. della Universitdh di Bologna. Indirizzo: Via Castiglione, 1 -
Bologna (Italia).

(¥*) Lavoro ricevuto il 15-X1-1949.

(*) Cfr. L. Cesar1, Sulle superficie di Fréchet, Riv. Mat. Univ. Parma 1, 19-44 (1950).
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3. - Supponiamo che, della superficie §, sia data una ben determinata
rappresentazione (1), d’altronde arbitraria. Diremo problema forte di GEOCZE
il problema di definire, per ogni intero N e nei termini delle sole funzioni x, y, z
della data rappresentazione, una superficie poliedrica % inscritta nella S e la
relativa rappresentazione (2) per la quale si abbia { T(u, v), Pu, 0)}<<1/N per.

ogni (u,v) €J e sia inoltre a(Z) << L(S) 4 1/N.

4. - 11 problema forte di GEdczE & stato considerato sia per superficie date
nella generale forma parametrica (1), sia per superficie date nella particolare
rappresentazione

3) T: w=u, y=v, z=cWv), Mv)e@ =(0,1,0,1).

Per superficie date nella forma (3) il problema forte ¢ stato considerato dap-
prima in casi abbastanza estesi da H. HUSKEY (2) ¢ da T. RADO (?) e, recen-
temente, da H. P. MULHOLLAND (*) nel caso generale. Per superficie date nella
forma (1) il problema & stato trattato da A. MAMBRIANI (5) e successivamente
da T. RADO (%), entrambi per la classe assai generale delle superficie, date nella
forma (1), ove J & il quadrato unitario ¢ e ove ’

a) #, ¥, # sono funzioni assolutamente continue secondo TONELLI in @Q;

b) le derivate parziali prime z,, ¥,, ..., &, che esistono quasi ovunque
in @, sono integrabili L* in Q.

Come conseguenza di tali risultati, e specialmente dei risultati di MaM-
BRIANI ¢ RADO, abbiamo che il problema debole di GEOczE é senz’altro risolto
per tutte le superficie che ammettono una rappresentazione soddisfacente alle
precedenti condizioni e quindi in particolare per tutte le superficie aperte non
degeneri (). Ancora pit in particolare per tutte le superficie che ammettono

. (3) H. D. Husxey, Contribution to the problem of Grdczr, Duke Math. Journ.,
10, 249-257 (1943); Further coniributions to the problem of Grocze, id. id., 11, 333-339

(1944); FrEcHET polyedra, id. id., 417-425.

(®) T. Rapé, On a problem of Grdcze, Amer. Journ. of Math., 65, 361-381 (1943);
Some remarks on the problem of GrOCczE, Duke Math. Journ., 11, 497-506 (1944).

() H. P. MuraorLLaNDp, On GEOCzZE’s problem for non-parametric surfaces, Trans.
Amer. Math. Soc. (1950).

(3) A. MaMBRIANI, Sull’approssimazione dell'integrale di LBBESGUE per le funzioni
di una variabile, Boll.-Un. Mat. Ital., ser. 111, 2, 173-181 (1947); Sull’approssimazione
dellintegrale di LEBRSGUE per le funzioni di due variabili, Rend. Ist. Lombardo di
Scienze ¢ Lettere, ser. 111, 80, 1-26 (1946-47); Sul problema di Gedcze, Annali Scuola
Normale Sup. Pisa, ser. II, 13, 1-17 (1948).

(¢) T. RADG, On the problem of Grdcze, Annali Scuola Normale Sup. Pisa, ser. II,
14, 21-30 (1948). '

(*) In forza di un teorema di C. B. Morrey. Cfr. C. B. MORREY, An analytic
characterisation of surfaccs of limite LEBESGUE area, Amer. Journ. of Math., 57, 692-702
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una rappresentazione (3) (e che pertanto sono aperte non degeneri) (°) ma
per queste & gia stato risolto da H. P. MULHOLLAND anche il problema forte.
| Nel presente lavoro dard aleuni complementi (§ 1) al problema forte di
OEdCczE in particolari condizioni ¢ me ne varro per risolvere (§2) il problema
debole nel caso_piti-generale, ossia per dimostrare il teorema T (°).

§ 1. — Osservazioni sul problema forte di Geicze.

5. - Sia B, i piano dei punti = (£, 1) ed H, lo spazio dei punti
@ = (@), 2™, 20)). Sia ¢ = (0,1,0,1) il quadrato chiuso unitd del piano &,
e sia (T, 0Q): 20 =aO(E ), u=(%7n) e, i=1,2, 3, una data trasforma-
zione continua. Nel seguito per blevrca ometteremo, in generale, I'aggettivo
continua che si sottintende (S.F., n. 1). Siano [£], [7:] due gruppi finiti di
punti di (0,1): 0 ==( <& <. <L <Enu=1 0=0<n<..<m<
< Ay = 1. Consideriamo i punti u,; = (E:. ;) del quadrato @ e i triangoli
t,, to di vertici 1, = (Uijy Usss,sr Wiygr)y Lf = (Uataseny Uity Yit,s)s t=0,1,
wy M, j=0,1,..,n In corrispondenza consideriamo i punti z; = T(u;) e
i triangoli 7;,, T, dello spazio B, di vertici T, = (@, ¥ipa,55 Bi,541)s T =
=2 (@pay, 1y Pigeny Liaays)y 0= 0,1, .., m, j= 0,1, ..., n. Diciamo P la super-
ficie poliedrica formata dai 2(m—1)(n—1) triangoli 17, 17, i=1,2,..,
m—1, j=1,2,.., n—1, P, quella formata dai 2(m -+ 1)(n + 1) triangoli
Ty Ty, i=0,1,2,..,mj=0,1,2 .., n Sia P: (T,, R), P,: (T, @), ove
R ¢ il rettangolo B = (y, U, ¥, v,) € @ e Ty & la trasformazione che si ottiene
rappresent%ndo linearmente ogni triangolo 7', 7] sopra il corrispondente
triangolo ¢;;, ¢;;. Le superficie poliedriche P, P, sono entrambe inscritte nella S
e di pit la poliedrica P, ha per contorno (8. ¥., n. 11) una poligonale A inseritta

nella curva € contorno della superficie S (S F., nn. 13, 18).

(1935). Per una dimosirazione divetta si veda L. CEsarr, Criteri di uguale conlinuila
ed applicaziont alla quadmtw « delle superficie, Annali Sewola Normale Sup. Pisa; (2) 12,
61-84 (1943).

(®) Per tali deduzioni si veda A. MaAMBRIAXT, loe. eit. in (%), terzo lavoro citato.

(%) - Per tutte le notazioni e per numerosi teoremi rimando a I. Cesarl, Sulle super-
ficie di Fri:curr, Riv. Mat. Univ. Parma 1, 19-44 (1950). Citero tale lavoro con la sigla
« 8. F. » seguita dal numero, Per I'enunciato ‘del teorema T cfr. L. Cusari, Sulla defi-
nizione di area di una swperficie (comunicazione), Atti della Accademn delle Scienze
di Bologna, 7, 45-46 (1947-1948); 1. CEsaRri, On Grécze’s problem (comunicazione),
Bull. Am. Math. Soc., 55, 716 (1949). :



210 L. Cmsari: Sul problema di Gedese

6. — A. MAMBRIANI (*) ha dimostrato il

Teorema. Se 8: (T,Q) ¢ wuna data superficie, (T, Q): (D = x(I(E, ),
u = (&, 1) €@, se la trasformazione (T, Q) soddisfa le sequenti condizioni: a) le
funzioni xCNE, %), 1==1,2, 3, sono assolutamenle continue secondo TONELLI
an Q; b) le derivate parziali prime de(VdE, daddn, i =1, 2, 3, che esistono

quasi ovunque in Q, sono integrabili I* in @, allora per ogni intero N ¢ pos-
sibile sceglicre due gruppi finitt di punti [E;], [n,] tali che &1, — &, << 1)V,
1=0,1,2, ..., m Vypau—n<<l/N, j==0,1,2,..,n ¢ tali che per la corri-

spondente poliedrica P: (Ty, B) (n. 5) si abbia a(L) << L(S) -~ 1/N.

7. — Nei ragionamenti di MAMBRIANI & contenuto anche il seguente

Teorema. Se S: (T, Q) ¢ una data superficie, (T, Q): xW=w)(E, 1), u =
= (£, %) € @, se la trasformazione (T, Q) soddisfa le condizioni a), b) del n. 6,
se t contorno & della superficie S é una curva rettificabile, allora per ogni intero N
¢ possibile scegliere due gruppi finiti di punti [£;], [n,] tali che &,y — &, << 1/N,
= O, 1,2y ey My Ny — 1 <L1/N,j=0,1,2,...,n, ¢ tali che per la COrrispon-
dente poliedrica Py: (T, ), (. b) si abbia a(P,) << L(S) + 1)N. Il contorno A
della poliedrica Py ¢ una poligonale inscritta nella cwrva Q.

Dimostrazione. Sia «(3) il modulo di continuitd della data trasfor-
mazione (7. Q) (S. F., n. 2). Sia N’ il pitt piccolo intero tale che N’ > 2N,
202/N")<1/N, o@/N') lungh @ <1/N e sia P la poliedrica del n. 6 relativa
all’intero N'. Dividiamo i 2(m -+ 1)(r -+ 1) triangoli 7'/, T costituenti la
corrispondente poliedrica P; (n. 5) in due categorie ponendo nella prima tutti
quelli che hanno almeno un lato iscritto nella curva @ e ciod i triangoli 7',
con t=0,j=0,1,2,..,n ej=0,i=0,1,2,..,m nonché i triangoli 77,
triangoli della prima categoria. Diciamo della seconda categoria tutti gli altri
e ciod i 2(m—1)(n—1) triangoli costituenti P e ancora gli altri 2(m + n—1)
non considerati ancora.

Per ciascun triangol: della prima categoria diciamo 7 il lato, o uno dei
lati di esso, inscritto nella curva L. L’altezza relativa sard minore di ciaseuno
dei rimanenti lati e percid << w(1/N'). I’area di ciascun triangolo sard dunque
< 1/216(1/N’) e la somma delle aree di tutti i triangoli della prima categoria
sard << 1/2 0(1/N)X1<C1/2 o(1/N') lungh & <1/2 N.

I triangoli della seconda categoria possono essere trattati tutti insieme con

_gli stessi ragionamenti usati da MAMBRIANI per il teorema del 1. 6 senza alcuna
modificazione nelle valutazioni finali. Pertanto a(P,) <<1/2N4-[L(S)--1/N")] <
< I(8) -+ 1/N. Per ogni punto u € @ & poi { Ty(w), T(u)} < w(2/N') < 1/N.

(*) A. MamBriani, loe. cit. in (%), terzo lavoro citato.
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8. — Teorema. Sia S una supeirficie, sia. P una superficie poliedrica inscritta
nella S, sie a(P) < L(S) + ¢%, ¢> 0, siano S: (T, J1), P: (T, By) rappresen-
tazioni tipiche (S. F., n. 18) delle superficie 8 ¢ P, ove R, cJ, sono regioni di
JORDAN, sia { To(u), Ts(u) } < ¢ per ogni u e I, sia 8: (Ty, J) wi’altra qual-
siasi. rappresentazione. della superficic S sopra la_regione di JORDAN oJ, € mnfine

le faccie della poliedrica P abbiano tutte diametro < c. Allora esiste una regione
di JORDAN R, © J,, una poliedrica Py ¢ una rappresentazione Py (T, Ry) della
polwd7 ica P, tali che 1) P, ¢ inseritia nella S; 2) a(Py) < L(S)+2¢%; 3) S: (T Jo)s
P,: (T4, Ry) sono rappresentazioni tipiche (S. F., n. 18) delle superficie S ¢ Py;
) { To(u), To(u) } < 4c per ogni we Ry; 5) le faccie della poliedrica P, hanno
tutte diametro < 2¢. Infine se B, = J, ¢ anche Ry = J,.

Dimostrazione. Come sappiamo (S. F., nn. 13, 18) esiste una suddivi-
sione di R in regioni di JORDAN ¢;, i =1, 2,..., m, in numero finito m, su
ciascuna delle quali 7, rappresenta una faccia triangolare A; di P. Siano
w), j=1,2,..., 1, i vertici del reticolato (8. F., nn. 13, 18). Ad essi T fa cor-
rispondere i vertici Ty(u)) delle faccie A;, @ =1, 2, ..., M, della P. Si noti che
To(u)) = To(u)), §=1,2,...,1 (S. F., n. 18).

Da (T,, J1) ~ (T, J,) segue che, per ogni intero =, esiste (S. F., n. 6) un
omeomorfismo Q, tra J, e J, tale che, se % € J,, u' €Jy, u= Q,u), allora
{ To(u), To(w') } <1/n. Pertanto, se u;, == Qu(u), Umedy, j=1,2,..51 ¢
pure { To(u;n), To(u)) y<1/m, j=1,2,.., 1 Diciamo P, la poliedrica che si
ottiene sostltuendo ai triangoli A, della P [di vertici i punti T(u)) = To(u))],
i nuovi triangoli A; aventi per vertici i corrispondenti punti To(,,). Si nofi
che le lunghezze dei lati di A differiscono da quelle dei lati di A; per non
pin di 2/n e percid pomemo ‘scegliere’ n abbastanza grande affinche, per ogni %,
81 abbia a(A)) < a(A;) +eXm; i=1,2, .., m Supporremo inoltre n tale che
n > 4fc. Intanto abbiamo a(P;) < a(P) + ¢* < L(S) + 2¢2. Ligiste poi una rap-
presenmzione di ciascun lato di A/ sulla frontiera ¢ di ; in modo che ai punti
w; corrispondano i vertici To(u,,) dei triangoli A . Se completiamo (8. F., n. 19)
nell’interno di ¢; tale rappresentazione, ofteniamo una 1app1esentaz1one (T, By)
della poliedrica P,. Si noti che, pel ogni punto ' e R;, & o' et per un op-
pmtuno i e quindi { Ty(w), To(w) }<{ Tyn'), Tolu;) } -+ { Talu )y To(w)) } +

4 { Ta(u;), Ts(w') }, ove u; & un vertice di t; e ove a secondo membm la prima
espressione & <C del dla,memo di A}, 1a seconda & <1/n, la terza ¢ < del dia-
metro di A;. Pertanto { T4(u) Ty(u") y< (e + Z/n) +1/n+ ¢ == 2¢ -+ 3Jn << 3e¢.

Ora sia T, = Q,T,, Ry = Q,R,. Allora P,: (T;, R,) ¢ una nuova rappre-
sentazione della poliedrica P;. Inoltre R, & una regione di JorDAN divisa
nelle m regioni t; = (,f;, costituenti un reticolato (S. F., n. 13), e su ciascun
triangolo curvilineo ¢, la trasformazione 7' rappresenta un triangolo A]. Di
pitt nei punti u;, vertici del reticolato si ha T (4;.) = Ty(w)) = Tolu;m) e per-
tanto S: (T, Jo)y Pi: (T, By), R, cJ,, sono rappresentazioni tipiche deila
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superficie S e della poliedrica P, inscritta nella S (S. F., n. 18). Sia ora « e Iy,
w' € Ry, w=Q,(u'). Allora { T\(u), Ty(w) } = {Ty('), To(w) F<A T (), Toln!) }-F
To(w'), To(w') } - { To(u'), To(u) } < (2¢ - 3[n) 4 ¢ + 1/n = 3¢ -+ 4fn < de.

Si noti che su ciascun triangolo ¢; la trasformazione 7, ha una oscillazione

< ¢.essendo. tale oscillazione pari-al diametro-di_A;.  Pertanto.la Ty-ha-sullowoss

stesso triangolo f, una oscillazione < ¢ -4- ¢ -+ ¢ = 3¢. Infine la Ty ha sul tri-
angolo 7, una oscillazione < 3¢ - 2/n< 40.

9. - Teorema. Nelle condizioni del teorema precedente, se J,— R, ¢ diviso
i k regioni di JORDAN vy, | =1, 2, ..., k, mediante k archi semplici 1, congiun-
genti R con JF a due a due senza punti in comune, se la trasformazione T,
ha wna oscillazione < c su ciascuna regione di JORDAN v, j==1,2, ..., k, se
Ury Ugy ooy U, SONO v PUNEL fissi di Jy, st pud definire una superficie poliedrica P
(T}, R;), Ryc R, dy, tale che 1) Py ¢ inseritta nella S; 2) a(P]) < L(S)+2¢2+
+48ve?; 3) S: (T, Jy), Pr: (T, Ry) sono rappresentazioni tipiche della S e della
poliedrica P, inseritia nella S8 (S.F., n. 18); 4) { Ty(u), T{(u) } <4ec per ogni
u e Ry; B)le fa»ccw della poliedrica P; hvmno tutta diametro <dec; 6) To(uy) = 1" (uy)
¢ @ punti u, sono vertici del reticolato relativo alla (T}, R)), h =1, 2,...,v; T) é
possibile dividere J,— R, in k regioni di JORDAN Y5 i=1,2,..., k, medmnte k
archi semplici congiungenti R;* con J; a due a due senza punn in comune ¢ la
trasformazione Ty ha una oscillazione < 4¢ su ciascuna regione v;, § =1, 2, ..., k.

Dimostrazione. Utilizzando le notazioni del n. 8 supponiamo dap-
prima R, =J; onde Ry = Q,R, = Q,J, =J,. Siano w,, h=1,2,..,v, i v
punti dati su J,. Definiamo anzitutto, come nel n. 8, la poliedrica P, e la
sua rappresentazione (T, J,). Sia [¢;, ¢ =1, 2, ..., m] il reticolato di J, rela-
tivo. Sia A; la faccia di P, rappresentata da T, su ¢;. Diciamo t,, t,, ceey By 1
soli triangoli ¢; che contengono punti «, nell’interno o sul loro contorno (esclusi
i vertici), siano ¢,.,, ..., t,, i rimanenti, cioé quelli che non contengono punti u,
o i cui punti %, cadono esclusivamente nei loro vertici. Diciamo %; il numero
dei punti %, che cadono nell’interno o sul contorno (fuori dai vertici) del trian-
golo t;, 1=1, 2, ..., p. Poiché ognuno di questi punti %, (cioé dei soli in numero
di XZh; che consideriamo), appartiene al piu a due triangoli ¢; si ha Zh,<2v
Dividiamo ogni triangolo ¢, (i =1, 2, ..., p) in un nuovo reticolato di v, tu-
angoli t;, s=1,2,...,v;, in modo che i vertici #; del triangolo ¢, e gli h;
punti #, che cadono in ¢, siano tutti e soli i vertici del reticolato. Si pud far
sl che v, <3h; (*1) e percid abbiamo in tutto v, <3Zh, < 6v triangoli 1.

(**} Se in un triangolo ¢ di vertici vy, v,, v, sono dati h punti distinti wu,, w,, ..., 1y,
dimostriamo che ¢ si pud dividere in non pitt di 3k triangoli (curvilinei) in modo che
gli b punti dati e i tre vertici siano tutti e soli i vertici dei nuovi triangoli. 1.asserto
& vero per I = 1; supponiamolo vero per tutti gli interi < % e dlmos‘fumnolo per h.
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Definiamo la trasformazione (T}, J,) stabilendo che sia (T, t;) = (I}, t.).
i==p-+1, p+2,.., m e stabilendo che T rappresenti su ogni triangolo #,,
il triangolo rettilineo A,, che ha per vertici i corrispondenti punti T'(u;) =
= Ty(u;) e Tolu,). La trasformazione (T, J,) rappresenta una unica super-

ficie - poliedrica_le cui faccie sono i triangoli A;, t=p +1, p 42, .., M,
Avey $ =1,2, 0y v, 4=1,2, ..., p. Le proprietd 1), 3), 6) sono evidenti.

Ricordando che la 7, ha su ciascun triangolo %, una oscillazione <C4ec-
(n. 8), ne risulta che altrettanto accade sui triangoli t,, e percid anche le
faceie A;, A,, della poliedrica P; hanno tutte diametro <C 4¢. Cio prova: la 5).
Inoltre le faccie A, avendo diametro < 4¢ hanno area <C 8¢® e percid a(P;) <

a(P;) -+ 69(8¢?) < L(8) + 2¢* -+ 48ve¢?, ¢id che dimostra la 2).

Notiamo ancora che ogni punto dell’insieme T,(;;) ha dai vertici del
triangolo A,,, i quali appartengono all’insieme, distanze minori od uguali
al diametro e percid < 4e¢. Ne segue che ogni punto dellinsieme I(¢:s)
ha da ogni punto del triangolo A;, distanza <C4¢ e quindi in particolare:

{ Ty(u), Ti(w) }<4c per ogni u e, cid che prova la 4). Nell'ipotesi B, = J,,
onde R, = J,, 1la 7) non ha luogo e il teorema & dimostrato.

Sia ora R, cJ,. Allora R,cJ, e porremo <, = Q.y;, j =1, 2, ..., k. Ta-
luni punti %, € Q, possono ora essere esterni ad E, e percid cadranno in re-
gioni v,;. Possiamo ripetere con ovvie modifiche il ragionamento precedente
solo che ora avremo nuovi triangoli esterni ad R, i quali formano, insieme
con R,, una nuova regione di JORDAN Ry, R, c Bjc J,.

- 10. - Teorema. Nelle condiziont dei teoremi dei nn. 8, 9, s¢ la trasforma-
zione (To, J,) ¢ costante su certi archi hy, Agy ..., A, disgiunti del contorno JO“
@i J,, allora i pud sempre definirve la t?'(tSfO?'ﬂtdéiOﬂ@ (T, R;) in modo che
gli archi Ay, %y ..y A, Siano anche sul contorno di Ry, T sia costante su questi
e To(u) = To(u) per bgm’ n€hy 1 =1,2,.., u Valgono le rimanenti afferma-
zioni dei nn. 8, 9 ove al posto di v si ponga v + 2p.

Dimostrazione. Diciamo x; il punto To(u), % € ;. Si assumano nel
teorema del n. 9 tra i punti %, anche entrambi gli estremi degli archi A,.
In tal modo i punti %, sono in totale in numero < v 4 2u. Su ogni arco A; si

Congiungiamo i tre vertici di ¢ con », mediante curve di JORDAN senza punti in comune
a due a due oltre u, tutie interne a ¢ (oltre i vertici che sono su t*) e non passanti per
aleuno dei punti w,, g, ..., #,. [Se 4, & su un lato di ¢, diciamo v,v,, allora si con-
sideri solo la curva w,w;]. In tal modo ¢ & diviso in tre (due) triangoli, ciascuno  con-
tenente fiy, hy, g Punti 2, 2y, .oy Uy, GON Ty + kg + g = h— 1 e percid Iy, by, hy<lh — 1.
Potremo allora dividere ciascun triangolo in non pit di 3k,, 3h,, 3k, triangoli ¢ in tal.
modo ¢t & diviso in un numero di triangoli che & < 3Ry + Bhy + 3k = 3(h—1) < 3h.
Ovvie modifiche sono da farsi all’ultima parte del mmonnnento se %, & su un lato di .

Iy

I asserto & dimostrato.
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hanno due punti u, estremi di A, ed un numero finito di altri punti %, even-
tusali. -

Sia. Ry = J,. Allora in tutti i punti w, di A, & Tj(u,) = To(u,) = o; e
dunque 7T'] rappresenta su essi sempre lo stesso punto x,. Su ogni archetto
parziale di A, T rappresenta un segmento e percid tali segmenti sono ridotti

al solo punto @, cio¢ I'] ¢ costante su X; e T'(h;) = To{h) = @, ¢ =1,2, ..., .

Sia ora R, < J,. Dobbiamo dimostrare che ¢ possibile costruire i triangoli
del n. 9 esterni ad R, in modo tale che tutti gli archetti in cui i punti », divi-
dono x; siano lati dei nuovi triangoli. Allo scopo diciamo 7(I) Poscillazione
di 7, su un qualunque insieme I (S. F., n. 2). Consideriamo uno qualungue
degli archi »==x;==wu, ... #,,, di estremi u,, u,, supposti distinti. Allora u, fard
parte di una regione y=-v; e vi sard un arco c=w'w'’ di R) che coentiene al-
meno un punto % diy. Allora si tratta di costruire due archi semplici ¢'=u'u,,
o''=u'"u,, di Jy— R, tali che nella regione di JORDAN j§, il cur contorno j*
sia j*== ho'~lcc”, si abbia n(i) < 4¢. Allo scopo si conduca prima una curva [
di *:/ congiungente » con u;. Si ha 7(s) <e¢, (1) <7y) <e, 7(2)=0 e percid
cple 1 4+ 2) < 2¢ essendo ¢ -1 -+ X un solo continuo. Basta ora che ¢’ e ¢
siano abbastanza vicine a o 41 -4 ) perché si abbia 5(j) < 2¢ + ¢/u << 4de.
Le diagonali w''u,, %' Us, ..., #''u,, daranno la divisione di j in m--1 triangoli
curvilinei di cui ', «'’, %y, ..., %, sono tutti e soli i vertici e i cui lati rico-
prono certamente A. Se un altro arco X ha punti in comune con v si ripeta il
procedimento sostituendo a o ’arco ¢’ o I’arco o'’ e con evidenti modificazioni.
Cosi si proceda via via per tutti gli archi A;, 1 =1, 2, ..., p.

Qualora Pintero contorno J di J, sia vn unico avco A=k, p=1, allora
T, & costante su JJ e immediatamente risulta che 7(J, — R,) < 2¢. In tal
caso una qualsiasi suddivisione di J, — R, in triangoli aventi 1 vertici nei
punti w;, e %, (almeno due su 2) verifica le condizioni richieste.

§2. - lI -probléma debole di Gedieze.

11. = Dimostrazione del teorema 7' per superficie S aperte non degeneri. —
Sia § una superficie aperta non degenere (S. ., n. 9). Allora, potendosi sup-
porre (n. 2) L(8) < + oo, esiste (8. F., n. 17) una rappresentazione S: (7, @)
di essa sul quadrato fondamentale soddisfacente alle condizioni a), b) del n. 6.
In forza del teorema del n. 6, ne risulta 'esistenza, per ogni intero &N, di una
superficie poliedrica X, inscritta nella § avente le proprietd seguenti:
a(Zy) < L(S) - 1/N, | Zy, S| < 20(2/N), ove @(8) ¢ il modulo di continuiti
(8. F., n. 2) della trasformazione (7T, Q). Pertanto |Zy, 8|0 e quindi
L#(8) < L(S). Dalla relazione IL(S) < L*(8) (n. 1) segue L(8) = L*(S).
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12. — Le superficie S di tipo 4 (8. F., n. 9). — Vale il seguente

Teorema (12). Sia S wna superficie di tipo A con L(S) < <+ oco. Allora, per
ogni intero N, esiste una rappresentazione della S sul cerchio unita, S: (T, O), ed
esiste pure una superficie 8': (17, C) tali che 1) L(S8") < L(S); 2) { T(u), T'(u) } <
< 1/N.per.ogri w e.C; 3). esiste una suddivisione di C.in_poligoni (curvilinei)

Pey t=1,2,...,m, e in triangoli i, i=1,2,..,n ¢ T(u)= T'(u) per ogni
wep;, 1=1,2, .., m; 4) le superficie S;: (L, p) = (L', ps)y, =1, 2, ..., m,
sono aperte non degeneri ¢ ZL(8;) = L(8'); 5) le superficie Ay;x (T', 1), i =
=1, 2, ..., n, sono triangoli reftilinet dello spazio ridotti a segmenti o o punii e
in clascun vertice w di t; si ha T(uw) = T'(u); 6) il contorno p} di ciascun poli-
gono p; ¢ Pl o= lyhalahe ... Livhivys 00€ Ly h=1,2, ., v;, sono archi di C¥,
Ainy, B=1,2, ..., v;, scno poligonali semplici di ¢ a due « due senza punti
interni in comune, congiungenti ciascune due punti di C* e T, T" sono entrambi
costanti ¢ uguali su ciascuna delle poligonali Xy, h=1, 2, ..., v;, i=1, 2, ..., m;
N sely, k=1,2, ..., u, sonc gli archi di R* non ricoperti dagli archi l,,, allora
posto Ly: (T, 1), Ay: (I7, 1), le poligonali A, sono iscritte negli archi L, e
hanno gli stessi estremi, k=1, 2,..., u. .

13. — Possiamo ora dimostrave il

Teorema. Sia S wna superficie di tipo A con L(S) < + oo. Allora, per ogni
intero N, esistono una poliedrica X imscritta wnella superficie S e rappresenta-
zioni tipiche (S. F., n. 18) 8: (T, C), Z: (I", R), ove C ¢ il cerchio wnita ed R
un poligono inscritto in C, con le seguenti proprieta: 1) a(X) < L(S) + 1/N;
2) { T(u), T'(u) } < 1/N per ogni u e R; 3) si pud dividere C — K in regioni
di JORDAN v;, j =1, 2, .., k, mediante archi semplici di C— R a due a due
senga punti in comune in (0 — R), ¢ aventi gli estremi su R* ¢ su C*. Inolire
la trasformazione T ha su ogni regione v; una oscillazione <{2/N (S. F., n. 2).

Se il contorno 2 della superficie S (S. F., n. 11) ¢é rettificabile, allora ¢
R = C, vale la 1), vale la 2) per ogni u € ¢ ¢ 3') la poligonale A contorno della
poliedrica = ¢ inscritta nella curva & contorno della superficie S.

Dimostrazione. Applichiamo alla § il teorema precedente e osserviamo
che le superficie S;: (T, p;)=(T', p;), sono aperte non degeneri con L(8;) <+ oo,
i=1,2,..,m. Per ogm ¢ esiste percid (S.F., n. 17) una rappresentazione
della superficie S;: (7, @), sul quadrato unith @ del piano ausiliario &z, sod-
disfacente alle condizioni @), b) del n. 6. Sempre per il teorema precedente T
* (e quindi anche T') & costante su tutti gli archi X, b =1, 2, ..., v,. Sempre

() L. Cesari, Una uguaglionza fondamentale per Uarea delle superficie, Memorie
Accademia ’Ttalia, 14, 891-951 (1944); particolarmente il procedimento delle pa-
gine 922-933. )
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per ogni ¢ possiamo applicare il teorema del n. 6 fissando per Pintero N del
n. 6 il pin piccolo intero N, tale che N, > 8mv N, 8mv)0w,(2/N,) < 1/N v=2v,,

ove con w,(d) abbiamo indicato il modulo di continuita (8. F., n. 2) della tra-
sformazione (T, ¢). Per ogni % esistono due gruppi di punti [£, o= 0,1,
Zyevey Matd]y [y B=0,1,2, pomapl]con Eoy — 8 SN, g g ==y <1 N,

e==0,1,2,...,m;, p=0,1, 2,..,, n,, esiste una poliedrica X,; inscritta neila
avente la rappresentazione X.;: (7., Ri), B =[L<E<E, m<n<.] e
inoltre a(Zy,) < L(8:)+1/N;, { Ti(u), Thiw) } <w(2/N;) <1/8Nvjm. Si noti che
) — R; & diviso dalle rette £ = £

in rettangoli ciascuno di diametro << 2/, su ciascuno dei quali pelelo T; ha.
una oscillazione < w;(2/N,;) <1/8Nv,m.

Applichiamo ora i teoremi- dei nn. 8, 9, 10 ove ¢ = 1/8Nvym. Ne risulta
che, per ogni 4, esiste una poliedrica ZX,, inscritta nella S, e una sua rappre-
sentazione X,;: (T.;, p;), ove p; & un opportuno poliO‘ono (a lati curvilinei),
P; S p;, aventi le proprietd: a(Z,;) <IL(S;) + 2¢= -+ 48vje? << L(8,) +1/mN; 8,:
(L, 9:), it (Ts;, p;) sono rappresentazion: 1:1pwhe (3. F., n. 18); gli archi A,
di p} fanno parte della periferia dei poligoni p); la- trasformazione 7,; &
costante sng‘li archi 2y, h=1,2,..,v; e Tu:(li) = Tu) = T'u)y, b=
=1, 2, ..., vi; { T(u), Tos(u) } < 4c<<1/2N per ogni « € p,; le faccie della polie-
drica 2,; ha,nno tutte diametro <<4¢<C1/N; p,— p; pud dividersi in regioni
di JORDAN mediante archi semplici congiungenti pJ con p;* e su ognuno di
esse T ha una oscillazione < de<C1/2N.

Diciamo 7, la trasformazione che coincide con T,, sul poligono p;,
t=1,2,...,m, ¢ con T sui triangoli ¢;, j =1, 2,..., n. La trasformazione
Ty = (Ty, R) ¢ definita e continua sul poligono R = Zp. 4 Zi, e rappresenta.
una unica poliedriea 2: (T, R) di area a(Z) = Za(Z,;) + Za(A,) < ZI(8,) +
-+ m(1/mN) + 0 = L(S") + 1/'N<L (8) -+ 1/N. Inoltre X ¢ inscritta nella &
e le trasformazioni 8: (7, C), £: (7,, R) danno rappresentazioni 1,11)1che di &
e £ (S.F, n. 18). La 2) e la 3) seguono immediatamente.

Supponiamo ora & rettificabile. Utilizzando il teorema del n. 7 anziché
quello( del n. 6, avremo per le superficie %;; rappresentazioni X: (T4, @).
Pertanto (nn. 8, 9, 10) avremo p; = p; ¢ quindi R=C e per la X avremo una.
rappresentazione X: (7, 0). Le 1) e 2) del testo valgono ancora. Osserviamo
che le poligonali A,,: (T, L), b =1, 2, ..., v;, sono inscritte (n. 7) negh archi
rettificabili L,,: (7, 1;,); le poligonali A.: (T, 1) sono inscritte negli archi
rettificabili L,: (7, I;). Percid la intera poligonale-A: (T, C*) ¢ inscritta nella
curva : (T, C#%).

w =1, 2, myy, =, B=1,2 ., n,

«

14. - Dimostrazione del teorema A per superficie S di tipo 4. — Dalla prima.
parte del teorema del n. 13 segue Pesistenza, per ogni intero N, di una poli-
edrica X, inscritta nella § tale che a(Zy)<< I(S) + 1/N, |Z,, 8| <<2/N.
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Pertanto | Xy, S| — 0 per N — + co e quindi L¥(S) < L(S). Dal n. 1 segue
L#(8) = L(S).

15. — Le superficie ehiuse. — Premettiamo il

~Tiemma: ~SiaT-una-curva-orientata—rettificabile-dello-spazio By stano—hyy s
Aue poligonali imseritte in 1 aventi gli stessi estremi di 1 e siano (T, I,), (15, 1)
due prefissate rappresentaziont (masi Uineari di h, e Xy sui segmenti I, = [u{V=0,
0<u 1], L=[uV=1, 0<<u®<1]. I latt di 2, e ) sottendano archi di 1
tutti di diametro < c. Esiste allora una poliedrica P ¢ wna rappresentazione P:
(T, Q) quasi lineare nel quadrato Q=0 < w1, 0<u 1] tale che 1) T'= 1)

sul segmento Il, 1 =T, sul segmento I,; 2) T é costante sui segmentt u(® == 0,

u® =1 di Q%; i vertici di P sono tutti e soli i vertici delle poligonalt 2y, hy;
4) le faccie di P hamm tutte diametro < c¢; B) a(P) < ¢ lungh . )
Dimostrazione. Siano u%, = (0,0), %y ..., %, = (0,1) punti ordinati
di I, ai quali corrispondano per la 7, tutti e soli i vertici di 2;; siano «; == (1, 0),
Uy, ooy %, = (1,1) punti ordinati di I, ai quali corrispondano per la T, tutti
e soli 1 vertici di h,. Poniamo x, = T)(u,), ©==0,1,2,..,m, a = Ty u)),
j=20,1,2, .., n I punti ; e cosl i punti 2}, j =0, 1, 2, ..., n, sono ordinati
sulla curva l, Wy <y L aee L By XLy e <, € Xy ==y Ly ==,
gsono gli estremi eomuni di I, %, 2. Gh archi @44, ¢=0,1,..., m—1, e

ww; , §=0,1,..., n—1, della curva ! hanno tutti diametro <e.

Sia h, < il massimo intero tale che l'arco @y, abbia diametro <e¢, sia
K, <n il massimo intero tale che z, < a:;l e Yarco whlw;’ abbia diametro <,

sia h, < m il massimo intero tale che w,’“ < @, e Parco w;‘w,,“\abbia diametro

. ’ 7 . 3 - . N : . . .
< ¢ .... Siano z,, = x,, @, = &, gli ultimi punti cosi ottenuti. Si noti che
ogni segmento xgw;, 0 <@ <h,, ¢ inscritto nell’arco ayx, di l e percid ha lun-
ghezza < ¢, ogni segmento z,x; con 0 <@ <k, ¢ inscritto in uno degli archi

Loy T L, di 7 e percid ha lunghezza < ¢, ogni segmento "’k;’bi, hy <4< Ry,
-¢ inscritto in uno degli archi m,,lm;‘, :'c,f,‘m,,q e percid ha lunghezza <e¢, e cosi
~dl seguito. ‘

Sia P la poliedrica costituita dai tnanooh oLy, Py ﬂl.L‘,, ey {r’w,,L_lx,Ll,

12 1%k ? k1) 2
4a -1k, -+ - Rappresentando linearmente ciascuno di tali tua-ngoh sui tri-

angoli di @ covrispondenti ugtoity, Ugtythyy -ovy Uglp 1 Up s Un Wglly, «..y AVIEINO UNA

rappresentazione di P quasi lineare su ¢.

Si noti che i triangoli del tipo &2, hanno il lato w; r;, chc ¢ un lato
di A, e tutti e tre i lati di lunghezza < ¢; i triangoli del tipo @xx; , hanno il
lato @z, , che & un lato di X, e tutti e tre i lati di lunghezza < c. Pertanto

il loro dnmetro & sempre < ¢ e a(P) < (¢/2) langh 2; + (¢/2) lungh 2, <

< ¢ lungh .
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Si noti che ogni faccia di P & del tipo @z, oppure del tipo @,
percid si appoggia o ad un lato z@,, di A, o ad un lato wae,  di 2.

Il procedimento di questo numero pud applicarsi con ovvie modificazioni
al caso di una cwrva ! chiusa, I, e I, essendo circonferenze concentriche del
piano .o circonferenze parallele di una. sfera

i+l €

16. — Teorema. Data una superficie S chiusa non degenere con L(S)<< --oo,
allora, per ogni intero N esiste una superficic poliedrica B inscritta nelle & ed
esistono rappresentazioni tipiche (S.F., n. 18) &: (T,€), B: (T, C) sopra
la sfera unitda € tali che 1) a(B) < L(S) + 1/X¥; 2) { Tu), To(u) } <IN per
ogni u e (13). i

Dimostrazione. Sia (T,,€) una rappresentazione qualsiasi di & su 6.
Esiste su~€ una circonferenza ¢’ sulla quale I, ¢ non costante. Diciamo I la
curva I': (¥,, ¢’). Scelto un omeomorfismo Q' d1 ¢’ in ¢, tale omeomorfismo
pud essere completato (S.F., n. 19) in un unico omeomorfismo che diremo
ancora £’ della sfera € in sé. Se T, = T,0Q" allora &: (T,,6) ~ (T, €), lo
superficie 87: (T,, B,), S8.: (T., ), (£, &, emisferi superiore ed inferiore
di €), sono aperte non degeneri o di tipo A (S. F., n. 9) e L(S)) -+ L(8.) <L(G)
(8. F.. n. 15).

Sia (7., €) la trasformazione che si ottiene proiettando dal polo w, sul
cerchio equatoriale ¢ di € la trasformazione (¥,, F,). Diciamo ¢, il cerchio
concentrico a € e raggio 1/4/3. In forza di 8. F., n. 17, esiste una trasforma-
zione (1, €,) tale che 1) (Tg, Cy) ~ (14, C); 2) esiste in €, un aggregato nu-
merabile di cerchi e;, 4 =1, 2,... (eventualmente uno solo) su ciascuno dei
quali 7', & quasi conforme. Proiettando (7', C;) dal polo u, su € si ottiene una
trasformazione (T, C) ove C, é la calotta dei punti (0, o) di € con 0 < 0 < =/3
e (T, C) ~(&,, E). In forza di 8. F., nn. 31-32, esiste una trasformazione
(Ts, €) avente le seguenti proprieta: 1) f” (To, €Y ~ (T, €); 2) 82 (T, 1) ~
~ (30, 0) = (T5, 0,); 3) 8,: (T, B,) = (T, B,).

Isiste ora su X, (ad esempio nel cerchio ¢, di E, corrispondente al cer-
chio ¢ di C,) una curva semplice e chiusa ¢ su cui T, & non costante e vi

(**) In 8. F., n. 10, si sono gia introdotte le seguenti notazioni: p, 0, ¢, coordinate
polari di centro (0, 0, 0), asse u®), piano polare u® = 0, wM > 0 dello spazio I, dei
punti e = (u), u®, «®), w0, @ uB coordinate cartesiane; € sfera unitd di B,
cioé luogo dei punti u con p==1; ¥, (E,) emisfero superiore (inferiore) di € cioé luogo
dei punti v €€ con u® >0 @®<0); ¢ circonferenza equatoriale, ciod luogo dei
punti w €€ con u® = 0; wu, = (0,0,1), u, = (0, 0, — 1) (coordinate cartesiane);
O cerchio equatoriale, cio¢ luogo dei punti « con u®=0, p< 1. Inoltre C, sia il cerchio
complanare e concentrico a € luogo dei punti w con u® =0, 0<p<1/4/3; C,, C,
(calotte di €) luoghi dei punti w e @ con 0<O<m/3, 2n/3< 0w, rispettivamente,
¢q=0% weC,ch,6 v,eC,cE,. '
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rappresenta una curva chiusa 8: (T, o) rettificabile (8. ., n. 17). Sia [ la lun-
ghezza di €. Scelto un omeomorfismo Q di ¢ in g, tale omeomorfismo pud
essere completato (8. F., n. 19) in un unico omeomorfismo che diremo ancora
Q della sfera € in 88, Se T, = T,Q, allora &: (T,,€) ~ (T4, €), le super-
ficie. 8.: (4, B), S : (Z,, B) sono aperte non degeneri o di tipo 4 (S. F.,

n 9) e L(S,) + L(8,) < LE) (8. F.,, n. 15). Poiché¢ la curva £: (T;,0) ~
~ (4, q) & rettificabile, ¢ ora (S. F., n. 15) L(S,) + L(8,) = L(©).

Sia (T,,, C) la trasformazione che si ottiene proiettando (T4, £,) dal polo
u,, su C. Poiché la superficie 8,: (T4, E,) ~(T,,, C) & di tipo 4 (oppure aperta
- non degenere) e di area finita secondo LEBDSGUE, esistono (n. 13) trasforma-
zioni (1., Co)y, (L5, Cy) sul cerchio C, tali che 1) 8. (71, C) ~ (T, C);
2) la superficie X : (75, C,) & poliedrica e inscritta nella S); 3) le trasforma-
zioni S,: (T, Cp), Z: (I}, C;) sono rappresent‘wioni tipiche di S, ¢ X,
B.F., n. 18); 4) o(Z) << L(S,) + 1/3N; 5) { T (w), Ty(u) } <<1/N per ogni
u e Cy; 6) il contorno g, della poliedrica 2 & una poligonale inseritta nella
curva rettificabile €. Posto ¢ = min [1/2¥, 1/5N1], possiamo sempre supporre
che ogni lato di &, sottenda un arco di & di diametro < ¢ e sia rappresentato
linearmente sul corrispondente arco di OF. Diciamo ora (3], C.), (T, C,)
le ‘masfmmazwm che si ottengono proiettando (7, Cy), (T,., C,) da u, su K.
Si ha 8,: (T, C) ~ (I, B), Z,: (T,, ).

Sia (7,,, ¢) la trasformazione che si ottiene proiettando (¥,, £,) dal polo
%, su C. Poiche la superficie S : (T,, B,)~(T,,, C) ¢ di tipo 4 (oppure aperta
non degenere) e di area finita secondo LEBESGUE, esistono (n. 13) trasforma-
gioni (T, Cy), (Ty, C;) sul cerchio €, tali che 1) 8,: (I%,, C)) ~ (T, C);
2) la superficie % _: (TM , Cy) & poliedrica e inscritta nella S, ; 3) le trasforma-
zioni S,: (75, Cy), Z,: (L., C;) sono 1’a,ppresentazioni tipiche di 8, e X,
(8. F., n. 18); 4) (E)<L( O+ 183N B) { T (w), T (u) } <1/N per ogni
% € (f; 6) il contorno £, della poliedrica X, & una pohgonale inseritta nella
curva rettificabile Q. Possiamo sempre supporre che ogni lato di &, sottenda
un arco di € di diametro < ¢ e sia rappresentato linearmente sul corrispon-
dente arco di ¢. Diciamo (T,,, ¢,), (T, €,) le trasformazioni che si otten-
gono proiettando (T} , Cy), (L', C) da u, su B, . Siha S,: (T, C,) ~ (T, B,),
X, (Teny 0 ‘ '

Applicando quanto abbiamo visto in 8. F., nn. 31, 32, alle trasformazioni
(T4, 8), (T, B), (T,.,C), €EoF oC, ne risnlta che esiste una unica tra-
sformazione (¥;, €) ~ (T, €) tale che Tz =<, in F, T, =T, in C,. Ap-
plicando ancora S. F., nn. 31, 32 alle trasformazion (Z;, €), (3',5, E), (.., 0.,
E o %, > C,, ne risulta che esiste una unica trasformazione (¥, ) ~ (T;, €)
tale che ¥ = T, in B, T =, in C,. Pertanto r11')bifuno' 1) &: (T,6) ~

~ (T 6) ~(24,6); 2) 8 (F0)= (T, 0)= (T, 0), S (T,0)=
= (Ts, C,) = (T

~TH Y

n’



220 L. CusArI: Sul problema di Gedeze

In C, e C, sono anche definite le trasformazioni (¥, C,), (T, C,) che,
su CF, ¢F definiscono due poligonali €,, €, inscritte nella stessa curva £ di
cui (T, 0F), (T, CF) sono due rappresentazioni e la curva £: (,, ¢)~(I, 0F)~
~ (T, CF) & rettificabile. Basta ora applicare il procedimento del n. 15 nella

striscia J = € — (C, + O,), avendo cura di rappresentare ogni faccia della

nuova poliedrica i, nell’interno di regioni di JORDAN jcJ sulle quali &
abbia una oscillazione <1/2N e il cui contorno sia formato da due archi
di CF e CF e da curve y di costanza per ¥ (cfr. nn. 27-31) passanti per
punti di CF e €7 corrispondenti a vertici delle poligonali &, e & . Ne avremo
una poliedrica E,: (I, J) inseritta nella supelﬁcie Se: (T, J) e intanto si ha
(Zy) < ol <U13NT) = 1/3N; (X", CF) = (XL, OF), (X7, CF) = (T3, OF).

Inoltre le faccie della pohednm 2, hanno tutte diametro <c¢<C(12N.
Se # & un punto qualsiasi di J allora % appartiene ad una regione j e ad un
-continuo y < j, su cui T & costante, congiungente « con un punto # di un
arco wu, di ¢F (o di CF), ul, Uy essendo punti corrispondenti. & vertici conse-
ccutivi di @, (0 &,) Siha {F(w), T'(w) }<{T(u), T(w) } + {T(w), T"(w) } +
+{Z"(u), T"(w) }, ove la puma espressione a secondo membro & zevo, la
seconda ¢ < al diametro dell’arco wu, di & e percid <e, la terza & < allo
.stesso diametro come distanza tra punti appartenenti a tale arco o a faccie
triangolari di X, inscritte in esso. Pertanto {T(u), T''(u)}<0 ¢ +e=2¢<1/N.

Possiamo ora definire la trasformazione (Z,, Céi) sta‘bﬂendo che sia T,=3;]
in 0, =3 in 0, T,=3" in J =C€—(C, + C,). Essa rappresenta una
unica superficie poliedrica X avente le seguenti plopuem. 1) X & inscritta nella
superficie &; 2) le trasformazioni &: (¥, €), 2: (F,, €) sono rappresentazioni
tipiche per & e ¥ (8. P, n. 18); 3) a(Z) = a(X,) -+ a(X,) + a(Z,) < I(8)) +
4+ 1/3N 4 L(S,)) + 1/3N + 1/3N = L(&) + 1/N; 4) { T(u), ~0(u) }<1/N per
cogni % e@. ,

T1 teorema ¢ completamente dimostrato.

17. — Teorema. Data una superficie S chiusa noxn degenere ¢ L(S) < -+ oo,
-allora per ogni intero N esiste una superficie poliedrica P inscritta nella 8 ed
esistono rappresentazioni tipiche (S. F., n. 18) §: (T, C), P: (TO, C) sul cerchio
-unitd C con le proprietd sequenti: 1) a(P) < L(8) - 1/N; 2) { T(u), To(u) } <
< 1/N per ogni we C; 3) T e T, sono costanti su C* e T(C“) = TO(C"*).

Dimostrazione. Sia 8: (7, C) una qualunque rappresentazione della §
.e sia @, il punto z, = (T, C*), essendo T costante su C* Sia &: (T, €) la tra-
sformazione associata alla (T, €) (S. F., n. 10). Sappiamo che IL(&)= L(S)
-e che la superficie & ¢ chiusa non degenere (S. ¥., n. 10). In forza del n. 16
-esistono una superficie poliedrica B inscritta nella &€ e convenienti rappre-
-gentazioni tipiche (S.F., n. 18) &: (T,,€), PB: (T., €C) con le seguenti pro-
“prieta: 1) (Ty, €) ~ (T, €); 2) a(P) < L(®) +1/2N; 3) {Tu(u), To(u) } < 1/2N
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per ogni u € €; 4) se [t %, ..., 8] € il reticolato su € relativo alla rappresen-
tazione (F,, ) della poliedrica B, allora su ogni tria,ngolb t; la trasforma-
zione ¥, ha una oscillazione << 1/2N. Cid vale per ogni intero N.

Dalla 1) segue che per ogni intero = esiste un omeomorfismo Q, tale che

{ T(), Ty (1)) 3 < 1 m-se = Q,(w).. Poniamo. u, = Q,(x,). Per una opportuna

successione di interi m, esiste il limite lim Un, == Uy . Si noti che, essendo
koo

{Z(w,); Tu(ua ) } <1/m, per ogni k, risulta al limite per k— oo, T(w,) = Zy(t).

Sia 3, = { Un» Uo Y, k=1,2,..., onde §, -0 quando %k — co. Diciamo
4(8) il modulo di continuity della trasformazione (T,, €). Considerato il
cerchio v, di centro u, e raggio 23;, a questo corrisponde per la Q, una
regione di JORDAN v, racchiudente u,. Andremo a modificare I’omeomorfismo
Q, entro v, e y; in modo che ad u, corrisponda u, per ogni k. Allo scopo
diciamo §; la minima distanza di u, da vy; e sia 2p il pilt piccolo dei due
numeri 3; e J;. Consideriamo i due cerchi ¢, ¢’ di centri rispettivamente w,
e u,, raggio p ed entrambi giacenti su €. Allora ¢ & interno a v, e ¢’ & in-
terno a vy,. Definiamo O, stabilendo che essa coincida con la £, gi4 con-
siderata fuori di y; e v;, coincida con la semplice rotazione » attorno ad un
diametro di € che ad w, fa corrispondere %, e percid a ¢ fa corrispondere ¢'.
In tal modo € & gid definita sulla frontiera delle regioni, di ordine di con-
nessione uno, v, ——¢, v,— ¢. Possiamo ora definire , tra yy,—ce y,—¢ in
modo che essa coincida sulle lcro frontiere con omeomorfismo gid subordi-
nato tra di esse (S. F., n. 19).

Siano ora u, %' punti di € con w'= Q(u), ove L) & Vomeorfismo gid mo-
dificato. Allora 0 v €€ —;, ' €e€—r, e quindi {T(u), T,(v)}<1/n per
ipotesi; oppure wevy,, ey, e allora {T(w), Ty(w)}<{T(w), T(x,) } +
F{T,), Tl )+ L Tulue), Tu(w) 3 < [04(28) + 2] + 0+ @,(28) =
= 2w,(23;) + 2/n, . Scegliendo convenientemente la successione 7, potremo
sempre supporre che {T(w), T,(u') } <1/k e tale relazione vale dunque per
ogni u, # €€, w'= Q(u).

Si noti che con la rotazione gid usata o possiamo portare u, in %,. Se
diciamo ancora ¥,, T, le precedenti trasformazioni ¥,, T, combinate con la
rotazione w1, se diciamo ancora (), ’omeomorfismo prodotto dal precedente
omeomorfismo per tale rotazione ™! avremo anzitutto che &: (T, €), B:
(Z,, €) sono ancora rappresentazioni tipiche di G e B (S. F., n. 18) e inoltre
1) (T1,6) ~(Z,6); 2) o(B)<L®) +1/2N; 3) {Taw), Tu(w) } <1/2N per
ogni u €€; 4) se [ty, 1, ..., 1,] € il reticolato su € relativo alla rappresenta-
zione (T,, €) della poliedrica B, allora su ogni ¢; la trasformazione T, ha una
oscillazione << 1/2N; 5) se u’ € Qu(u), allora {T(u), T(w) }<1/k; 6) T(u,) =
= y(u,) = .

Modifichiamo ora la poliedrica B. Se il punto %, & uno dei vertici del reti-

15 — Rivista di Matemalica.



222 L. Cesart: Sul problema di Gedcze

colato, nessuna modifica occorre. Se il punto u, ¢ interno ad un triangolo .,
diciamo 1w, %,, Uy i vertici di ¢;, »;, @, ; 1 punti corrispondenti su . Divi-
diamo ¢, in tre triangoli curvilinei ?;;, fi, f; di vertici wu s, UgloUs, Uglzlly
mediante linee semplici di JORDAN e rappresentiamo su di essi i triangoli
LoyDs o Lollialls 5 Loilay i Modo. che 1a nuova rappresentazione dei lati @2, 2%,

Ty, sugli arvchi wu,, Usus, Us¥, coincida con la rappresentazione subordinata
su questi dalla trasformazione ¥T,. In modo analogo si proceda se %, cade su
uno dei lati del reticolato e percid occorre modificare T, in due triangoli ¢;
adiacenti. In definitiva si ha una nunova poliedrica R,: (~3, €) ove T, coincide
con ¥, fuori dal triangolo (o dai due triangoli adiacenti) in cui I, & stata modi-
ficata. L'area di B, supera quella di P al pin per ’area di tre (0 quattro) frian-
goli le cui dimensioni sono tutte <<1/2¥. Percio a(B,)<a(P)+ 4(1/4N)(1/2N)<<
< L(&) 4 1/2N + 1/2N. Inoltre{ T,(u), To(u) } <1/2N +1/2N==1/N per ogni
ue@ e F(u,) = Ty(u,) = T(u,) = 5. .

Consideriamo infine le trasformazioni 8': (7, C), X': (T, O), associate
alle T, e T, (3. F., n. 10), ove abbiamo indicato con 8’ e X’ le superficie da
esse definite. Sia ~ la frasformazione di € in ¢ di 8. F., n, 10. Si ha L(8')=
= L(&), la X’ & poliedrica. inscritta nella &', a(Z') = a(B,) e le trasforma-
zioni (T, C), (1, O) sono loro :ra,ppresent‘lzioni tipiche (8. F., n. 18). Inoltre
a(X) = a(PBy) < L(S) + 1/N= L(8) + 1/N; 2) { Ty(n), Ty{u)} < 1/N per ogni
weC; 3) T, e T, sono costanti su C¥ e T,(C*) = Ts(O*) = @,; 4) per ogni
intero m, posto Q) == t=1Q7, O, & un omeomorfismo di ¢ in sé, identico su C¥,
tale che, se w'=Q(u), v e C, v’ € C, si ha { T'(u), T,(v') }={ T(v), T,@") }<1/k,
ove v, v sono convenienti punti di € e v'= Qk(v). Da quest’nltima proprieta
segue (T, C) ~ (T, C) e percid 8= 8.

18. — Dimostrazione del teorema 7' per superficie § e & chiuse non degeneri. —
Sia data la superficie & chiusa non degenere. Potremo supporre (n. 2)
L(G) < -+ oco. Dal teorema del n. 16 segue l'esistenza, per ogni intero N, di
una poliedrica P, inscritta nella & tale che 1) a(By) < IL(S) + 1/N;
2) |By, S| < 2/N. Pertanto |B,, S| -0 quando N - co e percid LH(&) <
< L(&). Dal n. 2 segue L*(&) = L(&). Identico ragionamento per una super-
ficie S chiusa non degenere, utilizzando il teorema del n. 17,

19. — La trasformazione ¢ (). — Siano ¢ < b due numeri reali e [#;] un
gruppo finito o una infinith numerabile di numeri reali a due a due distinti
0 < <1, i=1,2,.... Sia v>1 un intero qualsiasi tale che 1/v<<b—a e, per

(%) L. Cesari, Parameltrizzazione delle superficie continwe di area finila secondo
IEsEscur, Annali di Matematica, (4) 26, 301-375 (1947); particolarmente pp. 330-332.
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ogni numero #; scegliamo un altro numero reale s, > 0 in modo da verificare
la condizione X g;=b— a —1/v, ove la somma & estesa a tutti i valori dell’in-
dice 4. Defimamo ora sulllintervallo 0 <<z <1 la seguente funzione: o(0)=a,.
@) = a + a)v -+ Ze,; per ogni 0 <& <1, ove la sommatoria & estesa a tutti
i valori dell’indice 7 per i quali 0 < ;< 2. Risulta ¢(1) = b e la funzione ¢(xz)
sempre-crescente-e-continua-in-tutti-i~ponti=di-(0,-1)-distinti=-dai-puntiza;;=
i==1, 2, .... Per z=u, risulta o(x; — 0) 4- g, =o(w,) =gz, +-0) ¢ pertanto la o(z)
ha una discontinuitd di prima specie a sinistra in ciascuno di tali punti. Di-
cilamo « Pinsieme aperto dell’intervallo a <y <{b costituito dagli intervalli
olz) — e, <y<<ol(x), 1 =1, 2, ..., 1 quali sono a due senza punti in comune,
neppure estremi. Pertanto 1'insieme complementare h = (a, ) — « & perfetto.
Ogni valore di & ¢ assunto dalla funzione o(r), 0 <2 <1, una ed una sola
volta, ad eccezione dei valori che sono estremi di uno stesso intervallo
[e(@,) — &:, o®;)], il primo dei quali ¢ il limite ¢(x; — 0). Esiste pertanto la
funzione inversa = = U(y), ¥y € b = (a, b) — ¢, definita in tutti i punti di A,
ove si convenga di porre Ylo(e;) — g;] = dlo(@,)] = x;, i =1, 2, ... . Possiamo
inoltre definire la funzione ¢ anche sugli-intervalli di «, e quindi in tutto (a, b),
stabilendo che in ciascuno degli intervalli [o(z,) — =,, o(x;)] si abbia {{y) = ;.
Risulta” $(a) = 0, (d) =1 e la funzione ¢(y) ¢ monotona, non decrescente,.
costante in tutti e soli gli intervalli di «.

Lequazione t: @ = (y), e < y <b, definisce una trasformazione univoca
e continua ¢ dell’intervallo a < y < b nell’intervallo 0 < <1 che ad ogni
intervallo contiguo di k fa corrispondere un punto #; e ad ogni punto di %
non estremo di intervalli contigui di » fa corrispondere un punto a distinto
dai punti oy, ¢ ==1,2,.... Di piti a punti distinti di ¢ <y < b e non appar-
tenenti ad uno stesso mtu‘vallo contiguo di %, punti distinti di 0 <o <C1.
Diciamo ¢ la trasformazione inversa di ¢ la quale non ¢ univoea su 0 <@ <1,
ma ¢ univoca sullo stesso intervallo privato dei punti #;, ¢ =1, 2, ...

Per ogni intero # poniamo ¢,(y) = (1 — 1/n){(y) -+ (¥ — a)jn(b — a), a<
<y <b 8 ha ,(a) = {(a) = 0, q.»n(b = $(b) = 1. Inoltre $,(y), a <y <bh,
& continua-e crescente in senso stretto in (a, b) e, per ogni ¥, a <<y < b, si ha
| d(y) — bay) | <1/m ' '

20. - La trasformazione 7, (¥). — Sia @ il quadrato @ =[0<u<1,

0 <<v < 1] del piano uv, %, v variabili reali, sia R il rettangolo R = [a < £ < b,
¢ <7 < d] del piano &y, &, o variabili reali, e siano [u,], 0 <%, <1,i=1, 2, ...,
[v;], 0 <0, <1, j=1,2,.., gruppi finiti o numerabili di numeri reali a due

a due distinti. Sia v > 1 un intero arbitrario tale che 1y <<b—a, Ijv<<d—e,

(*%) L. Cesarz, loc. cit. in (1), pp. 332-339.




224 L. OCusari: Sul problema di Gedeze

siano £;,>0, Rk, o, £ =¢u), 0<u<l, w=1{(E&), e<E<bh 1 numeri, gli
insiemi e le funzioni definite nel n. 19 1elat1vamente ai numeri reali a, b,
a<b, e al gruppo [u,]; siano ;> 0, b', o/, 7 ==9'(v), 0 <v <1, v = {'(y),
¢ <7 <d, i numeri, gli insiemi e le funzioni relative ai numeri reali ¢, d,
¢ < d, e al gruppo [v;]. Come sappiamo valgono le relazioni X e, = b—a—1Jv

2 e = d—c¢-=Tj e equazioni Ty uw="¢&); v ="q"(7); (& eR =
= (a, b; ¢, d), definiscono una trasformazione continua e univoca del rettan-
golo R =[a<<E<h ¢<n<d] nel quadrato @ =[0 <u <1, 0 <v<1].
Sia A Vinsieme aperto dei punti (§,v) e B per i quali £ e, 7 €, ossia
Vinsieme di tutti i rettangoli [¢(u,) — &, <C & <<olwy), o'(v;) — <) <0 << @ ()],
4, =1, 2,.... Siano B,, B, gli insiemi aperti dei punti (£, n) e R per i quali
rispettivamente £ e «, 0 <7 <1, oppure 0 <& <1, v ea’. Pertanto B, é l'in-
sieme di tutti i rettangoli [o(u,) —e, <& <olu,), 0<n<1), ¢ =1,2,..,, e
B, ¢ Vinsieme di tutti i rettangoli [0 <E <1, ¢'(v;) —e, <7y <@ (v)], =

=1,2,.... Siano gli insiemi B =B, 4 B,, K = ¢ — B. Manifestamente
A4 = B;B,, AcB e K ¢& perfetto. Ad ogni punto (§,m)ed la T, fa corri-
spondere un punto (u;, v;), %, j =1, 2, ..., di @; ad ogni punto (&,7) € B —

la T, fa corrispondere un punto (u;, 'v) con v+v;, j=1,2,.., di @, oppure
un punto (u,v;) con % +u;, ¢ =1, 2,...,, di @; ad ogni punto (&, ) di K la T,
fa corrispondere un punto (u,v) di @ con u +=u;, v +v,, %, j =1,2,....

Diciamo 7T;* la trasformazione inversa della T, la quale non & univoca
nel quadra-nte €, ma & univoca nel quadi‘a.to @ privato dei punti (u;, v;),
4, =1, 2,..., nonché dei segmenti [w=1u, O0<e<1], ¢=1,2,.., e
0 <u<1, 'v-—'v,], j=1,2,.

Diciamo §.(§), a <& b, q;n(r,), ¢ <7< d, le funzioni analoghe a quelle
definite nel n. 19, relativamente alle funzioni (&), a <& <b, d'(9), e <y < d.

21. - Sia (7, Q) una data trasformazione, definita e continua nel qua-
drato @, T: o9 = xd(y, ), 1=1,2,3, (4,v)e@ =[0<u<<L, 0<v<1].
Con le notazioni precedenti diciamo 7, la trasformazione 7T, — I'T,, cioé
(Ty, R): o = at[(E), ¥'(n)], i=1,2,3, ) eR=[a<E<h, c<q<dl.
La trasformazione 7', & deﬁmta e continua nel rettangolo I.

Dimostriamo e¢he T; ~ T. Diciamo o(d) il modulo di continuita della tra-
sformazione (7, Q). Per ogni intero n, consideriamo l'omeomorfismo Q, di R
in @ cosi definito: u = (), v = .(n), (£, 1) € B. Se (u,v) == Q,(£, n), allora
u=1,(&), v—~—¢ (n) e, posto u={Y(E), v=4y'(n) si ha |u—u|<1/n, ]fu~v | <
<1/n7i(?’ ), u7 ’U) }<2[n e quindi { T(u, v), TW(E, ) p=={ T(u, v), T(u7 ) 3+
~+ { T(u, v), T(& n) } < o(2/n) + 0. Poiché tale relazione vale per ogni punto
{£,7) € R e Vultima espressione tende a zero quando % — oo, risulta dimo-
strato che (T, B) ~ (T, Q).
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22. — Le superficie § qualsiasi. — Richiamo qui i risultati di un precedente
lavoro (3.

Sia § una superficie qualsiasi di F; con L(8) < -.c0. Allora esiste una
rappresenmzione (7, Q)- az(") =a@E ), i=1,2,38, (§9)e@ =(0,1,0,1)

1) Pe1 ogni intero N si puo. d1v1dele Q in regioni pohgonah J iy
i=1,2,...,m, J;, i=1,2,...,m, @ = ZJ, + ZJE, le cui frontiere saranno
indicate con J7 =[x}, 7}y, ooy 75 ]y J7F =[x, wiy, .o, 7] € ove i poligoni
Tisy T, SOno tutti rettangoli a lati paralleli agli assi &, ». Tali regioni J,, J;
sono a due a due senza punti interni in comune. Inoltre & ;== @, oppure
Ty = Q.

2) La trasformazione T & costante su tutte le poligonali =), =), s =
=0,1,2,...,v; (), 1=1,2,..., m (1), ad eccezione al pill del caso in cui
70 = @, in cui pud accadere che T non sia costante su =, = Q*.

~ 3) Esistono m’ superficie poliedriche X; e relative 1’appresentav2ioni 2
(P;,d0), i==1, 2,..., m’, tali che 3a) X & inscritta nella superficie 8;: (7, J;}
e le trasformazioni S;: (T,dJ)), X;: (P, J;) danno rappresentazioni tipiche
(8. F., n. 18) delle 8] e Z[; 3b) a(X]) == 0; 3¢) P; & costante su ciascuna poli-
gonale 7 e Pim;¥)==T(r}¥), s=0,1,2,..,v; 3d) { Pi(E ), T(% 1)} <1/N
per ogni (&, ) ed;, i=1,2,.., m.

4) Esistono m superficie 8; e relative rappresentazioni S;: (7;,¢) sul

quadrato ausiliario ¢= [0 < u <1, 0 <<v < 1] ed inoltre m trasformazioni T,,,

-del tipo definito nel n. 20, tali che, indicati con R, il relativo rettangolo,
A;, B;irelativi insiemi aperti, K, gli insiemi perfetti, 4, c B, c R;, B, -+ K,=FR;
(n. 20), si ha 4a) ®,p = R;; 4b) 1 rettangoli =,;,, s =1, 2, ..., v;; sono altrettanti
componenti di A;; 4¢) posto Ty, = T, Ty, 81 ha (L', R,— 4) = (T, E;— A.);
4d) { T1:(8, 0, T(E, ) } <1/2N per ogni (§,7n) €d,; 4e) 2 L(S:) < I(S) ove la
somma ¢ estesa ai valori 4 = 1, 2, ..., m, dell’indice; 4f) le superficie S; sono
chiuse non degeneri, ad eccezione al pitt di 8, che & aperta non degenere, op-
pure di tipo 4 se m, = @ e T non & costante su-w, (comma 2); 4¢) le super-
ficie §; dipendono solo dalla superficie S e le rappresentazioni 8;: (1';, ) sono
prefissate arbitrarie rappresentazioni di esse su ¢; allora i punti (%, %),
s=1,2,..., v;, che per la T;;' corrispondono ai rettangoli w;,, s =1, 2, ..., vy,
sono punti qualgiasi di ben determinati continui ¢.,, 8 =1, 2, ..., v;, della
collezione G(T;, q) (S. F., n. 3).

23. - Teorema. Se 8: (T4, J), J regione semplice di JORDAN, é una super-
ficie qualsiasi dello spazio B, se L(8) < + oo, allora esiste una superficie polie-

(1%) L. Cesari, loc. cit. in (M), pp. 350-374.
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drica % inseritte nella S ¢ rappresentazioni tipiche (S. F., n. 18) S: (T, 9),
: (P, Q) sul quadrato fondamentale @ ==[0<<E<1, 0<n<1] tali che
1) a(X) < L(S) + 1/ 2) { T(E, 1), P(E ) } <1/N per ogni (£, ) € @', ove Q'
¢ un poligono contenuto i Q; 3) quando non sie Q' = Q, allora Q@ — Q' puo

- dividersi-in. poligoni. semplict Y1y Yoy ...y Y, Mediante poligonali_semplici congiun-
genti Q% con Q'F a due a due senza punti in comune in (Q — Q') ¢ in modo che
in ciascun poligono v, la trasformazione T ha una oscillazione < 1/N.

Dimostrazione. Sia S una superficie qualunque con I{(8) < 4 oo
Applichiamo il teorema del n. 22 e consideriamo la superficie S;, ¢ = 1, 2, ..., m.
In forza del n. 18, nonché del n. 22, 4, esistono corrispondenti poliedriche X,
e rappresentazioni tipiche S.: (T, q), 3;: (Ps, q) delle superficie S; e X, tali
che a) &(Z,) < L(S;) -+ ¢%; b) { Tiu,v), Plu,v)}<e per ogni (u,7v)eq;
¢) T; e P, sono costanti su ¢* e T,(¢%) = P:g¥), ove per ¢ si assuma
¢ = min [((2 +48v,)mN) /2, 1/8N]. Nel caso eccezionale i==1, m=¢, T non
costante su = = @, allora anche T, & non costante su ¢* e sard Z,: (Py, ¢')
ove ¢’ c ¢ & un poligono e ¢—¢' gode della proprietd 3) del testo (n. 13).

In forza del n. 9 esisteranno allora nuove superficie poliedriche X, e vela-
tive rappresentazioni Z,: (P, q) tali che 1) .a(Z,)< L{Y,)-+2¢*+48v,e2<L(8,) +
-+ 1/mN; 2) le trasformazioni §;: (7., ¢), X;: (P;, q) sono rappresentazioni
tipiche delle superficie 8; ¢ 2, e ove le trasformazioni (7';, ¢) sono quelle del
n. 22,4; 3) { Tiu, ), Piu, vy} <de; <1/2N per ogni (u,v)eq; 4) T; e P;
sono costanti su g% e T(q*) = P(g*); 5) i punti (s, v, §=1,2,.., v,
(n. 22, 4g) sono vertici del reticolato relativo alla trasformazione (F;, ¢q) e
Po(wss, vi0) = Tilugs, vis)y =1, 2, ..., v;. Nel caso eccezionale visto sopra val-
gono analoghe considerazioni. ‘

Poniamo P,; = P, Ty, T;= T,7,;, ove T, sono le trasformazioni del
‘., 22, 4. Allora si ha S;: (T, R, Z;: (Py,y, Ry) (n. 20) e queste sono ancora
rappresentazioni tipiche delle superficie §; e X, come si vede dalla- defini-
zione delle’ trasformazioni Ty, (n. 20) e dalla proprietd 5) vista sopra. Dal
n. 22, 4a, 4b segue che ©}, n), s =1, 2, ..., v;, fanno parte della frontiera di
R, — A, e percid (n. 22, 4¢) T1(n)) = T(n}), s = 1, 2,..., v; . Dalla proprieta 4)
segue ora P(n}) = Ty(n}) e dalla proprietd 5) e dal n. 22, 4g, anche
Piwf) = Tyxnk), s==1,2,..,v;. Pertanto 6) Ty(w}) = Pyu(x]) = T(w}),
$==0,1,2,..,v;. Di pit 7) T,;, e Py, sono anche costanti su ciascuno dei
componenti di A, e, in particolare, su ciascun rettangolo m;., 8 = 1, 2, ..., v;.

Dal n. 22, 3¢ e dalla proprietd 6) segue ora che Py; e P, sono costanti e
uguali tra loro (perché uguali alla 7') su ciascuna poligonale =% (0 =) sepa-
rante campi J, con-campi J;. Pertanto le poliedriche X, nelle rappresenta-
zioni X;: (Py, J;) e le poliedriche X nelle rappresentazioni X;: (P, J;), for-
mano una unica poliedrica X: (P, @), inscritta nella superficie S: (T, @) e le
rappresentazioni indicate sono tipiche. - :
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Dalla proprieta 1) e dal n. 22, 3, 4e segue a(X)= X} (Z) -2 a(E) <
< Zr_ L(S;) + m(ljmN) 4 0 < L(S) + 1/N.
Ogni punto (£,7) €J, ¢ in R, = =, ma non & interno a rettangoli s,
¥

s=1,2,..., v, e quindi T):(&, ) == Ti(w,v), Py(& n) = PJu,v), ove (u,v) &
un opportuno punto di ¢. Per la proprieta 3) si ha { T(8, %), Pu(g 1)} =

=T (u, v), Pu, v) } < 1JN. Dal 0. 22, 4d segue ora { Pii(g, ), TE <
<A P&y )y T8 n) } + 1 11485 1), TE ) )< 1/2N -+ 1/2N = 1/N per ogni
(§,7m) € J;. Da questa relazione e dal n. 22, 3d relativa ai campi J, risulta
ora { P(%, %), T(E, 1) }<1/N per ogni (§,n)e@. Il teorema & cosi completa-
mente dimostrato. Nel caso eccezionale valgono considerazioni analoghe,
riuscendo £: (P, @'), @' c @, e vale la 3) del testo.

94. — Dimostrazione del teorema 7 per superficie S qualsiasi. — Sia S una
superficie qualsiasi con IL(S)<C + oo. Allora per ogni N esiste una super-
ficie X, poliedrica inscritta nella § con a(Zy) < L(S) + 1/N, |8, x| < 1/N.
Quando N — oo, risulta ||S, Zy|| — 0 e percio L*(S) < L(8S). Dal n. 1 segue
allora L*(8) = L(8).
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