Luter FANTAPPIE (%)

L analisi funzionale nel campo _complesso.

e i nuovi metodi ' integrazione delle equazioni
a derivate parziali. (*%

Comunitazione al Convegno matematico di Parma, del 4-VI-1949.

Dobbiamo anzitutto felicitarei per il tema che é stato scelto per questo
Convegno, poiché 1'Analisi funzionale, con la Geometria alyebrica e con il
Calcolo assoluto, & fra le grandi teorie matematiche che hanno avuto in Italia
la loro origine o importantissimi sviluppi. B infatti coi lavori del PINCHERLE
¢ sopratutto del VOLTERRA, verso 'ultimo scorcio del secolo passato, che
nasce questa nuova branca dell’Analisi, ed & degno di nota il fatto che il
concetto stesso di funzionale (0 «funzione di linea », come si diceva allora),
abbia origine dalle ricerche del VorLrERRA nel campo della Fisica matematica,
¢ proprio considerando la soluzione di un’ uquqnono a derivate parziali come
dipendente da tuthi i valori al eontmno, o dai valori ai limiti, ¢ cioé come
dipendente da junzioni arbitrarie. Si pud dungne dire c¢he fin dal suo inizio
PPAnalisi funzionale & stata sempre collegata con la ieoria delle equazioni
(Zvﬁ'm enziali « derivate parzieli, da cul ha preso le mosse ¢ a cui deve anche
servire, se non vogliamo che resti un germoglio- sterile, fine a se stessos
¢ pertanto molto opportuno che anche tale teoria sia stata presa a tema di
questo Congresso, insieme all’Amli'si fun'/iomlo

Dato perd che, per la brevita del tempo a dls]m.smmw un solo indirizzo
dell’ Analisi ‘funzionale & stato svﬂuppqm dai relatori, ritengo mio dovere
aggiungere poche parole per (*0111])101»2110. almeno in qualehe lato, il guadro
amplissimo della materia, moehlusa nel tema del Congresso. Pre ,sc-mdendn
dagli indirizzi di altri mmnenh cultori del Calcolo hm/mna]e tuttora vwmm
(GIORGI. GRAFYI, hm«:A VA, MINETIT; MAMBRIANI, ece.), mi limiters anzitutto
a ricordare Vopera di un orando,Assmne di LmoxipA ToNELLL e della Sua
Scuola, che, coi suoi « Metodi dn’ettl », hq appunf:o riportato il classico « Cal-
eolo delle Variazioni » entro il "eafmp'o doll_’AJmlisi fhnziona]e, costi’r-ueiido]g

s+ Universitd di Roma,

"‘*) Lavom ‘ricevuto il 4 VI- 194()
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in un capitolo importantissimo di questa, rignardante i problemi di massimo
¢ minimo dei funzionali.

Inoltre mi permetto di far presente ehe anch’io, da cirea venticingue anni,
ho iniziato e sviluppato un altro indirizzo dell’Analisi funzionale, traspor-
tando_nel campo.complesso. i concetti introdotti. dal VoLITERRA nel campo

reale. E.mentre a prima vista pud sembrare che la considerazione delle sole
funzioni analitiche (localmente) come argomenti dei funzionali venga a costi-
tuire una lmitazione alla generalitd delle considerazioni svolte, ¢ facile per-
suadersi della veritd del contrario. Basta infatti riflettere che restringendo
successivamente, almeno fino a un certo punto, il campo di variabilita delle
funzioni argomento, si vengono a considerare classi di funzionali sempre pin
generali. D’altra parte & da osservare che il campo delle funzioni analitiche
¢ ancora abbastanza generale per tutti i bisogni delle applicazioni a pro-
blemi conereti. ¥ quindi comprensibile che nel campo analitico si vengano
a inquadrare senza difficoltd e senza cceezioni di aleuna specic funzionali
in realtd molto pitt generali di quelli studiati precedentemente in campi
troppo ampi, ¢ in particolare anche funzionali, come ad es. la derivata in
un punto, che sfuggivano ai metodi generali del VOLTERR.A: del FRECHET,
dell’HiBERT. Nel campo complesso infatti, a differenza di quanto avveniva
nel campo reale, non solo tutti i funzionali analitici (carvatterizzati dal fatto
di consérvare ’analiticitd rispetto ai parametri) hanno sempre una derivata
funzionale, ma hanno anche una variazione, e anzi variazioni di tutti i sue-
cessivi ordini, che sono sempre rappresentabili con integrali, mediante le loro
derivate funzionali, e sono quindi sempre regolari nel senso del VOLTERRA,
senza pit aleuna eccezione., La teoria dei funzionali analitici & quindi, cosi,
armonica e chiusa in sé come la classica teoria delle funzioni analitiche, con
la quale presenta del resto molte interessanti analogie.

Una sua prima applicazione riguarda poi la sistemaszione rigorosa del cal-
colo delle funzioni di uno o pitt operatori funzionali (e non solo del simbolo
di derivazione, come nei metodi puramente euristici di HEAVISIDE), poiche
il problema, fondamentale nel «calcolo simbolico », della « valutazione » di
un tale operatore & immediatamente risolto da una formula generale (quella
che esprime ogni funzionale lineare) in base alla considerazione semplicis-
sima che P'espressione in questione & un funzionale lineare analitico della
funzione (sempre analitica) dell’operatore, pure potendo essere non cma,lz'ticiz
¢ anche applicabili a funzioni non analitiche, gli operatori in questione.

La teoria dei funzionali analitici & stata applicata anche, da studiosi
italiani e stranieri, alle pitt svariate questioni, dagli «invarianti di prolun-
gamento » delle funzioni analitiche (CALUGAREANT), al calcolo delle funzioni
di una matrice (FANTAPPIE, SCHWERDTFEGER, CIPOLLA, AMANTE, ecc.), alle
funzioni di quaternioni (HAFELI), al confronto con la t_ragfciigna?idi’nﬁ di
LAPLACE (BATSOHELET). -
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Per guanto riguarda poi le applicazioni della teoria dei. funzionali anali-
tici alle equazioni a derivate parziali, & da porre in particolare rilievo il fatto
che le due caratteristiche essenziali dei funzionali analitici, e cioé:
a) di essere definiti per funzioni analitiche localmente,

b).di.conservare ’analiticita. rispetto ai-parametyi,
si attagliano particolarmente bene al problema. :

Se consideriamo infatti la soluzione di un’equazione alle derivate parziali
come un funzionale dei valori iniziali e del primo membro dell’equazione
(in quanto funzione di tutti i suoi argomenti), 'unico teorema generale di
esistenza e unicitd ¢ quello di CAUCHY-KOWALEWSKI, che vale solo per fun-
zioni- analitiche localmente; solo per queste dungue il detto funzionale &
definito con certezza, e in modo unico. E il teorema di POINCARE, d’altra
parte, sulla dipendenza analitica della soluzione dai parametri che entrano
analiticamente. nell’eqnazione e nei valori iniziali, non dice altro che tale
funzionale ¢ analitico, nel senso appunto da noi precisato.

Non deve quindi sorprendere se con la teoria dei funzionali analitici si
son potuti elaborare ben cingue nuovi metodi generali di integrazione in forma
finita delle equazioni a derivate parziali, e cioé:

10 metodo o «metodo generale» di integrazione di tutte le equazioni
a derivate parziali lineari e a coefficienti costanti in un numero qualungue
di variabili, e d’ordine comunque elevato (mediante pitt operatori integrali e
integro-differenziali). ' 1

© 20 metodo o metodo degli « operatori caratteristici » (integrazioni lungo le
retite caratteristiche) valido a integrare tutte le equazioni e sistemi avfim*iva‘tc
parziali in due variabili, d’ordine comunque elevato, che mostra la parti-
colare struttura della soluzione come formata da pit «onde» sovrapposte.
~ 3° metodo o «metodo della soluzione fondamentale » che permette di
risolvere lo stesgso problema generale del primo, fornendo perd sempre la
cosiddetta «soluzione fondamentale »; il metodo di VorLreErrRA per le onde
cilindriche vi rientra come caso particolare; altri casi di equazioni di 30 ¢
40 ordine sono stati risolti da CASULLERAS e TEIXIDOR. , v

4° metodo o metodo degli «operatori interni » (funzioni dell’operatore I
d’integrazione), che permette di integrare equazioni lineari a coefficienti
anche variabili in casi non trattabili con la trasformazione di LAPLACE (equa-
zione parabolica a coefficienti variabili).

50 metodo o metodo degli « operatori non permutabili », applicabile anche,
come pure gli altri metodi, a problemi diversi da quello di CAvcHY.

B da osservare infine che le formule cosi fornite dalla teoria dei funzio-
nali analitici per la soluzione del problema di CAUcHY per le equazioni a
derivate parziali danno ancora la soluzione, anche nel caso di funzioni ini-
ziali non analitiche, purché il problema fisico abbia senso (caso iperbolico),
fatto riconoscibile dalla ecircostanza che, in questa ipotesi, tutte le varietd
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Qintegrazione possono distendersi eon continuitd snl campo reale, senza
sorpassare singolarita delle funzioni infegrande. :
Molti altri lavori swi funzionali analitici sono stati pubblicati, special-
mente negli ultimi anni, ‘da vari studiosi (o da miei discepoli), tra i quali
ricorderd. soltanto i gid. citati CALUGARBANU, SCHWERDTEEGER,. (IPOLLA,

AMANTE, HAFELI, BATSCHELET e inoltre VOLTERRA, AUGE, SANVISENZ, LINES
(questi ultimi tre, ora professori all’Universitd di Barcellona), BERNSTEIN,
Stova  (professore all’Universitd, i Lisbona), TeiocamUrrer, Tavror, CIn-
QUINT, CARAFA, PELLEGRINO, ccc.. Per una bibliografia pitt completa sui
funzionali analitici rimando al lavoro di ¥. PELLERGRINO: Die analytischen
Funktionale und ihre Anwendungen, in corso di stampa nel « Mathematisk
Tiddskrift » di Copenhagen ¢ anche al prossimo Traité des fonctionnelles ana-
lytigues in preparazione presso la casa «du Griffon » di Neuchatel. Qui di
seguito riporto i dati bibliografici relativi ai miei lavori principali:

1. . Le calewl des malrices. C. R. Acad. Sci. -Paris 186, 619-621 (1928).
2 Lo giustificazione del caleolo simbolico ¢ le sue applcazioni oll’ integrazione delle
Cequaziond a derivale purziadi. Mem. K. Acead. ltalia. €1 Sei. FPis. Maf. Nat. 1.

n. 2, 1-35 (1930).

3o 1 nuwsz‘mi e minimi dei funzionali analitiei reali. Atti Acead. Naz. Lineei, Rend.
Cl. Sei. Fis. Mat. Nat. (6) 12, 296-301 (1930). ]

4. — I funzionali enalitici. Atti Accad. Naz. Lincei, Mem. Cl. Sei. s, Mad. Nat. (6)
3, 453-6G83 {1030).

5. - Theory of funcltionals (col m()l V. Vovrrerra), Blackie and Son, Tondon, 19360,
XIV--223 pp.

6. - Soluzione per quadvaiure del problema di Caveny-KowaLnwsky per le equazioni

di tipo parabolico. Atti Accad. Naz. Lincei, Rend. (L Sei. Fis. Mat. Nat. (6) 17,
§97-902 (1933). . )
— [ntegragione per quadratwre dell’ equazione parabolica generale a coeflicienti costanli.
Attt Acead. Naz. Lincei, Rend. (1. Sei. Tis. Mat. Nat. (6) 18, 266-270 (1933).
8. - Inlegrazione in lermind finili di ogni sistema od equazione a devivale parvsiali, lineare
e a cocfficienti costanti, dordine qualu/nquc Atti Acead. Ialia, Mem. CL Sei. Fis,
Mat. Nat. 8, 613-651 (1937). - '
O, - Sulle soluzioni del problema di Cavony per fulti i sistemi di equazioni a derivale
pavziali lineari e a coeflicienti coslanti d’ordine qualunque. Pont. Acad. Sei..
Comment. 2, 403-468 (1939).

~1

10. — La leoria dei funzionali andlitici, le sue applicazioni ¢ i suol pm.szb/h I)I(]l)lf:‘l
X Convegno Volta. 1939.
11, - Risoluzione in termini finiti del problema di Caveuy, con dati iniziali su wne iper-

-superficie qualungue. Atti. Accad. Itslia, Rend. CL Sei. Fis. Mat. Nat. (7) 2.
048-956 (1941). o
12, — Nuwovi fondamenti della teoria dei funzzonalz analzm' ‘\M,.i Acead. ltalia, Mem.
Cl. Bei. Tis. Mat. Nat. 12, 617-706 (1942).
Iindicatrice proieltiva dei junzionali lineari ¢ i prodolti funzionali pmmh‘zvz Ann.
~ Mat. Pura Appl. (4) 22, 181-289 (1943). - :
4. ~ Teoria de los juncionales andaliticos y sus aplicaciones. Consejo Superior de In.
vestigaciones Cientificas, Baveelona, -1943, 174 pp.. ‘ .

T

e
i

Direttore responsabile: A, MAMBRIANI Tin. Compositori - Bologna




