GUIDO TORRIGIANT (%)

Sulle funzioni di pit variabili a variazione limitata. (

Introduzione.

1. - L. TonNErLI (1) ha dimostrato il seguente teorema di convergenza
sulle serie doppie di FOURIER:

Teorema A. Sia f(x, y) una funzione periodica di periodo 27 vispetto ad x
¢ rispetto ad ¥y, quasi continua e generalmente o variazione lmitala (*) nel

(*y Dott.. Indirizzo: Via Tacchinardi, 1 - Livorno (Italia).

(**) Lavoro eseguito, nel 1942, nel Seminario matematico della Senola Normale
Superiore di Pisa. Ricevuto il 1-X1I-1948.

(1) L. Toxerr, Sulle serie doppie di Fovrigr, Annali Seuola Norm. Sup. Pisa, (2)
6, 315-316 (1937). L

2y Una funzione, definita nel guadrato fondamentale 4 = (0, 1; 0, 1) si dice a va-
riazione limitata (secondo TONELLI) se, indicata per ogni z {0 < z<1) con V,(¥) la
variazione totale della f(Z,y) — considerata come funzione della sola y nell’inter-
vallo (0, 1) — e definita analogamente ¥V ,(y), le funzioni ¥, (») e V (y) risultano, nei
rispettivi intervalli (0, 1), quasi ovunque finite, quasi continue e integrabili L. (Cir. nelle
righe seguenti loc. cit. in (@) alla fine di questa nota (?)). Le funzioni V,(x) e ¥, (y)
si dicono le variazioni totali della funzione f(x, y). Si indica inolire, per ogni punto (i, y)
di 4, con V{7, ) la variazione totale dellaffunzione f(#, y) considerata come funzione
della sola y nell’intervallo (0, ). Analogamente si definisce V(. y)-

11 Toxerrl ha introdotto la precedente definizione nella risoluzione del problema
della quadratura delle superficie continue in forma ordinaria e ha dimostrato fra Ialtro
che la proprietd di essere a variazione limitata &, per le funzioni continue, indipen-
dente dalla dirvezione degli assi. Cid non vale per le funzioni discontinue, come hanno
rilevato C. R. Apams e J. A. Crarxsox (b), i quali, fra altro, per ovviare alle diffi-
coltd incontrate nel dimostrare la quasi continuitd delle funzioni V,(x) e V, (y) hanno
introdotto una definizione apparentemente pilt generale di quella de! Toxmrri, nella
quale =i ammette che la ¥ (y) e la V, (x) siano soltanto non maggiori di opportune
funzioni quasi ovunque finite quasi continue e integrabili L. 1. Csar1 (¢) ha tuttavia
dimostrato che se, nel calcolare, ai sensi della definizione del ToxzLry, le funzioni V,(x)
&V () &l trascurano opportuni insiemi i punti (2, y) di 4 di mistra superficiale nulla,
allora, per ogni funzione quasi continua f(, y), le funzioni V(@) e V,(y), (nonché
tutte le funzioni - della sola v e della sola y — V., (x, ¥) e V. (2, y)), risultano sicura-
mente quasi continue. 11 Cesart ha inoltre dimostrato che anche per le funzioni f(x, %)
discontinue la proprietd di essere a variazione limitata — le variazioni totali essendo
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quadrato fondamentale ¢ = (0, 27; 0, 2%). Se (g, ¥o) ¢ wn punto di @ ¢ ad
ogni numere ¢ > 0 cwbm'cuw si pud far corrispondere un aftro numero A > 6
tale che per ogni 0 <Z 8 < A st abbia
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allora la serie doppia di FOURIER converge (nel senso di STOLZ e PRI\GSHEIM)
nel punto (x,, 4,).

Il ToNELLI ha inoltre dnnostra‘(o che se f(z, y) & una funzione periodica
di periodo 27 rispetto ad z e rispetto ad v, quasi continua e generalmente
a variazione limitata in @, allora in quasi tutti i punti di @ sono verificate
le condizioni del teorema A, ¢ percid la serie doppia di Fourier della f flz, y)
converge quasi ovunque in ¢. La sua somma coincide inoltre quasi ovunque

caleolate frascurando opportuni-insiemi di punti (w, ¥) di 4 di misura superficiale
nulla — risulta indipendente dalla direzione degli assi. L. ToxELLI (d), ritrovando per
via pitt breve quest’ultimo risultato del Cmsari, ha chiamato funzione generalmente a
variazione limitata (funzione T secondo CESARI (c)) ogni funzione f(z, y) per la quale
esista un insieme ¥ di punti di 4 di misura superficiale nulla tale che le funzioni ¥V, (y)
e V,(#), calcolate trascurando completamente i valori assunti da 7(fr y) in F, sono
quasi ovunque finite, quasi continue e integrabili L.

Le funzioni continue generalmente a variazione limitata sono anche a Variazione
limitata e, per quanto ha dimostrato L. Cesari, le relative funzioni Vi, (y) e V,(a)
nonché tutte le funzioni V,(z,%) e V (%, y) sono quasi continue.

(@) L. Toxerui, Sulla quadratura delle superficie, Atti Accad. Naz Lincei, Rend.
Cl. Sei. Fis. Mat. Nat., (6) 2 (1926), v. p. 357; Sur la quadraiwre des surfaces; Comptes
Rendus Acad. Sei. Paris, 182 (1926), v. p. 1198; Serie Trigonometriche, Bologha 1928,
v. p. 443.

(0) €. R. Apams and J. A. CLARKSON, Properties of functions f(x, y) of bounded
variation, Transaction of Amer. Math. Soc., 86; 711-730 (1934).

{¢) L. Cesary, Sulle funzioni a variazione limitate, Anmali Senola Norm. Sup. Pisa,
(2) 5 (1936), v. p. 299,

(d) 1. ToxeLLy, Sulle funzioni di due variabili aenemlmm*te a variazione limitata.
Amali Scuola Norm. Sup Pisa, (2) 5 {1936), v. p. 315.
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in ¢ con la funzione generatrice. Ne risulta (3) percid il seguente teorema,
precedentemente dimostrato da L. CESARI (V): '

 Teorema B. Se f(x, y) ¢ una funzione periodica di periodo 27 rispetto ad x
e rispetto ad y, quasi continua e generalmente a variazione limitata nel quadrato
jomlameﬂmle () la sua sm’ic dopyo'i/a di FOURIER converge quasi ovungue in

Quesm proposizione cosmtmace una estensione '1-110 serie doppie ch FOURIER
del ben noto eriterio di DIRICHLET-JORDAN (%) per la convergenza dellc serie
di Fourier delle funzioni di una sola variabile.

La dimostrazione, data dal Towgerri, del fatto che in quasi tutti i punti
(@5, ¥,) di @ risultano verificate le condizioni per la convergenza del teorema A,
si appoggia sul fatto che le funzioni V() e Vi.(y) (come pure tutte le fun-
zioni — della sola z e della sola y rispettivamente — V (@, ¥) e Vi(z, ¥),
teorema fondamenta&e di LEBESGUE (5), le relazioni

Tg -+ & Yot o
Hm o [ V(o) de = Vi), L 5o [ Vidy) dy = Vi)

§—0 23 §2- 0 28'
Ty O . Wo— &

—

2. - Un’indagine che, estendendo il teorema A alle funzioni di piu di due
variabili, si proponesse di estendere in modo analogo il teorema B dovrebbe
in primo luogo cercare di stabilire se per tali funzioni ’ipotesi che siano a
variazione limitata porti di conseguenza il verificarsi delle seguenti con-
dizioni:

o) Ad ogni punto (xg, ¥y, %) del cubo fundamentale U=:(0, 27; 0, 2%; 0, 2%)
¢ ad ogni numero g > 0 a,rbitrm'.io si puo far corrispondere un altro numero
2> 0 tale che, per ogni 0 <o <<, 0P <), si abbia

ot ot '
I;Zgl ’ (Vda, 4, 29 + ) — V., y, 20 + 0))daody < =,
Zo—a fo—f :
. Fot o et f
mel e ==V o, 9 20— ) dody < =
Zom et Yo
¢ analoghe relazioni scambiando fra loro @, y,

) L. ToxgrLL, loc. cit. in (1),

*) L. CE“ARI, Sulle funzioni di due variabili a variazione limitata secondo TONELLY
e sulle convergenza delle relative serie doppie di Fourirr, Rend. Semin. Mat. Univ.
Roma, 1937. '

(3) . JorpAN, Séries de Fourier, Comptes Rendus .Acad. Seci. Paris, 92, 228-230,
{1881); e altresi L. ToxerLi, Serie Trigonometriche, Bologna 1928, v. pag. 282,

(8) H. LEBESGUE, Lécons sur Uintégration elc., Paris 1904, v. pag. 124.
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B) Per quasi ogni punto (az,y,) del quadrato (0, 2m; 0, 2x) si abbia

Lota dyt

. 1
l:m b / | Vi, y) da dy = Viiay, 94)
Ul

AV Tt o

¢ analoghe relazioni scambiando fra loro w, ¥, 2

3. — Le funzioni Vi(z, ¥), Viy, 2), V,(x, z) sono funzioni di due variabili,
e quindi per esse non vale senza restrizioni (7) il fondamentale teorema di
LEBESGUE. Auzi S. SAEKS (*) ha dimostrato che esiste una funzione o=, %),
quasi continua, non negativa e integrabile nel guadrato (0, 2%; 0, 27), tale

che in tutti i punti di questo quadrato si ha

Lot Yoot

“1'1'11! éo / / oz, y) dedy = + oco.
il Toa Yoo

Si potrebbe pensare che i legami che intercedono fra le funzioni V,(z, y),
Valy, 2), V,(=, 2) e la funzione f(z, y, ) siano tali da impedire, per le prime
tre funzioni, il presentarsi dell’anomalia messa in luce da S. SAxKs per le
funzioni o(w, y) soltanto quasi continue e integrabili; e che addirittura
possa esser dimostrato che valgono quasi ovunque le condizioni «) e ) di
cui al n. 2. Ma cid non ¢, neppure per le funzioni y(w, y.2) continue nel
cubo chiuse €, come dimostrerd nel presente lavoro.

(") Se g{x, y) & una funzione definita nel quadrato fondamentale @ = (0, 2x; 0, 2x).
quasi continua e integrabile I, allora si ha quasi ovunque in @ che:

Lo+« ’Io’{" B

Hm / / g, y)diedy = gz, y,)
Wl dB.
B Xyt //0 B

sotto una delle seguenti ipotesi: a) che ¢ sia integrabile con una potenza ¢? (p > 1):
b) che sia integrabile con glog|g!; ¢) che nel passaggio al limite sovra indicato si
imponga la restrizione che per una opportuna costante m > 1 si abbia 1/m < o/ < m;
d) che sia o = ali). 3 = B{), con «(f) e B(#) funzioni non decrescenti del parametro ¢.
positive per > 0, tendentl a 0 per t— 0, indipendenti da (z,, ¥,). Cfr., per la condi-
zione @), A. ZYGMUND, On the d'iﬁerem‘iabilii‘/ of multiple indegral, Fund. Math., 23
(1934), v. p. 144; per le condiz. b) e d), B. JesseN, J. MARCINKIEWICZ, A. ZYGMUND,
Note on the differentiability of multiple integrals, Fund. Math., 25 (1935), v. p. 222 e
p- 224 rispettivamente; per la condiz. ¢), H. LEBESGUE, Swr Uintégration des fonctions
discontinues, Anngles Ecole Norm. Sup., 27 (1910), v. p. 387 e segg..

(8) 8. Saxs, Remark on the differentiability of the LEBESGUE’s mde/'zmte integral.
Fund. Math., 22, 256-261 (1934).
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Dimostrerd infatti le seguenti proposizioni:

1. — Esiste wna funzione g(x, y, 2) definite in tuwtti i puntt del cubo fonda-
mentale C, guast continua, integrabile L, a variazione limitate secondo TONELLL,
“e tale che la sua variazione V. (x,y), per ogni (g, Yo, %) di C e ogni k> 0
(0 < 2<< 2y -+ A< 2%) verifica la relazione

Lot ot f

; 1 , . - » 9 ‘
(1) lim 14 / / LV, gy 20+ 2) — Viley 9y %) Jdwdy = + oo.

IL. — Bsiste una funzione F(x,y,2) continva nel cubo chiuso C, @ varia-
zione limitata secondo TONELLI ¢ tale che le sue variazioni totali V., (y, 2),
V@, 2), V.(z, y) sono ovungue finite, le Vy(y, 2) ¢ V,(z, 2) sono limitate, ¢ la
variazione V. (x, y) verifica, per ogni (g, y,) del quadrato fondamentale Q, la
relazione :

o Tyt Uy +p
lim ! | / V. (z, y)dvdy = -+ oco.
A3 3 Fo-a .,}'“ —f

II1. — Esiste una funzione Gz, y, 2) continua nel cubo chiuso C, o varia-
zione limitata secondo TONELLI, ¢ tale che le sue suc variazioni totali V,(y, 2),
Vx, 2), V(2 y), sono ovunque finite, la V (y, 2) e la V,(x; 2) sono limitale, ¢
la V.(z,y), per ogni (24, %o, 2) di C e per ogni A>0 (0<Cg <<z -+ A< 1)
verifica la (1) (7). » ,

Dard esempi effettivi delle funzioni g, F, G. Mostrerd inoltre che & lecito
imporre a tali funzioni 'ulteriore condizione di essere nulle sulla frontiera
di €, e percio prolungabili in tutto lo spazio mediante la periodicitd di
periodo 27 (1),

Al risultati anzidetti giungo per gradi (§ 2), mediante varie nuove costru-
zioni che si appoggiano in parte su quella ben nota di S. SAKS.

Nel § 1 riporto con alcune precisazioni la costruzione di SAxs. Nel § 2
dimostro le proposizioni I, IT, IT1.

(%) Ne segue immediatamente che si pud anche supporre che due delle tre fun-
zioni dette verifichino la (1}, e 'altra sia limitata, oppure che tutte e tre verifichino
la (1). Basta allo scopo considerare al posto della funzione G(x, y, 2) la funzione
G(x, y, 2) + Gz, =, y), oppure, rispettivamente, la G(x, v, 2) + G, ©, y) + Gy, 2, x)-
Analoga osservazione vale per le proposizioni precedenti.

(19) Nel seguito supporrd, per semplicitd di esposizione, che il cubo fondmmentale ¢
sia addirittura il cubo € = (0,1;0,1;0,1); cosi il quadrato @ sara il quadrato

= (0, 1; 0, 1). :
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§ L. - Le funzioni S.

1. - La costruzione di H. Bohr (*!). Richiamero qui con qualche preci-

e SR ZAO D@} - N0 TR cOSTRUZIOD O - i He- B 0FR-Bss & mi~permettera-di-dimostrare-——

il seguente

Lemma 1. Sia Vintervallo I = (a<le<a +h; b<y<b + k), ¢ sia
> 0 un numero arbitrario. E possibile suddividere I in un numero finito di
amtervalli (in parte sovrapponentisi)

2 (2) 2). . ; ’ a) . :
IO, I, LI IO, I, L 19 L I9 T T gy, T,

tali che, posto

kY M

VO =310, BO=T119, (i=1,2,.., q),
p=1 p=1 . }

si abbia:
[BO (>0, i=1 2q;  [VOVO[=0, i2j, 6,j=1,2..,q;
| VOJ =0, i=1,2.,q, s=1 2urs
[ Jsd | =0, s=+&, s t=1,2..,71r;

!Iii)lx !Iéi) b= o= ]I(j}f<’) [ V(‘i){r =1, 29~"-: q s

- &
2 Jl<nlI], ‘.ZIEE”’K'HU-
§=1 g ==

Sia I il piu piécolo intero tale che

My —1 2+ Lo b L]
H(.ﬂ[) =1 —j"é '7—§ T oees T J[>T‘
-e conseguentemente sia v il piu piccolo intero tale che, ‘posto H(M)M=1—9,
0 <9< 1, si abbia 9 < 4. Siano I gli intervalli

Ly : h R .
If,”z.z(a»<m<a.~§~%, b<-3,/<b~§—2—)), p=1,2,.., M.

(11) C. CararHEODORY, Vorlesungen iber reelle Funktionen, 2.te Aufl., Leipzig 1927,
v. pp. 689-691.
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- Manifestamente | IV | = (kh)/M, p = 1, 2,..., M, & inoltre
. nle / 11y Rk o
[V ] = ’U (1 H5 e+ )= f 7 H(M) > ] p=1,2,., M,
. : ) Rk T
(2) ; ] yAe) l = :ro . }{E("u\ | i ‘ :
Infine
3) |V<1>;.._’EZZH(U) A—9II], |[I—VO|=gy|I].

Diremo che T & un insieme a scala relativo all’intervallo I. Conducendo
per i vertici degli intervalli IV le parallele all’asse , il complementare
I— TV di V@ in I risulta diviso in M — 1 intervalli. Applichiamo a cia-
scuno di questi la costruzione che precedentemente abbiamo applicato ad 1
mantenendo inalterato il numero M. Si otterrano M —1 insiemi a scala
Ve, ve. VD privi a due a due e con V) di punti interni a comune.

Inoltre dalla seconda delle (3) si deduce

(I— (VW £ Ve 4L yaDy — g

Iteriamo il procedimento indicato v volte. 8i otterranno
q=1-+(M—1)y+ (M —1)2+ ..+ (M—1)y"1

insiemi a scala e l’insieme residuo risultera scomposto in » = (M — 1)” inter-
valli, & due a due senza punti interni a comune, che indicheremo con
Jiy Jayeey Jp La somma di questi intervalli avrd misura uguale a
| T|<n|I]. Siosservi ora che

| BG) | = | v, i=1, 2,..., ¢

JHI(D[\
e quindi, essendo gli insiemi ¥ a due a due senza punti interni a comune,
¢ ricordando la (2), si trova

"

| B0V < 3o o)< s < gpal L1<al 1],

M»a

i==1

i

Risulta cosl completamente dimostrato il teorema.
Indicando con # il numero globale degli intervalli £, J, (2 =1, 2,..., ¢;
s =1, 2,..., 7), ossia il numero ¢ - r, risulta :

. L qyrl
o= (1A (M —1) 4 (M—1)2 o A (M — 1)1 s (M — 1y = X S

Rileviamo ancora che gli intervalli £¢) e J,, pur non avendo punti interni
4 comune, possono avere a comune punti del contorno.

5 — Rivista di Maiematica,
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2. — La costruzione di S. Saks. Richiamerd qui, pure con qualche preci-
sazione, la nota costruzione di 8. SAKS. HEssa mi permetterd di dimostrare
il seguente ’

Lemma II. Per ogni intero N esiste una funzione quasi continua, limitata,

nonneganva W G(Ey), defrrtd VR TRt v panty T del guadiato @ ="(0, 170,71,
tale che ,
a) si ha

(4) : [ @t )iy <21
‘ ' 0
b) ad ogni punto (azo,jo di Q) corrisponde un znimm]lo To== (xy— hy 2y~+h=
Yo— k, Yo+ k) avente le soqu(’ntz p)opium .
= N 4
(3) o)<k, (] o, J>duh/>— NI
10

Si divida il quadrato @ in N3 quadrati uguali mediante parallele ai lati,
e siano @, Q.y..., Q5. 1 quadrati cosi ottenuti, ciascuno di diametro <C2/N.
Posto '
1

h=—

i ATZA\ !
si operi su ciascuno dei quadrati Q;, § =1, 2,..., N, la suddivisione indi-
cata nel Lemma I. Ogni @;, j =1, 2,..., N2, l‘iSlllt;Ol& diviso in un numero
finito di intervalli

2 2 . ( (a
Igz): . 14(1)[’ ) 131)7 [':)’ . 1('1) Siry Tiaseees I

F2

70 I(") .y ' . 7!

1Y *j2 R J1?

tali che, posto

M M
'V(l) \‘ If;,) , B9 — 11 I,
)L“] Ne==1

si ha
]E§i> ] >0;  it=1,2,.,¢; j=1,2.,N%
| POV [ =05 ', oppure j=',i 54, i'= 1, 2y g3y §'= 1, 2y N5

| il et |== 03 j=+j', oppure j =73, s+s'; 8,8=1,2,...,r; j,i’= 1, 2,..., N2:
| VDT =05 i=1,20,¢: s=1,2...,7; §i=12,.,N%

’

6) [ID|=1I9]=. =< \72\.} Vil i=1, 2., q; 1==1, 2,...,
S L &
2 < = 1@, > ID‘“I<————IQ,I, j=1,2,.,N%.

s=1 NN i
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Posto
Ny Nt g
Rl Wl 3 Y Wi i
> > Jiss E\—“—‘}_; ZES),
=1 =] Jel i1
51 ha
(7) ; 7\}<:V2N | By l<’sz'

Definiamo ora la funzione ® (2, y) come segue:
VAT Y g
[V @Y BD ) se (x,y) ¢ interno a B,
] — ¥ 7“ - M .
j=12,..,N% i=1,2,.,¢;
D (2, y)= < N v se (@, y) & interno a Jj,,

b0 altrimenti .

A

Ne segue

.. N¢ r

] 2
[ Oxte, pazdy = 3 ?IWW NN Nl <y + Vo =5 -
Q ;a==11 i=1, .s-1

Sia (2, %,) un punto interno o sul contorno di un intervallo %) e I,
Josto

indichi il pitu piccolo intervallo contenente If"')L con centro in (z,, ¥,). L’inter-

vallo ]ﬁ:"% ha diametro < 2/N essendo completamente contenuto nel gua-

drato ¢;. Ne segue che I, ha diametro < 4/N. Ricordando la (6) e il fatto

che ®y(xz, y) & non negativa, si trova

e i .. 1 “.:. . V
// Dy (w, y) dwdy > // Oz, y)dzody = 5¥ | Vi | > N | I | >i— 1, ],

Josle 70,10
A, tia)
ﬂoylu
da cui segue la (5). Analogo ragionamento se (z,, ¥,) ¢ un plmto interno o
sul contorno di un intervallo J; . .

1] ragionamento precedente non perde la sua validitd se D’intervallo I,
viene a contenere punti esterni al quadrato @, ove la funzione ®y(=, y) venga
definita anche fuori di @, ad esempio mediante la periodicitd di periodo 1
rispetto ad & e rispetto ad y, oppure ponendo P, (z, ) = 0 in tutti i punti
fuori di @. ‘
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3. — Dimostriamo il seguente

Lemma III. Per ogni intero N esiste una funzione Oy (x, y), continua, nel
quadrato chiuso @ = (0, 1; 0, 1), nulla sulla frontiera di @ e tale che .

@) ” D, y)dody < 227N,

e
b) ad- ogni punto (x,, y,) di Q corrisponde wun intervallo I, = (x,— h,
Xy - h;i.%—-— k, yo + k) avente le sequenti proprietd:

. 4
3(1) < N

(8) [ Dy, z/)(11(27/>~—~f\11
.
Procediamo come per il Lemma. IT. Per ogni rettangolo B (i=1, 2,..., ¢;
i=1,2,., N?), diciamo M{? il centro di E\, e E{ il rettangolo concen-
trico ad B e ‘di lati metd di quelli di ). In modo analogo definiamo i
rettangoli J;, (s=1,2,..,¢; §=1, 2,..,, N?). Definiamo ora come segue la
funzione @y (», y) in tutti i punti di Q. Sia Dy(x, y) = | VO /@Y | B ])
in tutti i punti interni e sul contorno di B, (i=1, 2,..., ¢; j=1, 2,..., N?).
Sia ®y(w, y) = N in tutti i puuti interni e sul contorno dei rettangoli Jy,
(s==1, 2,..., 1; j=1, 2,..., N?). Sia Dy(w, y) == 0 in tutti i punti esterni o sul
contorno dei rettangoli B e J,,. Infine nelle corone B —FEOD, (z, y)
vari Jinearmente su ogni semiretta uscente da M fra i valori che la fun-
zione stessa assume sul contorno di K e su quello di B%. Analogamente
definiamo 14 funzione @, (x, y) nei punti delle corone J;,— J;,. La funzione
D (@, y) cosi definita in tutto il quadrato @ & continua e non negativa
in @ e¢ nulla sul coutorno di @. Inoltre 0 <?§N(w, y) < Oy, y)‘, e quindi
dalla (4) segue

j Dy (w, y)ydedy < 217N

Infine, procedendo come nel Lemma II, se (%, %) ¢ un punto di @
appartenente a un rettangolo di IJ‘.:"’I)“ e I, e il relativo rettangolo di centro
{gs Yo), 51 ha:

(?o)

13 . ,
. N
[ (I)V(m, y) da dy > // (I)(l;. y)dedy > = ;L"“){ | Vi) | > Z IJ(:‘:L[>§~6] I, 0,
I., . N ]](z‘,?

da cul segue la (8)
Anche qui il ragionamento fatto non perde la sua validitd ove accada
che Iintervallo I, venga a contenere punti esterni al quadrato ¢, potendosi



@ vartazione limitata - 69

anche qui definire la funzione (I) (4, f:/) anche fuori di @ mediante la perio-
dicita di periodo 1 rispetto ad x e rispetto ad y, oppure ponendo (I)N(m, Y)==0
in tutti i punti fuori di @, tale funzione risultando in entrambi i casi con-
tinua in tutto il piano. ’

Il Lemma IIT ¢ cosi dimostrato.

4. - Osservazione. Le serie
o0 oo
© X Dlmy), X Dyle )
N1 N=1

convergono quasi ovunque in ¢, come si pud dimostrare elementarmente.
Diciamo infatti Ty, (N =1, 2,..), ¢ T gli insiemi

[ee)
*1 ; *1 - .
vE DB AT, (V1,20 Ty>Tye, T=lmTy.
C = \ n =»:N ) ' N-—>00

Ricordando le (7) si trova

o
[ Ixl<s > et X aw<z¥m ¥e=L2.s |T|=o.
=N n= N “

Dimostriamo che le serie (9) econvergono in tutti i punti (@, y) di Q fuori
di T. Sia (@,, %) un punto di ¢ fuori di 7. Allora esiste un intero N, tale
che, per ogni N > N,, (%, ¥,) ¢ fuori degli insiemi Ty e quindi fuom degh
insiemi B, ¢ J, con n> N,. Ne segue, per ogni ¥ > N,

hY N N No
DO y) = X Dol ), X Dl y) = D Dule, y),
ne=1 o= no=1 ==l

¢ quindi le serie (9) convergono nel punto (x,, %.).

5. — Dimostriamo infine il seguente

Teorema di SAKS (*?). Ksiste una funzidne o(z, y), non negative e inie-
grabile L nel quadrato Q, tale che per ogni punto (@, %) interno a @ ¢ data
uwna suceessione Iy, Isyuy Ly di intervalls di centro (x,, y,) tali che

lm (L) =0, lim L [[e@ ydedy = + oo
h [ L)) ‘

N—oco N—ro0 NP
. ]‘V

' (%) 8. Saxs, loc. cit. in-(?).
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- Biano @, (x. y), (¥ =1, 2,...) le funzioni definite nel Lemma 1I. Po-
niamo (*?)

o0
oz, ) = >, Onl, )
==

in tutti i punti (z,y) di @ nei quali questa serie_converge, e oz, y) = 0. nei
rimanenti punti. La funzione ¢(z, ) & cosi definita in tutti i punti di Q,
ovunque finita, nulla sul eontorno di @, ¢ data dalla (10) in quasi tutti i
puanti di Q. ‘

L’osservazione di cui al n. 4 prova in modo diretto che la serie a secondo
membro della (10) converge quasi ovunque ad una funzione che risulta guasi
continua. Ma cid pud provarsi anche in altro modo. Infatti, posto

si ha
- noo no,
[[ ot ) dwdy = > | / Dy, ) dawdy < )~ <2,
% o =2

e la successione delle ¢,(2, ¥) si presenta come una successione non decre-
scente di funzioni non negative i cui integrali sono superiormente limitati;
tale successione converge quasi dappertutto, infatti in caso contraric vi
sarebhe un insieme p di misura positiva, tale che in tutti i suoi punti, per
n maggiore di un conveniente #,, sarebbe o, > 2 /|l e quindi

] oulw, ) dudy >// ou(@, y)dndy > 2.

Q 1

La serie a secondo membro della (10) soddisfa dunque le condizioni di
integrability del teorema di LEVI (), e si ha:

_/“/‘%(3)9 y)dwdy = ./:./md)‘,\,-(ar, ydody <2 .

. Q 4\‘~‘=1Q

(3%) Cfr., per questa posizione, L. Cusari, Sul teorema di densila in senso fovle,
Annali Scuola Norm. Sup. Pisa, (2) 8, 301-307 (1939). ‘

(1) B. Lmvi, Sopra Uintegrazione per serie, Rend. Ist. Lomb., 39 (1906), cfr. p. 775;
o altresi: L. ToxzuLri, Sulla nozione di integrale, Annali Mat., (4) 1 (1924), cfr. p: 134.
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Per ogni N, si associ allora al punto (w,, ¥,) lintervallo [, definito al
Tiemma II, e lo si chiami I,; si ha:

[ o, y)dzay > |
4 i

/ O\ (@, y) da dy > ‘Z [ Iy

.

onde la tesi.

8. — Definizione. «Chiameremo funzione S ogni funzione che pre-
«senti Panomalia di SAxs, ossia ogni funzione f(z, y) quasi continua, non
« negativa, integrabile I, definita in tutto il quadrato fondamentale @, tale
« che per ogni punto (z,,9,) di ¢ si abbia

1_—" 1 i?u’f‘(l 'zl‘ln"}‘/f
im_ 1 o
wl o Bd / / fo, y) dody = + ocon.
£l D @oma Yo

7. — Dalla definizione discende immediatamente:

a) Condizione necessaria e sufficiente affinché uwna funzione f(a, y), defi-
nite in tutto il quadrato fondamentale Q, quasi continua, non negativa ¢ inte-
grabile L, si¢ una funzione S, ¢ che per ogni. punto. (%, ¥o) interno-a @ esista
wna successione Iy, Lyy...y Ly,... @i infervalli contementi il punio (@q, 4,) come
contro, per cul si abbia

1 N-f(w, y)dedy = + .

lim 3(Iy) =0,  lim .

N-—>0co N-sool TN

b) Condizione sufficiente affinché una funzione f(w, y) definita in tuito il
quadrato fondamentale Q, quasi continua, non negativa e integrabile L sia una
funzione 8, é che per ogni puntc (,, 9o) interno a Q esista una costante k> 0
¢ una successione Iy, Iny..., Iy,... di intervalli condenenti il nuUMEro (%o, Yo)
come centro, per cui si abbia

lim 3(Iy) = 0, ” flo, y)dedy > kN | Iy |-
N—=>c0 B

1
N

= 8. — Sulla base delle osservazioni superiori si- dimostrano immediatamente
1. seguenti corollari: - , -
‘a) La fanzione o(#, y) definita al precedente n. 5 ¢ una funzione 8.
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b) Siano iﬁN(w, ¥) le fanzioni continue nel guadrato chiuso @ definite
nel Lemma IIT. Posto :

8

0@, y) = > Dyl y)
N1

in tutti i punt. (@, y) di @ nei quali questa serie converge, e oz, y) = ¢
nei punti rimanenti, la funzione o(e, y) & una funzone 8.

¢) Se f(x,y) ¢ una funzione §, e ¢ ¢ una costante positiva, anche le
funzioni ¢ + f, ¢f sono funzioni 8.

‘cl) La somma di una funzione § ¢ di una funzione quasi continua non
negativa integrabile L ¢ una funzione §. ‘

¢) Ogni funzione quasi continua, tale che in quasi ogni punto sia com-
presa fra due funzioni 8, ¢ una funzione &§.

f) 11 prodotto di una funzione S per una funzione positiva continua
in tutto @ & ancora una funzione 8. '

g) Per ogni n, il resto n-esimo della seric definita alla lett. b) & ancora

una funzione §.

§ 2. - Le funzioni a variazione limitata le cui varviazioni totali
sono funzioni S,

.

9. — Teorema I. Hsiste una funzione g(a, y, 2} definita in tuiti i punti del
cubo fondamentale C = (0,1;0,1;0,1), quasi continua, integrabile L, a va-
riazione limitata secondo ToxELLL, e tale che, per ogni 2z, ed ogni A >0
(0 <2< 2+ A <1) la variazione V (@, y, 2 + N\ — V.(x, 4, 2) ¢ una funzione S.

Occorre notare avanti che se V,(a, y) & la variazione di una funzione
f(#, ¥, ), 1a variazione della funzione f/m (m = costante), calcolata sul me-
desimo intervallo, sard ¥/m, e che (n. 8, ¢)) se la variazione della fla, y, )
¢ una funzione 8, tale risultera anche la variazione della funzione flm.

Si consideri 1a serie

(11)

dove oz, y) & la funzione. defihita al n. 5. Per il corollario sovra citato ogni
addendo di tale serie & una funzione 8, come pure la somma della serie stessa.
che coincide evidentemente con o(z, ). Ma per il corollario @) dello stesso n..
¢ una funzione § anche la somma di un numero qualunque di suoi termini,
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e per il corollarvio e) anche la somma di una qualunque serie estratta.
dalla (11): infatti nuna tale serie converge dappertutto perché ‘a termini posi-
tivi e maggiorata dalla (11) che converge dappertutto; inoltre la sua somma
e maggiore di uno qualsiasi dei suoi addendi, che ¢ una funzione §, ¢ minore
della somma della (11), che & pure una funzione 8.
Si_segnino quindi_sul_segmento (0, 1) dell’asse 2z i punti a quote razio-

nali, e si conducano per essi i piani paralleli al piano (2, y): numerati tali
piani in uno qualunque dei noti modi, si dia alla g sul piano n-esimo il valore
del termine n-esimo della (11): nei punti non appartenenti a tali piani sia
g == 0.

La funzione gz, ¥, 2) visulta cosi definita in tutto il cubo C=(0,1;0, 1; 0, 1)
chiugo, e soddista alle condizioni richieste: infatti & quasi-continua in ¢ ed
indi integrabile I, essendo d’iversa da zero nei punti di un insieme di mi-
sura tridimensionale nulla. Le sue variazioni totali Vou, 2) e Vy{z 2) sono
anch’esse quasi ovunque finite, quasi continue e integrabili I perché diverse
da zero in un insieme di misura superficiale nulla. La variazione secondo
I’asse 2 calcolata sull’intero segmento (0,1) o su un segmento in esso con-
tenuto (2, 2, -~ 2) ¢ una funzione S perche equivale al doppio della somma
della (11) o di una serie estratta da essa.

Osservazione. La funzione g(w, 4, 2) cosi costruita costituisce gia. un
esempio di funzione di tre variabili che non verifica le condizioni del teo-
rema A; si osserverd tuttavia che se, ai sensi di quanto detto in nota (*):
si stabilisce- di traseurare, nel calcolo delle variazioni totali della funzione
g(, 9, ), i valori che questa funzione assume in un opportuno insieme ¥
di punti di ¢ di misura tridimensionale nulla, allora si puo scegliere F in
modo che risulti V.(y, 2) = V,(@, 2) = V. (2, y) = 0. Ci0 non accadra per le
funzioni che costruiremo in seguito.

10. - Lemma IV. Se f.(z), a <z <b (a b finiti), n =1, 2,.., ¢ una
successione di funzioni continue in (a, b) ¢ convergentt verso una funzione f(x),
allora, indicate con V, V,, n=1, 2,..., le variazioni totali delle funzioni f(x),
fal®), n=1,2,..., in (&, b), si ha

(12) V<lim ¥, .

=00

Sia £ > 0 un numero arbitrario e siano @ = @y << & < @y < ... < By = b
m -~ 1 punti tali che

mol V—e se V<<+4oo0,

l%) | H(@i) — flwy) | > 1) se V= too .
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Per la convergenza della successione f,(x), n =1, 2,..., in tutti i punti
di (a, b), esiste-un intero n, tale che per ogni n > n,, si ha [ Fal@s) — Flo2y) | <
< gf2m, (i=0,1, 2,..., m). Per ogni n>mn, si ha altresi ‘ ~,

o) g
| = 2_; | {@a) — flw) | < .>..; [ Fa@ i) — fulan) | +
/e )Y = il ,
m g-—-1 _
+ E }f(mz)_fn(m‘l)l b%— }: {f(.’l»',)"—f"(m,)!< Iy" _t_‘ €,

3 ==1 f=1)

e quindi

f___n‘ .
7 °f<hmTj’”+s.

e A\ ims

Dall’arbitrarietd di = segue senz’altro 1’asserto.
4§
11. - Lemma V. Nelle condizioni del Lemma IV s Se per ogni intero n esi-
stono k, -+ 1 numeri reali

A= Tp,p<< Ty < LA O Loy == b
- tali che in ciascuno degli intervalli (@, ., @y, 1), t =0, 1,..., ky— 1, la fun-

zione f(x) ¢ monotona; se inoltre per ogni coppia di interi n, p, (n >1, P =>1)
st ha '

,

Farol@a, o) = ful@a,d; =0, L, ky; p=1, Zyr om=1, 2,
allora esiste, finito o infinito, il limite sequente, ¢ si ha

V=1im7,.
N~ 00

Per ogni p>1 si ha f,(n,,,) = fal@n,4), € quindi anche @, ) = ful®@s, ),
1=10,1,..., ky; n=1, 2,.... D'altra parte si ha per ogni n

ky—1 ‘I"". 1
T’rn = >_: ’ ,.fn('/""n,l) - fn(i[“n, H-l) [ == Z ] f(wn, i) - f(mn, H—l) 1 /\/ Tf »
t=0 =0

€ quindi

Iim ¥V, << V.

N-»00

Dal confronto di questa con la (12) segue l’esistenza del lim V, e 'uguna-
glianza asserita. o : e
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12. - Teorema II. Esiste wna funzione F(x,y, 2), non negativa, continua
nel ewbo chiuso € = (0,1;0,1;0,1), nulle sulla fronticra di C, a variazione
limitata secondo TONELLL, e tale che le sue variazioni totali somo ovungue fi-
nite, le variazioni totali V,(y, 2), V,(x,2) sono Limitate, e la variazionc totale
V.x, y) ¢ una funzione S. . ,

e @sserviamo-anzitutto-che-la-funzione- @, (x,y)-definita-nel-Lemma IIT &

continua e non negativa nel quadrato chiuso @, e quindi ammette un mas-
simo M, . Inoltre ®,(», y) ¢ nulla sulla frontiera di @. Ricordando la costru-
zione della funzione ®,(z, ) risulta che su ogni segmento « ==&, 0 <y <1
ey =1y, 0<a<1, la funzione @,(»,y) & costante su un numero finito m,
di intervalli, sui quali essa assume valori compresi- fra 0 e 1, (estremi
inclusi), e ciascuno dei. rimanenti intervalli in eui rimane diviso il segmento
considerato, pud essere diviso in due parti su ciascuna delle quali . (z, ¥)
varia linearmente fra il valore 0 e quello assunto nell’altro estremo. Ne
segue che se indichiamo con m, il numere massimo di intervalli nei quali
pud in tal modo venir diviso ogni segmento z =z, 0<y<1l e y=y,
0 <y <1, la funzione econtinua ®,(z, 4) ha su ciascuno di detti segmenti una
variazione totale << 2m,M,. Diciamo p, il pilt piceolo intero pari per cili sia
2m M, 1
,pn;w_vz < ST
. Poniamo
C ' — 1 1 L. t — 2 [

n,t — - “.“;;I T ,n(;;“l' f)i;; n = 1, Lyeens = O, 15..., Pu -
Ne risulta intanto %, ,, = Cpri,0 =1 —1/(n -+ 1). Definiamo ora in tutti

i punti di O la funzione FY{(z, ¥, 2) ponendo:

Pla,y,1) =0,

@ (2, y) /P Se t=1, 3., pa—1]
B, y, Cn,t)zg ( P » e P ;

0 se t=0,2,..., p» V'
¢ stabilendo inoltre che la funzione F(z, ¥, 2) varii linearmente su ciascuno
dei segmenti & =@, ¥y = Y, Lo <2< Loypm; T=0,1,.., p—1

‘Manifestamente la funzione F(x, ¥, #) & continua in tutti i punti‘di O per
i quali sia z<C 1. D’altra parte osserviamo che se Cayo <<% < lyag,o 81 ha
Fla, y,2) < M !
< Fla, y, 2) < Mu/p. < na1T =1—C,0<1l—2,
e da questa e dalla F(z,y, 1) = 0 segue che la funzione F(z,y,2) ¢ con-
tinua anche in tutti i punti (z,y,1) di € e quindi & continua in tutto il
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cubo chiuso . Segue altresi da]]a definizione che F(wx, y,z) ¢ nulla sulla
frontiera di ¢,

Sia ora z, 0 < z<1, un numero reale. Per un opportuno intero n si avra
Lo S &< Cuir,0s € quindi esisterd una costante n, 0y <1, mdlpendenre
da 2 ¢ dd ¥, tale che, per 00111 ( ) (11 (0,1;0,1) sia

B(@, g, %) = 1 8,0, ).

Ne segue, per ogni (z, y) di (0, 1; 0,1):

Valy, N;) < ] “ 2, M, < 1, Vo, ) < /F 2m, M, < 1.

B cosi dimostrato che le funzioni Voy, z) e V,(2,2) sono limitate in

(0,1;0,1).
Si ha infine

|

18
=1
I

7 (s 0: o f
Vilw, y) = ,>_J olx, ¥),

el
ove oz, ) & la funzione definita al n. 8, b). E cosi dimostrato che V (@, ¥)
& una funzione .

13. - Teorema ITI. Esw‘e una funzione Gz, y, z) continua ¢ non nega-
tiva nel cubo chiuso C = (0,1; 0,71; 0, 1), nulla sulla frontiera di C, & varia-
zione Umitata secondo TONELLI, ¢ tale che le sue variazions totali SO0 OVUN-
que finite, le variazioni totali V,(y, z) e Vi(w, 2) sono limitate, e la variagione
totale V. (@, y)==V (x, y, 1) nonché tutte le differenze V(@, y, 3o+ M) —V (@, ¥, 2,)
(0 <z <<z + A<<1), sono funzioni S (15). '

Procediamo come nel teorema precedente e, per ogni interno n, diciamo p,
il pit piccolo intero pari ‘tale che, posto g, == p,p,... p,, risulti:

(13) 3'15([1‘“<~1, i @M, o+ 2 M ) < g

Per ogni intero = leIdlalllO il segmento (0, 1) in In parti ugunali, 3, ,,
Bpreee 8,,,,, ~1 € 8iano 0 =g, ., Loy, CM =1 i punti di divisione. Dalla
deﬁmnon@ dei numeri g, segue che per oom =1, 2,..., @n, gli intervalli
8,,,(,-1)7, 3 On (o Do, 13m0y 8",(,_1)7, +n 21 b,,’,,, —1 costituiscono una suddivisione
in p, parm uguah dell’ 1111(‘1“\’&]10 Samy,r - Andlamo ora a definire le funzioni
Fy(z,y,2), (n==1,2,..)), nel cubo chiuso O, stabilendo che per ogni » la fun-

(15) Si osservi che ebeendo F(@, Y, ) funzione Lontmua nel cubo chiuso C, usult
er ogni 2y, Ve, v, 2,+ 0 o, ¥, 3). Cfr. le condizioni del teorema A.
p 0 Y. 2+ Ys %
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zione F(z, y, 2) — come funzione della sola ¢ — varii linecarmente in cia-

seuno degli intervalli 8, , = (L, <2<, 1) t=1, 2,..., ¢, .- Basterad quindi
per ogni n assegnave i valori che la funzione F,(z, y, 2) deve assumere per
2=, (=1, 2,..,q¢). Poniamo :

{

S O, (=, )¢ : se t=1,3,..,¢—1,
Fl(wy U, Z;l,l) =3

f 0 se t=0,2,.., ¢ ;
By, s G se t=0,2,..., ¢ :
. . » , \ 7= s 2 — 2,
P = Fi(y yy Co, r4a) -+ Dol y) /g, se :'7'1)2 T 13 e,

Ty, o) -

- % r=1, 3:"~-a ¢t—1,
Oy(2, y)/¢2 € L=1py + 5, )

s=1;3,...,ps—1;

&
{ ]«;111~1(47~’7 Y, :n,i) s¢ {"::07 2*,-'-3 Gy
- r==0, 2:-": ([n—l'_;-') ]
- —Iﬂn—l(‘lf! Y, Cn, H-l) “L"q)n("n? .I/)"}([n se t:?'?)“ 8y
Fole,y, Ca,0) = : ce=1, 3,..., pp—1,

S — V7 =1, 3,00y fnr—1,
By, y, Cn, 1)+ D (@, )¢ s T=1P,-+58,

fs=1,3,.,p.—1;

Le funzioni F,(z, y,z) sono continue nel cubo chiuso ¢ ¢ nulle sulla
frontiera di C..
a) Cominciamo col dimostrare che per ogni intero n si ha

>0 set=02,.,¢—2
(1’i) Fn(m Yy Cn. - )"‘ Fn(m Y Cn. )
7 B Ty et <0 set=1,3,.,¢—1.

Iy

Dimostreremo la (14) per induzione. Per » == 1 la (14) ¢ evidente. Sup-
posta la (14) vera per tutti gli interi fino ad »—1, dimostriamola per .
Intanto, posto ¢ = rp,+s; »=0,1, 2,..., ¢..—1; $=0, 1,...; p,—1, risulta:

o 7 - o ?
Cn—l,r == ‘*:n,rpn S Cl_l,i < ZU, t+1 S C“,(H‘l)ﬂn - Cn*l, ry e
Ma p, ¢ pari, ¢ quindi, se ¢t =1, 3,..., ¢, — 1, deve esscre

:n—q,r = Cn,vrpn = Cn, —1 << Cn, ¢ << Cn,H—l < Cn,(ré—l\p" == Zn—l, e
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La (14) ¢ vera per n—1, e quindi, secondoché ¢ r =0, 2,..., Gnr—72
ovvero =1, 3;..., gu-y — 1 si ha

EO. ] T '
Fn—]("-"t Y, anl, r) < ~Fn—1('l’: Y, ‘an—l,rv’-l)

oppure

Fn—-l(ma !/’ in-l, r) > -Fn——l(my 11/7 2;n~-1,r+1) .
Ne segue, essendo F,_, lineare rispetto a 2 nell’intervallo Bt rty ==
= (Cn—l,r: Com,ria) t
Foi(®@, Y, i) < Fos(@y gy o) < By (0, Y, :n,f—i—l)
oppure ‘
Bos(0, Yy Coyimr) > Fo i, Coo) > Foes(@, 4, Cayora) -

E quindi, nel primo ecaso

Fu(@, y, Co0) = Buca(@, 4y Loyirr) + Dl 9)/g0 >
g Fos(@, Yy Cayera) = Ful@, 9y Can i)
| T Faalas 9y G = Pali 3y Cui) 5
e nel secondo
Fo@, Yy Loy = Fouc(@, 4y Layim) + Bouli, y)/gn >
| | B, Yy Coima) = Fal@, Y5 Gy ima)
= E Fos(@, Yy Coyita) = Ful@, Yy Loy i) -

Dunque, in entrambi i casi, per ogni ¢ =1, 3,..., ¢,— 1 si ha
En(w’ Y, Z‘n,t-l) < Fo(z, Y, Cn,t) 5 Fu(wy Y, Cn,H—l) < P, (@, Y, Cn, £)

cio che dimostra la (14).
b) Poniamo

N

(15) L o, y) = X Dyl y), =1, 2.
: N=1

U, o2, Y) = { Fo(#, ¥y Cae) — Fulw, v, Co,er1) ! 3 t=0, Lo, ga—1; n=1,2,..

Dimostriamo per induzione che per ogni n si ha

’lfnf‘}’ B
(16) > vu @, 4) = Pul, ), n=1,2,... .
1=10

La (16) ¢ vera per n = 1. Infatti
V1,0 = a)l(a"a M/t t=0, ,1,2.., ¢ —1
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da cui senz’altro 1’asserto. Supponiamo ora che la (16) sia’ vera per tutti
¢li interi fino ad n—1 ¢ dimostriamola vera per n. Poniamo come sopra

t==1p, =8 =0 1,... gy—1; §=0,1,. p,l—wl, ¢ supponianto ¢ dispari,
cioét =1, 3,..., ¢, — 1. Se( ondoche &1 (). 24eiey Gu—y — 2, Oppure r = 1, 3,...,

=1, risulta

(e Yy Coe) = .F,,;l(w, Yy Coerr) + @,,,(:1;, /4

I (a, y, ,‘;n, 1) - Iﬂ,,,_l(;v, ”, Cn‘. 1)

Fox, y, L) = Fusil®, 4y Coyrt)

0<< Fo_i(, ¥, Cn, 1) — Foes (2, v, :“’ 1) = 20 /P

oppure

By, G, = Fuma®, 95 $yma) -+ @@, 1)/

(@ Yy L) = Famal@, 3 L)
) P s Coea) = Facs(0: 3, L)
{0 < Foca(, Yy Cayimr) — Foeal@, Yy L) = 20nr, /P

e quindi rispettivamente
{0 Bl g Ca) = Fol, 5 L) = Pl 9)/2
[ 0< Fu@, 4, Cud — Foults, 9y Cupima) == 20us, /D + P, )/
(0< Fulw, y, Cod = Foulay 8, Coprsr) = 20 ofDu + Pul®, 9/
[0 < Ful@, ), Gu) = Fal@, 9, Cayis) = Do, 9)/g0 -

In entrambi i casi si ha

(17) Vnytm1 + Oyt = 2000g, o/ Po + 2(1;1:(‘77: Wign; t=1,3,. 4n— 1

ed infine

1 Iy~ Uy 1 ’
J X a2, o q 2(1) (w,9) Ly =
> Un,t = }__, 233 ”/E‘l—r T '“n = = }_, Vneg,r -+ Pl y)
---0 =0 =~ Pn Tu. re=0
Ma la (16) ¢ vera per n—1 e quindi
7,1
3 >ﬂ - . - p
2 s = (Pn—l(a’, ¥+ n(‘z' J) == CPn( y) -
T t=0

La {16)-¢ cosi dimostrata in generale.
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¢) Diciamo V,(z,y,2) la variazione totale della funzione F,(z,y,2)
nell’intervallo (0, z). Dimostriamo che &, per ogni n > v,

r 1 - o
(18) . V:a("”: Y, Z.v,f.;_l) - 1"11(‘7}7 Y ’:y,t) > }1", ‘[c?n(m) '.l/) “"(?y(mr ?/)] .

La™(I8) per = =y ¢ banalce; supposto ora che sia

} - : -
¥ 1,+L,_1(;Tf, s C,v,H_]) - Tfr.;~1_~_.1(‘/l;7 Y, C)',t) > (;; [(LD)'-;I;--I "—"CPJ i

proviamo che ¢

. B} — -
I, 1'~;~k(‘:v’ ;]/7 Z-)'.L‘rl) - T, 1'.;»}:(11;3 ?/9 cV,t) = ‘(E: [C?rx,-lx' "—-(Dw‘] ‘

Ricordando infatti che ogni intervallo §, , risulta diviso in p, 1Dvineer Dy ™=
= ¢,../q, intervalli uguali 3, +ie0 SU claseuno dei quali la F, , varia linear-
mente, tenute presenti le (14), risulta

Irl‘-j» k(w! 3/, Cx’,h’-l) - Tfl'e-lc(m’ ?/y Cv;t) =

i 4 ; vk O ol )
= T S G T C,..t.;d) — F 7'+k“1(w7 ¥, Cr,i) -+ % _Max, | ¥

. > &)v-'rk(""s )
= T/?:@k..l(w? Y Zr,.'-ed) - T/v—;-l.-,-l(a;? Y, C)’,t) Jr_ W'w‘zlnp >

1 — - 1~ —
= g Briinal® ¥) — 0.2, y) + @, (@, y)] = PRIl

onde la (18).
d) Dimostriamo ora la seguente proposizione: )
Per ogni 0 <z<<1 ¢ per ogni intero n esistono n costanti Ny Tayeens
0<n <1, (i =1, 2,..., n), tali che, per ogni (x,y) di (0,1;0,1), si ha:

.,;"’ s

{19) F,,(.’L’, Y, E.) =, Dy, u) + o, Dy, y) L, SD_n(J/" Y) .
9% 92 n

Dimostriamo quanto sopra per induzione, rilevando innanzi tutto che,
-essendo le funzioni F,(z, y, z) come funzioni della sola z lineari negli inter-
valli -8, = (Lo o er1), basterd dimostrare la (19) per ogni z=2z,,,
t=10,1, 2,...,, q,. Con questa osservazione risulta evidente dalla definizione
della funzione Fy(w,y, 2) che la (19) & vera per n = 1. Supponiamo quindi
la (19) vera per tutti gli interi fino ad n—1 e dimostriamola vera per .

Se ¢ & pari si ha infatti

— &,

1”,,(-‘]9’, 77 Zn, t) = F’Il“l("vi '_’f} t:'n,t) == T]l 1 ‘7‘ (RN 'T“ 7}1;——1 — .
G In-1

Se ¢ ¢ dispari, eioé t =1, 3,..., g,—1, posto t=rp,+s, (=1, 3,..., p,—1),
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=0, 1,..., ¢,y — 1), secondocheé & » = 0, 2,...,- ¢,—, — 2, oppure » = 1,:3,...,
Gn—1—1, si ha

,F,L(.’B, Y, Cn,t) == Fn— (’177 Y, tn i-rl) (I) (w ?/)/Qn y
Fo(w, y, Cod) = Fueal, Yy Cooma) + <I>n(w, ¥/t

e quindi, in ogni caso,
(D’ s q)n--l ' g)_»)_z

; (D
o, 9y Cot) = 0 s U S = .
(@ 9 Cot) =y 0 ¥ e S T

La ¢) ¢ cosi dimostrata in generale.
¢) Dimostriamo che, per ogni =», si ha

(20) | By 9y Goer) — Bl 9 G | < - (207000 + 220, o+ D)

{dove M,,..., M, hanno il significato deﬁnito al Teorema II).

La (20) ¢ evidentemente vera per n = 1. Supposto che essa sia vera per
tutti gli interi fino ad n -1, dimostriamolo vera per n.

Infatti per ogni ¢ dispari, cioé { =1, 3,..., ¢g.—1, posto ¢t =rp, + s
(r=0,1, 2,..., gp—y—1, s=0,1, 2,..., p,—1), si ha

2
:g 0 < Iﬂn(my Y, Cn,t) - F,,(il’«', Y, Cn, t—l) == 1—7" ] Fn(m~ Y, Cn-—-l,r) - sz(a;, Y, Cn-l,r‘:l) 1 ":‘

§ “+ z.I)_'n ({l?, ’!/)/’Qn

/ O < F'n('/l;y .’/- Cn,t) - F"(i’, ’,117 Cn,H—l) == 6,,(-7/', ?/)/q"

se 1r=20,2,.., ¢g.1—2;5¢

A O < Fola, y, L) — Ful®, 9y Coyeen) 5n(w7 0/
2
P

. ‘ Folo, y, Caer,r) — Fale, ¥, Loty rit) |+

? 0 < .Fn('/v’ Y, 2;n,t) e Fn(wi Y, Cn, t+1) =
+ (I)n(’l’7 /¢

\
se r=1,3,.., g.—y— 1. In entrambi i casi si ha

0 < l F,,(.’T), Y, Cn,t) F (L Y, Z:n t:r:l) ] == F E': (f)n—f»ﬂf : 21’17:—2"%‘ ﬂl[n—i') +

+ D,/q, <E @M, + ... +2M,, + M,) .

Lia (21) & cosi dimostrata in generale. ~
f) Dimostriamo che per ogni (,%,2) di. (0,1;0,1;0,1) e per ogni
‘intero » si ha N

(21) 0 < Fo(®,y, &) — Foor(@, ¥, ¢) <&1— (2n=2 M, + .. + Moy + M,).

6 — Riviste di 3 atematica.
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L

Basta dimostrare questa relazione per ogni z =, ; t = 0, 1,..., ¢q,, ©
pereid anche soltanto per 2 = ¢, ,; ¢ =1, 3,..., ¢,—1, essendo: ‘

Fo(e,y, 0o = Fo(m,y, Co,) per ogni ¢ pari.

Per ng'm' fome 123y II"___“I si—ha-ora:

—

]-ﬂn-l(my Y, Zn, z) =3 [:]!7,,_1(.'1},’ Y, :n, L~1) —+ -Fnal(‘/l’l, Yy Cn,t-ﬂ)]’
'Fn("‘v: 3/? ':n,!) == 1nax [-Fn—l(‘(vﬂ .]/7 t.n,t-—]) : . Fll'-l(”"y .I/a Cn H-l)J i;ﬁn(ll” 7/)/([7:
e quindi, posto t=yp, + s, (r=01,., ¢.oy—1; s=1,3,.., p,—1),

0 = 1("7 J* ‘-71 l) - ]{n 1 ' )/’ :n, _

.1, _ ‘ - ,
== § i Iin-— (’1’1 Y, Z_n, t+1) _Fn-lgms Y, :n, t—l) [ - (D1L(£1:7 :I/)/QH -
1 2 .
== § * };’: l »F71—1($7 Y, Z.;n—l,r) - Fn—l(‘r; Y, erl,r—}‘l) ’ + (I)n(.’l}, ?/)/Qn <
<‘ o - (212—23[1 —%_ . * z ‘l[n—‘ "I' [n—l) '“ Eﬁ,,(.’]), I/)iq'x <
pnln*‘l v
- 1 D -2 3 i [ { 1 | "
s }I—;z ('2" “41[1 TToeee TV 2:![11—-:: o J[n—l e J[n) .

La (21) & cosi cbmp]etamento dimostrata.
g) Dalla (13) e dalla (21) segue infine

0 < By, y, 2) — Foal, y, 2) <qf1 @My A+ 28, 4 M) < 51‘

e di qui la convergenza assoluta ed uniforme nel cubo chiuso € della serie

[ere]

z [F,,+1(.’)J, Y z) - F.,,(l’, Yy z)] .

n=1

Ne deriva cho esiste ﬁm’ro in ogni punto (», y, 2) del eubo chiuso (¢ il limite

seguente:
(22) ) Gy y,2) = lim Pz, y, 2)
N P ©O

e la funzione G(z,y,#) risulta continua e non negativa nel cubo chiuso C,
nulla sulla frontiéra di O, tali essendo tutte le funzioni F,.

Diciamo ora V, (¥, 2), V. .(2,2), V..o, y) le variazioni totali della fun-
zione F(w, 9, 2), (n=1,2..), ¢ V. y,2), V,z2), Vizr,y) quelle della fun-
zione Gz, y, 2).
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Dalle (13) e (19) e da guanto si ¢ detto nella dimostrazione del teo-
rema II, segue ():

V, Y, &) L=
AR B : ; :
@ & @

) o 2m, M, S 1
T i el I S §,< 2

N

t

ezanalogamente

= i 9
Vs ¥ n,zl(”) N) ¢

Dal Lemma IV segue immediatamente, per ogni (y, 2) ¢ per ogni (z, 2),

Valy, ) <lim 7, (y, 2) < 2, Vila, 2) < 2.
JL~» 00

Dalle (15) e (16) segue, per ogni «# e ogni (z, ¥),
Voo, y) = oula, ¥)
e, per il Lemma V,

Vi, y) =1im V, (x, y) = o(x, y),
H->0O0
ove o(z,y) ¢ la funzione considerata al n. 8, ), che, come si ¢ visto, ¢ una
funzione S.
Sia infine v il minimo valore di = per cui |3, <<%/3; < il minimo
ralore di t per cui { > z,; sard allora:

0<a<L, <L, ., <&-+ArA<1
noncheé ‘
V@, Y, G = V@ 95 8,0 S V@9, 2000 — VI, y, 20) < Viw, y) = 0%, Y) ;
mia,, in forza del lemma V e di ¢),
V@, 3y Gy = V0 9, C) =1 (720, 0, Gy ) = Valas 5 §00)) >
n—

v

> lim
N OO

1
= ;1_, B (z,y),

dove R, (x,y) indica il resto v-esimo della serie definita al n. 8§, b), il quale
(n. 8, ¢)) & ancora una funzione 8, onde la differenza V(w, y, 2,+2)—V(z, ¥, 2,),
essendo compresa tra due funzioni § & una funzione S (n. §, ¢)).

Il teorema III é cosi completanmente dimostrato.

(3%) Ricordiamo che se f(x), fo(x), ... fulm), F(x) = fi{w) + fol@) + ... + falm),
a<< z< b, sono funzioni continue in (a,b), e V;, V,,.... V,, ¥V sono le loro varia-
zioni totali, si ha V< V, 4+ V, 4+ ... -+ T,



